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Préférez,  dans  l’enseignement,  les  méthodes  générales  $ attachez-vous 
à les  présenter  de  la  manière  la  plus  simple,  et  vous  verrez  en  même  temps 
■qu’elles  sont  presque  toujours  les  plus  faciles. 

Laplàce,  Ecoles  norrn tom.  IV,  p.  49* 
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A SA  MAJESTÉ  L’EMPEREUR 


AUTOCRATE  DE  TOUTES  LES  RUSSIES, 


\ 


1RS, 


Unir  la  bonté  qui  gagne  les  cœurs  a la  fermeté 
qui  fait  respecter  les  lois , mériter  la  confiance 
de  ses  alliés  et  V estime  de  ses  ennemis , protéger 
les  sciences  et  les  lettres  en  accueillant  ceux  qui 
les  cultivent y telles  sont  les  qualités  brillantes 
qu'on  voit  réunies  dans  Votre  Majesté,  et  qui 
commandent  T amour  des  peuples  etles  hommages 
de  la  postérité . C’est  à l'intérêt  que  vous  ont 


toujours  inspiré  les  sciences  exactes , que  je  dois. 
Sire,  la  faveur  que  vous  m'avez  accordée  de 
faire  paraître  mon  Ouvrage  sous  vos  auspices. 
Cet  honneur  , celui  d'être  associé  aux  savons  qui 
composent  les  deux  sociétés  les  plus  célèbres  de 
vos  états , sont  des  témoignages  éclatons  qui  me 
font  espérer  l'indulgence  que  mon  obscurité  ne 
me  permettrait  pas  d'obtenir . 

Je  suis  , avec  le  plus  profond  respect. 


Si  R 


De  Votre  Majesté  ? 


Le  plus  humble  et  le  plus 
dévoué  serviteur , 

FRANCGEUR» 


Paris,  le  \n  avril  1809. 


PRÉFACE. 


IMettre  un  lecteur  attentif  et  intelligent  en  état  de 
lire  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  sciences  exactes  , 
sans  lui  supposer  d’abord  une  instruction  préliminaire 
quelconque  en  Mathématiques,  tel  est  le  but  que  je 
me  suis  propose  dans  la  composition  de  ce  Traité.  Pour 
y parvenir,  j’ai  dû  exposer  toutes  les  doctrines  qui 
constituent  les  Mathématiques  pures,  depuis  les  parties 
les  plus  élémentaires,  l’Arithmétique  et  la  Géométrie, 
jusqu’au  Calcul  intégral  le  plus  composé  , sans  omettre 
aucune  des  théories  générales  qui  entrent  dans  l’en- 
semble de  ce  plan . 

Une  aussi  grande  multitude  d’objets  se  trouve  ren- 
fermée dans  deux  volumes,  et  l’on  se  tromperait,  si 
l’on  jugeait  que  j’ai  omis  des  doctrines  utiles , ou  même 
des  détails  intéressans.  La  lecture  de  l’Ouvrage  pourra 
convaincre  qu’il  est  aussi  complet  qu’on  peut  l’espérer > 
et  qu’on  y trouve  même  plus  d’applications  que  n’en 
promet  le  cadre  étroit  où  je  me  suis  resserré.  Mais  le 
système  de  concision  que  j’ai  adopté,  m’a  permis  de 
diminuer  l’espace  sans  rien  oublier  qui  soit  véritable- 
ment utile,  et,  je  l’espère , sans  nuire  à la  clarté. 

Dès  long-temps  je  me  suis  convaincu  que  rien  n’est 
plus  contraire  au  but  que  doit  atteindre  celui  qui  écrit 
sur  les  sciences,  que  d’entrer,  sur  chaque  objet,  dans  des 
dëveloppemens  longs  et  fastidieux.  L’auteur , en  disant 
tout  ce  qu’il  pense,  empêche  le  lecteur  de  penser  lui- 
même  ; l’élève  devient  incapable  de  se  passer  des  secours 
de  son  maître;  il  prend  l’habitude  d’une  pesanteur  et 
d’une  prolixité  très  nuisibles  aux  succès  ; enfin , l’em- 
barras des  détails  l’empêche  de  suivre  le  fil  des  idées 
essentielles,  et  il  saisit  mal  l’ensemble  des  propositions, 


VÜj  PRÉFACE. 

ce  qui  est  le  point  le  plus  important.  C’est  au  profes- 
seur à proportionner  l’étendue  des  développemens  à la 
nature  d’esprit  de  chaque  étudiant.  «Pour  bien  instruire, 
il  ne  faut  pas  dire  tout  ce  qu’on  sait,  mais  seulement  ce 
qui  convient  à ceux  qu’on  instruit.  )>  (La  Harpe, Cours 
de  Littérature 9 2e  part.,  liv.  II,cliap.  111,  2.  ) 

Le  public  paraît  avoir  adopté  ce  système  d’instruc- 
tion ; et  le  succès  qu’a  obtenu  la  première  édition  me 
confirme  dans  l’opinion  que  j’avais  des  avantages  de  la 
concision.  11  m’eût  été  sans  doute  bien  plus  facile  de 
multiplier  les  volumes  , et  les  personnes  exercées  à 
écrire  sur  les  mêmes  matières,  pourront  apprécier  les 
peines  qu’il  m’a  fallu  prendre  pour  réduire  ainsi  cha- 
que chose  aux  dimensions  nécessaires.  Les  soins  qui  ont 
été  donnés  à la  partie  typographique , ont  aussi  singu- 
lièrement contribué  à diminuer  les  volumes. 

En  prenant  la  peine  de  comparer  cette  édition  à la 

1>remière,  on  verra  que  le  plan  seul  a été  conservé; 

Ouvrage  a été  refait,  meme  dans  ses  détails  : ici , j’ai 
cherché  plus  de  clarté  dans  l’exposition;  là,  plus  de 
rigueur  dans  les  démonstrations  ; ailleurs , plus  ou 
moins  de  précision. ...  ; on  y trouvera  des  doctrines 
entières  qui  manquaient,  quoiqu’elles  dussent  faire 
partie  d’un  Cours  complet  de  Mathématiques  pures. 
Enfin , on  reconnaîtra  que  je  n’ai  épargné  aucun  soin , 
négligé  aucun  conseil  pour  rendre  ce  traité  digne  de 
l’approbation  des  savans  et  des  professeurs. 

Je  terminerai  en  priant  M.  Maurice  de  recevoir  ici 
les  témoignages  de  ma  reconnaissance  pour  les  exccl- 
lens  avis  qu’il  a bien  voulu  me  donner,  et  dont  j’ai 
fait  mon  profit* 
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des  différences,  901. 

Différenciation  sous  le  signe  ff,  822. 


Echelle, 21 5.  — de  transversales,  de 
dixmes,  21 5.  — de  relation,  58o. 

Elastique  (courbe  ),  842 , 898. 

Elimination,  ierdegreq  no.  — Degrés 
quelconques,  5 18, 56 1. — Equations 
différentielles,  85o. 

Ellipse,  386,  395,444,  452  , 454.  - 
I angente  , 4°8,  422>  — Diamètres 
conjugués  , 427.  — Discussion  des 
equ.,  439,  452,453.  — Aire,  So5.  — 
Rectification , 807.  — Développée  , 
735. 

Ellipsoïde,  622,  6j5. — Volume,  Su. 


Différentielles,  654,  7^o. — Fonctions 
algébriques,  660,  — exponentielles, 
676.- — logarithmiques,  677.  — cir- 
culaires, 681.  — binômes,  776.—» 
Equations  différentielles  , 684  (voyn 
Equation  et  intégration). 

Différentielles  partielles  , 684 ? 7^4' 

Dimensions,  i54 , 322. 

Directrice  delà  parabole  ,3q3.  — d’une 
courbe  quelconque,  462. 

Discon  ligués,  discontinues  (fonction», 
courbes  ),  881. 

Discussion  des  équations  aux  sections 
coniques,  439,  452  , 453.  — des  équ. 

de  tous  les  degrés  , 744-  „ „ „ 

Distance  de  deux  points,  3i6,373. — - 
— de  deux  villes,  611. — de  deux 
droites,  274,  721.  — d’un  point  à 
une  droite,  374,  632.  — d’un  point 
à un  plan  , 827. 

Distance  inaccessible,  3i6,  364 , 365. 

Divergente  (série),  99. 

Dividende,  diviseur,  division  arithmé- 
tique ,5,  l5 , 41,  45,  58.  — algébri  - 
que, 98,  i33.  — Plus  grand  divi- 
seur commun  , 28.  io3  , 1 33 , i63. 

Diviser  en  parties  égales  une  droite, 
180,  2i3. — un  angle  ou  un  arc, 
186 , 208  , 876. 

Diviseurs  commensurables  du  Ier  de- 
gré, 5 18.  — du  2e  degré,  52 1. 

Divisible  , 33  ( voy.  Multiple). 

Dix  , propriété  de  ce  nombre,  34> 

Droite,  voy.  Ligne. 

Duplication  du  cube , 463. 


Entiers  (nombres),  solutions  des 
équations,  ii8,5iS. 

Enveloppe , 765.  ' 

Equation  à une  inconnue,  1er  degré, 
92  , io5,  064.  — 2e  degré , 187,  5*  >4, 
558,  566.  — 3e  degré , 548 , 55o.  — 
4e  degré  , 55 1 , 56o.  — à deux  ter- 
mes, 538. — à trois  termes  , 5 — > 

finale  , 5i8, 56i.  — Degre  quelcon- 
que , rc solution  , 5i8  h 533  , 5 56  , 
673  , 712.  ■ — au  carré  des  différen- 
ces, 628, 556.  — Réciproque,  587 « 
— Composition  des  équations,  5oü'. 
Transformation , 5o3« 


TABLE  ALPHABÉTIQUE 


xrv 

Equations  à plusieurs  inconnues,  voy. 
Elimination. 

Equations  indéterminées,  Ier  degré, 
1 1 7,  565,  — 2e  degré  , 568 
Equations  identiques  , 5oi,  5^6.  — de 
condition,  117,  5q7« 

Equations  de  ia  ligne  droite,  366.  — 
d’une  courbe  plane  , ibui.  — des 
sections  coniques , 386,  — du  cer- 
cle, del’eliipse,  etc.  , voy.  ces  mots. 
— d’une  courbe  à double  courbure, 

616.  — d’une  droite  dans  l’espace, 

617.  — d’une  surface , 612.  — d’un 
plan  ,619.  — ■ d’une  sphère,  61 4-  — ■ 
d’un  cylindre , 620. — d’un  cône, 

621.  — - d’une  surface  de  révolution-, 

622.  — d’uue  surface  du  2e  ordre, 
620,  642. 

Equations  différentielles,  684. — à trois 
variables,  704  , ’jSo.  — de  Riccati, 
818.  — homogènes,  81 5,  820. — li- 
néaires, 817 , 020,  845,  849.  —Inté- 
gration, 8i3  à 856.  - — par  les  séries, 
83 1 . — par  fraction  continue,  835. 


Construction,  836. — Ordres  supé- 
rieurs , 687  , 838.  — Degrés  supé- 
rieurs , 82g.  — simultanées,  85o. 
Equations  différentielles  partielles, 
70^,  748. — intégration,  Ier  ordre, 
862.  — 2®  ordre , 869.  — par  séries, 
877. 

Equiangles  ( triangles  ),  2itj. 
Equidifferences,  71 , 142. 

Equilatéral  (triangle),  194,  286. 
Equilatère  (hyperbole),  400,  434?  806. 
Escompte,  81,  io2. 

Excentricité,  3q8. 

Explicite  ( fonction),  5i6. 
Exponentielles,  147,  3°.,  5i6,  519,  III; 
584- — différentielle,  676.  — inté- 
grale, 783. 

Exposant,  12,  123,  1 3 1 (voy.  Puis- 
sances). 

Expression  la  plus  simple  des  fractions, 

jiy  • 

Extraction  des  racines,  voy  . Racines . 
Extraire  les  entiers  des  fractions,  37- 
Extrêmes  d’une  proportion  ,71. 


F 


Facteurs  des  nombres,  11 , 25 , 33.  — 
communs  ,28,1  o3.  — du  1 er  degré 
des  équations  , 5oo  , 5 18.  — du  2e 
degré  , 521.  — propres  à intégrer, 
8tq. 

Facteurs  égaux  des  équ. , 523 , 712. 

Figures  (nombres),  489;  inverses,  çp5. 

Fonctions  symétriques  ou  invariables, 
553.  — homogènes,  322,  8t5. — 
Facteur  qui  les  rend  intégrables,  820. 
— algébriques,  explicites,  impli- 
cites, transcendantes,  5 16  — diffé- 
rentielles, dérivées  , voy.  ces  mots. 

Fonctions  arbitraires  disparaissent  des 
différences  partielles,  7 o5 . — se  ré- 
tablissent dans  les  intégrales,  862.  — 
Détermination,  879. 


Génératrices,  génération  des  courbes, 
462.  — des  surfaces , 619. 

Géodésie,  problèmes,  365. 


Formule  algébrique , 106.  — du  bi- 
nôme, 481 , 675.  — de  Taylor,  654 
(voy.  Théorème). 

Foyers,  393,  897, 401. 

Fractions,  36.  — irréductibles,  38.  — 
réduites  au  même  dénominateur,  38. 

- — à la  plus  simple  expression  ibid. 
— Calculs  numériques, 39. — algébri- 
ques, 101  (voy.  Approximation). 
Fractions  décimales,  aliquotes , pé- 
riodiques, complexes,  etc.,  voy. 
ces  mots. 

Fractions  de  fractions,  ^x.  — conti- 
nues, 562.  — périodiques,  Ç67,  574* 
Fractions  différentielles,  665.  — inté- 
grales, 770.  — rationnelles  décom- 
posées , 576.  — intégrées,  770. 

G 

Géométrie  , lignes,  1 54-  — Surfaces  . 

249-  — ‘Volumes,  802. 

Grades  , degrés , 1 70, 

Graphomèue,  ibid. 
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Hasard,  49^* 

Hexagone,  228,  236. 

Homogènes  ( formules)  322.  — Equa- 
tions différentielles,  8i5,  820,  IV. 
Homologues  ( côtés),  214- 
H vperbole,  3h6, 400, 447?  4^5.  — Tan- 
gente, 4 1 4:  422. — Asymptotes,  416, 
457.  — Diamètres  conjugués,  427. 


— Discussion  , 447  ? 4^2 , 4 65.  — * 
Aire  , 800.  — Rectification  , 807. 
Hyperboles  de  tous  les  ordres  , 617  p 
723.  — Développée,  735. 
Hyperboliques  ( logarithmes  ) 585, 
8o5. -—Spirale , 473,  720. 
Hyperboloïdc , 622  , 647. 
Hypoténuse,  194.  — carrée,  217,  253, 


I 


Identique  ( équation  ),  5oo,  576. 

Imaginaire,  128,  533.  — Arcs  et  lo- 
garithmes, 5go. 

Impair  ( nombre).,  33. 

Implicite  ( fonction),  5i6. 

Inclinaison  , voy.  Angle . 

Incommensurables,  63,  Jl3,  i63, 

21 1 , 237  (voy.  Racines ). 

Indéterminé  (problème),  n4,  H7, 
521,  565.  — 2e  degré,  568. 

Inégalités  , 1 15.  \ 

Infini , 1 t 4 , 633,  713.  — dans  les  so- 
lutions singulières , 824. 

Infiniment  petit , 633  , 75g. 

Inflexion  , 743. 

Inscrire  un  cercle  au  triangle,  206. 

— des  polygones  dans  un  cercle  , 
233.  > “ 

In  tégration , 767. — par  parties,  769,  V. 

■ — Fractions  rationnelles,  770. — 
Expressions  irrationnelles  , 772.  — 
Différentielles  binômes , 776.  — ex- 
ponentielles, 783. — logarithmiques, 
787.  — circulaires,  769,  790,  843, 

L 


VI.  —Equations  à deux  variables, 
Ier  ordre  , 8t3.  — 2e  ordre  , 838.  — 
Equations  à trois  variables  , 856.  — « 
Différentielles  partielles , 862 , 86g, 

T 8"7' 

Intégrales  rapprochées,  800,  83 T , 877* 

— singulières  et  particulières , 823„ 

— aux  différences  finies  , 912. 
Intérêt,  80,  i5o. 

Interpolation,  465,  907. 

Intersection  des  cercles,  191,  3jg.  — « 

des  lignes  , 626.  — des  plans,  624 , 
63g. 

Invariable  ( fonction  ),  553. 

Inverse,  méthode  inverse  des  séries. 
5g6. — Problème  inverse,  106,  VIII, 

— des  rayons  de  courbure,  842. •— » 
dés  tangentes  , 8i3,  854- 

Irrationnelles,  xoy. Racines  et  Incom- 
mensurables. 

Irréductibles  ( fractions  ),  38,  io3.  — « 
Cas  irréductible,  549. 
Isopérimètres,  718  , X ; 882,  8ç)4- 
Isoscèle  (triangle  ),  194,  364,  607. 


Ligne  droite,  i54,  210,217,222.— 
Equation,  365.  — dans  l’espace, 
617.  — Caractéristiques,  7 65,  866. 

Lignes  de  contact,  trigonométriqnes, 
courbes , proportionnelles , voy.  ces 
mots. 

Limites  (méthode des),  1 13 Appli- 

cations à la  Géométrie  , 247  , 260, 
287,  3o8.  — aux  tangentes,  aires, 
volumes,  etc.,  voy.  ces  mots. 

Limites  des  racines,  5o3. 

Limites  du  développement  en  série, 
701 . — des  intégrales  , 799. 

Linéaires  ( formules  ),  323'.  ' — (équ.  ) 
ordre,  817,  820,  II.  — Ordre 


quelconque  , 8 j5  , 849.  — Différ, 
partielles  , 863 , 873. 

Logarithmes,  théorie  arithmétique, 
85.  — algébrique  , t45.  — Tables, 
91 , 586. — Séries,  585.  — Différen- 
ciation , 678.  — Intégration,  787, 
Logarithmes  imaginaires,  590.  — hy- 
perboliques , népériens  , naturels , 

585?  678,8o5. 

Logarithmique  (courbe),  468.  — spt- 
raie,  474- 

Logogryphe,  479, 492. 

Loterie  , 477  ? 

Lozange  ,281, 
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TABLE  ALPHABÉTIQUE 

M 


Maxima , minima  }nin.  — Variation  , 
882. 

Membres  d’une  équation  , 2. 

Mesures  nouvelles  , anciennes,  54, 
91 } pag.  1 19  , tome  I. 

Mesurer  une  grandeur  , 36.  — une 
droite,  i56.  — un  arc,  1 63. — un  an- 
gle, 168,  207,  271 . • — une  aire,  25i. 
—une  hauteur,  227. — une  distance, 
3 16 , 364 , 378  , 61 1. 

Méthode  des  limites,  des  tangentes, 
infinitésimale,  etc.  , ces  mots. 

Minima , voy,  Maxima. 

Modules  des  logarithmes,  585,  678, 
8o5. 


Naturels,  népériens  (logarithmes), 
585 , 678 , 8o5. 

Négatif,,  voy.  Signe , Racine , Coor- 
données. . . . 

Neuf;  propriété  de  ce  nombre,  34, 

J J» 

Nivellement,  354. 

Nœud  d’une  courbe,  4 66,  788. 
Nombres  , 1.  — entiers  , pairs  , im~ 


Obliquangles  ( triangles  ) , résolution  , 
354 , 60  i. 

Obliques’,  171  , 266. 

Obtus  ( angle  ),  17T. 

Octogone , 228. 

Ombre  des  corps , 227. 

Onze  ; propriété  de  ce  nombre  , 34  , 
35,  102. 


Moindre  résistance  (solide  de),  891. 
Moindres  carrés  597. 

Moyenne  et  extrême  raison  , 227,238, 

33o,XI. 

Moyens  d’une  proportion  , 71,  217, 
222. 

Multiple,  11,  34.  — Moindre  multiple 
de  nombres  donnés , 32.  — Décom- 
poser les  nombres  en  facteurs  , 25. 
Multiples  (points),  466,  738. 
Multiplicande,  multiplicateur,  3. 
Multiplication  des  entiers,  1 1.  — des 
fractions,  f\o.  — des  décimales,  44* 

— des  nombres  complexes  , 57.  — • 

• — algébrique,  96. 

N 

pairs,  premiers,  abstraits,  com- 
plexes , etc.  , voyez  ces  mots.  — 
figurés,  489.  — figurés  inverses, 925. 
Nonius  , 216, 

Normales  des  sections  coniques,  4o3. 

— dos  courbes , 722.  — des-  sur- 
faces , 747- 

Numérateur , 35. 

Numération,  6,  102,  5 19,  II. 


O 

Ordonnées  négatives,  33g  (voy.  Coor- 
données ). 

Ordre  , voy.  Intégration , Différen- 
ciation, Equation. 

Origine,  382  , 636  (voy.  Coordon- 
nées ). 

Osculation,  780,  765. 


P 


Pairs  ( nombres  ),  33. 

Parabole,  386,  891  , 44°  ? 4^8-  *— 
Tangente,  4°4>  422,  — Diamètre, 
437.  — Discussion,  44° > 45'2,458- 
— Aire,  8o5.  — Rectification,  807. 
— Développée , 735. 

Paraboles  des  ordres  supérieurs,  485, 
5i  7 , 723. 

Paraboloïdes  , 622 , 65o.  — Volume, 
81 1. 

Parallèles  ( droites),  181  , i84,  871. 
-Plans,  267. 


Parallélépipède,  284-  — Volume,  3o4- 

Parallélogramme  , 23 x , 240.  — • Aire, 
25i.  —-circonscrit  à l’ellipse,  427  s 
454.  — à l’hyperbole,  429  , 455. 

Paramètre,  3go  , 3g3 , 398.  — varia- 
ble, 462 , 824. 

Particulières  (intégrales,  solutions), 
823. 

Pendule  h secondes,  106,  VIII,  897. 

Pentagone,  228.—  Nombres,  491  • 

Périodes,  34,  99,  1 1 3 (voy.  Déci- 
males et  Fractions  continues 
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Permanences  des  signes  d’une  équa- 
tion , 53o. 

Permutations,  475,  4Q2» 

Perpendiculaires  droites,  T 72,  184, 
208 , 217,  370,  376.  — . Plans  , 272. 
— Droites  perpendicul.  aux  plans, 
266,  628. 

Planification , Sri, 

Plans,  i54,  265.  — Equation , 619. 
— Lever  un  plan  ,241.  — Plan  tan- 
gent, 292.  — osculateur,  758. 

Plus,  positif,  2.  — Propriétés  des 
signes,  vo j.  Signes. 

Poids  nouveaux  et  anciens  , voy.  Me- 
sures. 

Points  multiples  , conjugue' s , d’inter- 
section, de  contact,  d’osculation, 
singuliers  , etc. , voy.  ces  mots. 

Polaires , 385 , 3 94 , 3g8  , 402 , 724. 

Polyèdres  , 276.  — réguliers,  280.  — 
semblables  , 294.  — Nombres , 4{)î* 

Polygone  ( puissance  , racine  d’un  ) , 
483.  — nombre,  49 1. 

Polygones,  228.  — Aires,  249.  — ré- 
guliers, 233,  365.—  inscrits  et  cir- 
conscrits au  cercle,  233,  319.  — 
semblables , 241 , 277, 329. 

Polygonométrie,  229,365. 
Population,  149,  i50.;  4î)9- 

Positif,  plus , 2 ( voy.  Signes )° 

Position  (règle  de  fausse),  i53.  — 
d’un  point  sur  un  plan,  34o.  — d’une 
ligne,  366.— dans  l’espace,  612,  616. 

Premiers  ( nombres  ) , 20. 


Quadrant,  170. 

Quadratrice , 47$. 

Quadratures,  728,  8o5.  — du  cercle, 
voy.  Circonférence  rectifiée. 
Quadrilatère,  261.  « — Son  aire,  258, 


XVJj 

Preuves  des  calculs  numériques,  35. 
Prisme, 282.  — Volume  , 307. 
Probabilité  , 496. 

Problèmes  d’ Algèbre,  106,  ni,  117, 
i3q,  i43.  — de  Géométrie,  206, 
208,  227,  264,  3i5,  32p.  — de 
Trigonométrie  , 365.  — d’analyse 
géométrique  , 3i6 , 829  , 336 , 376 , 
462.  — de  Calcul  intégral,  853. — » 
de  Calcul  des  variations , 889.  — sur 
le  plan  et  la  ligne  droite,  623. 
Produit  numérique  , 3 , i4-  — algé- 
brique , 96.  — Produit  des  expres- 
sions o x 00,  * , 713.  — Produits 
difterens  , combinaisons  , 476.  — 
plus  grand  produit  des  deux  parties 
a’un  nombre,  97  , 137. 

Progression  par  différence , 83,  142. 

— par  quotient , 84,  i44- 
Projection  , 272,  624.  \ 

Proportionnelles  (lignes),  210,  2i3  , 
217,  222 , 275, 298. 

Proportions,  71,  141. 

Propriétés  des  nombres  , 33  , i02o 
Puissance  de  l’hyperbole,  418. 
Puissances  numériques,  12,  60.— 
algébriques,  123,  481,  ^85.— nul’les, 
fractionnaires,  négatives,  i3i.  — 
d’un  binôme,  d’un  polynôme,  voy. 
ces  mots.  — DifFér.  des  puissances, 
668.  — intégrales,  769,  776. 
Pyramidaux  (nombres),  491. 
Pyramides , 276.  — Volume,  3og. 

Q 

S18, 365.  —inscrit  au  cercle,  240,, 

3 1 77 . v 

uantité , 1. 
uotient,  5. 


R 

Il acines  numériques , carrées,  61.— 
cubiques,  67  , i36.  — de  tous  lea 
degrés,  485,  487.  — par  les  fractions 
continues  , 567  , S'jS. 

Racines  algébriques  , 126.  — du  2e 
degré  , 1 3zJ-*  — - de  tous  les  degrés, 
485 , 487,  575.  —■  des  fonctions  ra- 
dicales , 546. 

Racines  des  équations  , 2e  degré,  187, 
5o4  , 558,  566.  — 3e  degré  , 548, 
559.  — 4e  degré,  55 1 , 56o.  — à 2 
©u  3 termes  , 538,  545.  — Proprié- 


tés, 5oo,  5i2,  5i5,  7 13.  — Limites, 
607.  ? 

Racines  égales,  $23,  712.  — entières 
ou  fractionnaires,  5i8.  — • incom- 
mensurables, 525,556,573.  — ima- 
ginaires , 53 3. 

Racines  de  1 unité,  538.  — Somme  des 
puissances  des  racines,  553. 

Radicaux  , calculs,  123 , 646.  — difFé* 
rentielle  , 668.  — intégrale,  760 
m 776- 

Raison,  rapport  numérique,  71,  77^ 
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1 4 T.*  géométrique,  167 , i63, 2 5o, 
3o6.  — Moyenne  et  extrême  raison, 
227,  238 , 33o,  XI. 

Happons  des  mesures  , gi. 

Rampho’ide,  745. 

Rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre , 2 18 , 320,  5gi. 

Rapporteur,  T70,  365. 

Rationnels  (nombres),  63. 

Rayon  d’un  cercle  , 162  , 317.  — vec- 
teur, 385,  3g3,  397,  401 , 4°6,  4T2> 
724  (voy.  Coordonnées  polaires  ). 

Rayon  de  courbure , 733,  690,  838. — • 
Méthode  inverse  des  rayons  de  cour- 
bure, 842. 

Rebroussement,  4^6,  744*  — Arête 
de  rebroussement,  765. 

Rectangle , 23 1 . — Triangle  rectangle, 
ig4,  217,  600.  — Résolution,  364, 
600. 

Rectification  delà  circonférence  , voy. 
Rapport.  — des  arcs  de  courbe  , 
727,807. 

Récurrentes  ( séries  ) , 579. 

Réduction  algébrique,  94. 

Réduire  des  tractions  au  même  déno- 
minateur et  à la  plus  simple  expres- 
sion , 38,  io3. 


Réduire  un  angle  h l’horizon  , 365, 
61 1 . 

Réduite  (équation),  548,  55 1,  55g , 
56o. 

Réelle  (quantité'),  128  (voy.  Racine). 

Règle  algébrique  des  signes  d’un  pro- 
duit , 96*. 

Règle  de  Descartes,  53o. 

Règles  du  calcul  arithmétique  , 8.  — 
de  trois,  75.  — de  société  , 79.  — 
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I.  DES  NOMBRES  ENTIERS» 


Notions  préliminaires.  Système  de  Numération . 

i.  Concevons  une  réunion  de  choses  semblables  : pour  en 
distinguer  la  grandeur,  et  la  faire  apprécier  par  le  discours  aux 
hommes  qui  n’en  ont  aucune  connaissance,  on  en  prend  une 
portion  définie  et  bien  connue , mais  arbitraire  ; cette  por- 
tion se  nomme  UNITÉ;  il  faut  ensuite  indiquer  combien  elle  est 
contenue  dans  l'assemblage  dont  il  s’agit,  c’est-à-dire,  combien 
il  faudrait  réunir  de  ces  unités  pour  produire  un  tout  égal  à cet 
assemblage.  Cette  quotité  est  ce  qu’on  nomme  un  nombre  ou 
une  quantité.  Ainsi,  pour  avoir  la  connaissance  précise  delà 
grandeur  d une  chose;  autrement  qùe  par  la  perception  des  sensv 
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il  faut  d’abord  acquérir,  par  les  sens,  celle  d’une  portion  ou 
unité , puis  celle  du  nombre  de  fois  que  \ey  chose  contient  cette 
unité. 

Pour  dénommer  les  difFérens  nombres  , on  a inventé  les  mots 
suivans  : un  désigne  l’unité  ; deux  représente  la  réunion  d’une 
unité  avec  une  autre  unité  ; trois , la  réunion  de  deux  unités  avec 
une  autre,  ou  celle  d’une  unité,  plus  une,  plus  encore  une,  et 
ainsi  de  suite;  l’augmentation  successive  d’une  unité  chaque  fois 
engendre  les  nombres 

un,  deux,  trois,  quatre  , cinq , six,  sept,  huit,  neuf,  etc., 
qu’on  représente  par  les  chiffres  ou  caractères 

1,  2,  3,  4;  3,  6,  7 , 8,  9,  etc. 

L’idée  qu’on  doit  se  faire,  par  exemple,  du  nombre  sept,  est 
six  plus  un,  qui,  d’après  ce  qu’on  a dit,  revient  à cinq  plus  deux, 
ou  à quatre  plus  trois , etc. 

2.  Cette  opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs  assemblages 
en  un  seul , dont  on  demande  la  quantité  , se  nomme  ADDITION  ; 
on  l’indique  par  le  mot  plus,  ou  par  le  signe  -f-,  qu’on  nomme 
positif,  et  qui  se  place  entre  les  chiffres  qu’on  veut  ajouter.  Le 
résultat  est  appelé  lasomme  des  nombres  réunis.  Ajouter  plusieurs 
nombres,  ce  n’est  donc  que  les  réunir  en  un  seul  dont  on  de- 
mande la  quantité  , ou  exprimer  combien  l’assemblage  de  plu- 
sieurs groupes  d’objets  identiques  contient  de  fois  une  portion 
prise  pour  unité , et  qui  a servi  de  mesure  à chaque  groupe 
particulier.  Ajouter  2 avec  3 et  avec  4 > ou  trouver  la  somme  2 
plus  3 plus  4,  c’est  réunir,  en  un  seul,  composé  de  9 choses  égales, 
trois  systèmes,  composés  l’un  de  deux,  l’autre  de  3 , et  le  dér- 
ider de  4 de  ces  choses. 

Le  signe  — mis  entre  deux  grandeurs,  indique  qu’elles  sont 
égales  ; 2 +3 +4  = 9 , se  lit  : 2 plus  3 plus  4 égalent 9 ; cette 
égalité,  ou  équation,  exprime  l’addition  précédente;  2 -f-3  -f-  4 
est  le  premier  membre , 9 est  le  second.  L’inégalité  entre  deux 
quantités  se  désigne  par  le  signe  < ou  > ; on  place  la  plus 
grande  du  côté  de  l’ouverture  : 4 <C  7;  9 3 s’énoncent  4 plus 
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petit  que  7,  9 plus  grand  que  3.  Les  signes  <£  > marquent , au 
contraire,  que  la  valeur  inscrite  à gauche  fest  pas  plus  petite  , 
ou  n’est  pas  plus  grande , que  celle  qui  est  à droite  : 7<t  h,  4^  4* 

Il  suit  des  notions  précédentes  , que  si  on  augmente  ou  dimi- 
nue l’un  des  nombres  à ajouter,  le  résultat  sera  précisément 
plus  grand  ou  plus  petit  de  la  même  quantité  : la  somme  ne  se- 
rait nullement  changée  , si  on  augmentait  l’un  de  ces  nombres 
ajoutés,  pourvu  qu’on  diminuât  un  autre  d’autant  d’unités.  Par 
exemple  : 4 4*  7 surpasse  4 -J-  5 de  2 , parce  que  7 surpasse  5 de  2 ; 
mais  4 ~f~  7 — - ^ ~h  & — 2 -f-  g = 3 — f-  8 = etc. 

3.  Il  arrive  souvent  que  les  nombres  qu’on  veut  ajouter  sont 
égaux  entre  eux,  tels  que  2-f  242  + 2 = 8:  cette  espèce  d’ad- 
dition prend  le  nom  de  MULTIPLICATION , et  s’énonce  ainsi: 
2 répété  4 fois , ou  ^ fois  2 , ou  enfin  2 multiplié  par  4 ; on  l’écrit 
2.4,  ou  2 X 4 : les  nombres  2 et  4 se  nomment  les  facteurs ; 
2 est  le  multiplicande , 4 le  multiplicateur , et  le  résultat  8 le 
produit . 

4.  L’addition  et  la  multiplication  ont  leurs  opérations  in- 
verses. Dans  l’addition,  5 -f- 4 = 9 , on  demande  la  somme  9 des 
deux  nombres  donnés  5 et  4.  Dans  la  SOUSTRACTION  , ce  ré- 
sultat 9 est  donné  ainsi  que  l’un  des  nombres,  tel  que  5,  et  on  de- 
mande l’autre  4;  c.-à-d. , qu’il  faut  trouver  quel  est  le  nombre  4, 
qui,  ajouté  à 5 , donne  la  somme  9.  Cette  opération , qui  con- 
siste à recomposer  les  deux  systèmes  5 et  4 , qui  avaient  été 
réunis  en  un  seul  9,  revient  visiblement  à retrancher  5 de  9 , ce 
qu’on  marque  par  le  signe  —,  qu’on  énonce  moins , et  qu’on 
place  entre  les  nombres,  devant  celui  qu’on  veut  soustraire  : 
9 — 5 = 4-  Le  signe  — s’appelle  aussi  négatif. 

Concluons  de  ce  qu’on  a vu  pour  l’addition,  que,  i°.  si  0n 
augmente  seulement  le  nombre  à soustraire  d’une  ou  plusieurs 
unités,  le  résultat  sera  diminué  d’autant;  2°.  si  on  augmente  ou 
diminue  les  deux  nombres  donnés  de  la  même  quantité,  le  ré- 
sultat demeurera  le  même  ; 3°.  enfin , le  résultat  de  la  soustrac - 
tion  de  deux  nombres  marque  la  quantité  dont  L’un  surpasse 
r autre , et  c’est  ce  qui  a fait  donner  à ce  résultat  le  nom  de 
différence  j excès  ou  re^te. 
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5.  Dàns  ]a  multiplication  , les  deux  facteurs  sont  donnés,  et 
on  cherchedeur  produit  ; mais  si,  connaissant  ce  produit  et  Fini 
des  facteurs,  on  se  propose  de  trouver  F autre  facteur,  cette  opé- 
ration est  une  division.  On  a 2 X 4 — 8;  8 est  le  résultat 
cherché  de  la  multiplication  de  2 par  4-  Dans  la  division,  au 
contraire,  on  donne  8 et  4 > et  on  cherche  2,  c.-à-d.,  qu’on 
demande  quel  est  le  nombre  qui,  répété  4 fois  , produit  8.  On 

8 

écrit  ainsi  Cettë  division , - ou  8 l 4 — 3 > qu’on  énonce  8 divisé 

4 

par  4>  8 est  le  dividende,  4 le  diviseur  ; le  résultat  cherché  2 est 
le  quotient;  en  sorte  que  produit  et  dividende  sont  des  mots 
qui  désignent  le  mênïe  nombre , ainsi  que  diviseur  et  multipli- 
cateur et  que  quotient  et  multiplicande  ; seulement  l’acception 
de  ces  mots  dépend  du  calcul  que  l’on  a en  vue. 

6.  Avant  d’enseigner  les  moyens  d’exécuter  ces  quatre  opé- 
rations sur  des  grandeurs  données  , il  faut  former  un  langage 
propre  à énoncer  tous  les  nombres , et  imaginer  des  caractères 
pour  les  désigner,  et  cela  en  n’employant  qu’une  quantité  limi- 
tée de  noms  et  de  chiffres  : c’est  ce  qu’on  nomme  le  système  de 
la  numération.  On  conçoit  en  effet  qu’il  ne  conviendrait  pas  de 
continuer  indéfiniment  à donner  un  nom  particulier  à chacun 
des  nombres  dix  , onze , douze , etc.,  et  de  lui  affecter  un  chiffré 
propre. 

On  évite  l’ettiploi  d’une  infinité  dé  chiffres , à l’aide  de  Cette 
Convention  aussi  simple  qu’ingénieuse  : Tout  chiffre  mis  à la 
gauche  d'un  autre  prend  une  valeur  dix  fois  plus  grande  que 
s'il  occupait  la  place  de  ce  dernier.  Outre  les  neuf  caractères 
1,2,3.  . . . 9 , on  se  sert  encore  de  celui-ci  o,  qu’011  nomme 
Zéro , et  qui  n’a  aucune  valeur  propre.  Faisons  voir  que,  d'après 
cette  convention  , nos  dix  caractères  suffisent  pour  écrire  tous 
les  nombrës  possibles. 

Pour  écrire  9 + 1 , qu’on  appelle  dix , on  pose  10  : de  même 
pour  10  -f*  1 , ou  onze,  on  écrit  11;  11  -f-  1 ou  douze , s’ex- 
prime par  12;  de  même  treize,  quatorze , quinze,  seize....  sont 
écrits  ainsi  : i5  , i4>  *5  , 16....  ; en  effet,  le  chiffre  i vaut  dix  y 
attendu  qu’ii  est  placé  au  2*  rang  ou  ordre . De  meme  19  -f  j 
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s'écrit  20  , parce  que  le  2 vaut  10  + 10,  comme  étant  placé  au 
2e  rang , ou  10  + 9 + 1 — 13  + 1 ; de  même  20  + 1 , revient 
à 21,  21  + 1 à 22  , 22-f-i  à 23....;  enfin  29  + 1 revient 
à 20  -f-  9 + 1 , ou  20  4 10,  ou  10  + 10  + 10  ? ou  3o.  En 
continuant  de  faire  croître  toujours  les  nombres  d’une  unité , on 

obtient  3i , 32,  33 3q  ; puis  4°  > 41  > 42-***  49  * *>  5o etc., 

jusqu’à  99.  Pour  99  -f*  1 , ou  90  + 9 + 1 , ou  90  + 10,  on 
écrit  100  , puisque  le  1 du  ordre  vaut  dix  unités  du  2e,  ou 
9 + 1 au  2®  rang.  A partir  de  100,  l’addition  des  unités  succes- 
sives donne  101,  102,  io3 , 109,  110,  111,  112........ 

119,  120 129,  i3o , et  ainsi  jusqu’à  199,  en  plaçant  le 

chiffre  1 à la  gauche  de  tous  les  nombres  ci-dessus  , qui  sont 
exprimés  par  2 chiffres  ; au-delà  on  a 200,  201...,  299,  puis 

5oo,  3oi Sqp,  4co , et  ainsi  jusqu’à  999.  999  + 1 

s’écrit  1000  , etc. 

Cela  posé  , lorsqu’on  aura  écrit  un  nombre  quelconque  , tel 
que  537,  pour  l’augmenter  de  1 , il  suffit  visiblement  d’ajoutèr  1 au 
chiffre  à droite  ; on  a 537  + 1 — 538  : de  même  538  -f-  1 =53g. 
Si  ce  chiffre  à droite  est  un  9 , on  le  remplacera  par  un  zéro,  en 
faisant  frapper  l’augmentation  de  1 sur  le  chiffre  du  2e  rang  : 
53g  + 1 = 54o  ; car  53o  -f-  9 -f-  1 ~ 53o  + 10^:  54 o ; et  si 
le  chiffre  du  2e  ordre  est  lui-même  un  9 , alors  on  remplacera, 
ces  deux  chiffres  par  deux  zéros,  en  augmentant  de  1 le  chiffre 
du  3e rang  : 2699  + 1 =2600;  car  2600+99  +1  25oo  + îocq 
et  ainsi  de  suite  : 12999  + 1 — iboco;  5oq  + 1 ==  5 10  ; 
10999  + 1 = 11000.  Tout  nombre  étant  engendré  par  l’addi- 
tion réitérée  de  l’unité , il  résulte  de  là  qu’on  peut  écrire  tous  les 
nombres  à l’aide  de  dix  caractères  (*}. 


(*)  Le  meme  principe  peut  servir  à écrire  tous  les  nombres  avel  plus  ou  moins 
de  dix  caractères;  par  ex.,  si  l’on  n’a  que  les  quatre  chiffres  o,  1 , 2 et 3 , il 
faudra  qu’ un  chiffre  placé  a la  gauche  d’un  autre , vaille  quatre  fois  plus 
que  s’iZ  occupait  la  place  de  ce  dernier  : alors  10  exprimera  quatre, 

î 1 cinq,  12  six,  i3  sept,  20  huit , 21  neuf,  200  trente-deux,  etc. 

Lorsqu’un  nombre  est  c'crit  dans  cette  hypothèse,  ou  éprouve,  pour  Fcnon-r 
per,  plus  de  difficulté'  que  dans  le  système  de'cimal , parce  qu’il  n’y  a plus  de 
-Concordance  avec  le  langage;  par  ex.,  pour  lire  (3i2o),  ou  observera  que  le  2 
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7 . Formons  maintenant  la  langue  propre  à énonce!*  tous  les 
nombres  sans  multiplier  les  noms  à l’infini,  et  commençons 
d’abord  par  les  nombres  de  trois  chiffres  au  plus.  Convenons 
d'énoncer  tour  à tour  les  chiffres  qui  composent  un  nombre  de 
trois  caractères , en  qualifiant  chacun  d’un  nom  qui  en  indique 
l'ordre . Le  chiffre  du  3e  rang  s’appelle  des  centaines , et  prend  le 
nom  de  cent  ; celui  du  2 e rang  est  des  dix  aines , et  se  distingue 
par  le  mot  dix;  enfin  le  ier  rang  est  des  unités  simples  : 5 î B s’é- 
noncera donc  cinq  cent  dix-huit;  4°% > 8io,  19,  seront  lus 
quatre  cent  trois , huit  cent  dix , dix-neuf. 

Il  est  à observer  que  l’usage  a prévalu  de  donner  au  chiffre 
des  dixaines  des  dénominations  particulières  : 20,  5o......  au 

lieu  d’être  énoncés  deux-dix  , trois-dix.... , reçoivent  les  noms 

suivans  : 20  se  nomme  vingt  y 3o  trente , 4°  quarante  , 5o  cin- 
quante} 60  soixante  y 70  septante  ou  soixante  et  dix , 80  oc- 
tante ou  quatre-vingt  f 90  nouante  ou  quatre-vingt-dix  ; de 
même,  au  lieu  de  lire  11  dix-un , 12  dix-deux,  etc.,  on  lit 
11  onze,  12  douze , i5  treize t \4quatorzey  i5  quinze , 16 
seize. 


vaut  2 X par  4 ou  8;  le  ï vaut  1 X 4 * 4 ou  *6  5 Ie  3 vaut  3x4x4*40ïl  > 

ainsi  ( 3 120  ) base  4 , vaut  8 + 16  + 192  ou  216.  De  meme  si  la  ba<re  est  5 , 
c.-à-d.,  s’il  y a cinq  chiffres,  0,1,  2,  3 et  4,  chaque  chiffre  vaudra  cinq  fois 
plus  que  s’il  occupait  la  place  à sa  droite  ; par  ex.  (4 123),  exprime  dans  ce  sys- 
tème à 5 chiffres,  vaut  3 -f- 2' X 5+ ï x 25+4  x 125,  ou  3 + 10  + 25 + 5oo, 
ou  enfin  538. 

Donc  il  faut,  en  général  , former  les  puissances  successives  de  la  base , et 
multiplier  le  chiffre  du  2e  rang  par  la  base,  celui  du  3e  par  la  2e  puissance  de  la 
base  , celui  du  4e  par  la  troisième , etc.  5 en  ajoutant  ces  produits  , on  a la  va- 
leur de  la  quantité  proposée.  Ainsi(2o3i3)  base4  = 5Ô7,  (4010)  base  5=5o5, 
( 35 1 5 1 ) base  6 — 5o35  — (6814  ) base^g. 

Si  l’on  fait  attention  au  calcul  ci-dessus,  on  verra  qu’on  peut  aussi  le  faire 
comme  il  suit  : prenons  pour  exemple  (4i23)  base  5$  multiplions  le  chiffre  4 
par  5,  et  ajoutons  le  t qui  est  à droite,  nous  aurons  21  ; multiplions  21  par  5 , 
et  ajoutons  le  2 du  second  rang,  nous  aurons  107  ; enfin  multiplions  par  5,  et 
ajoutons  3,  il  viendra  538  pour  la  valeur  cherchée.  Il  est  en  effet  évident  que 
par  là  le  chiffre  f\  a été  multiplié  trois  fois  consécutives  par  5 , que  le  1 l’a  été 
2 fois,  et  le  2 une  fois:  l’ordre  des  opérations  est  ici  différent,  mais  elles  sont 
an  fond  les  mêmes  que  ci-dess  11s,  et  elle*  conduisent  plus  facilement  au  résultat» 
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Ces  conventions  une  fois  connues,  il  sera  bien  facile  d’énoncer 
tous  les  nombres  de  trois  chiffres  au  plus  : 345,  2o5,  45,  74»  ^74 
s’énonceront  trois  cent  quarante-cinq > deux  cent  cinq , quarante-* 
trois , soixante-quatorze , trois  cent  soixante-quatorze.  Il  est 
aussi  facile  d’écrire  un  nombre  de  trois  chiffres  au  plus  , lors- 
qu’on en  a l’énoncé  , puisque  cela  revient  à écrire  chaque  chiffre 
énoncé  au  rang  qu’indique  sa  qualification. 

Venons-en  aux  nombres  exprimés  par  plus  de  trois  chiffres. 
On  convient  de  les  séparer  de  trois  en  trois,  à partir  de  la 
droite  (*)  ; chaque  tranche  sera  énoncée  à part,  et  prendra  une 
qualification  distinctive. La  2e  tranche  est  celle  des  mille,  la  5e  celle 
des  millions y la  4e  celle  des  millards  ou  billons;  puis  les  trillions3 

quadrillons C’est  ainsi  que  17337  100227  s’énoncent 

17  millards  337  millions  100  mille  227;  5o  001  001  se  lit 
5o  millions  mille  un  : de  même  les  expressions 

10  200  701;  21  5 46;  1 1.11;  i5  016;  8 co4; 

s’énoncent  10  millions  200  mille  701  *,  21  mille  546  ; onze  cent 
onze  ; 1 5 mille  seize  ; 8 mille  quatre. 

On  sait  donc  énoncer  un  nombre  déjà  écrit  en  chiffres.  Ecrire 
un  nombre  dont  on  a l’énoncé  ne  présente  pas  plus  de  difficulté , 
puisqu’on  énonce  et  qualifie  chaque  tranche  ; il  ne  reste  donc 
qu’à  écrire  séparément  chaque  tranche  , et  à lui  donner  le  rang 
qu’indique  sa  dénomination  (**). 


(*)  On  aurait  egalement  pu  composer  les  tranches  de  2 ou  de  4 chiffres; 
mais,  dans  un  nombre  donne,  il  y aurait  en  plus  de  tranches  dans  un  cas  et 
moins  dans  l’antre,  qu’en  les  formant  de  trois  chiffres.  En  examinant  les  li- 
mites des  nombres  qui  sont  d’un  usage  plus  frequent,  il  est  aisé  de  voir  qu’on 
a pris  un  milieu  convenable  entre  ces  partis. 

(**)  Cherchons  les  chiffres  qui  expriment  le  nombre  538  dans  le  système 
qui  a 5 caractères  : pour  cela  , supposons  ce  résultat  connu  et  tel  que  (4i23  ); 
il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ci-dessus,  qu’en  formant  4 X 5 -f-  I — 21 , puis 
2t  x 5-4-2=  10 7,  enfin,  107  x 5 -4-3  = 538,  ce  calcul  doit  reproduire  1© 
nombre  proposé.  Donc , si  on  divise  538  par  5 , le  reste  3 sera  le  chiffre  du 
1er  rang,  et  le  quotient  107  sera  la  valeur  des  autres  chiffres.  De  meme,  divi- 
sant 107  par  5 , le  reste  2 sera  le  chiffre  du  rang , et  le  quotient  21  la  valeur 
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De  l'Addition. 


8.  Pour  ajouter  deux  nombres,  tels  que  5 et  4,  nous  ayons 
vu  (2)  qu’il  faut  ôter  à Tun  de  ces  nombres  successivement 
chacune  des  unités  dont  il  est  composé  pour  les  joindre  à l’autre, 
opération  qui  revient  à ceci  : 

5+4  = 8 + 3 = 7 + s=:8  + 1 = 9. 

Mais  on  sent  que,  pour  des  nombres  un  peu  grands,  ce  procédé 
serait  impraticable  ; nous  ne  le  prescrirons  donc  que  pour  des 
nombres  d’un  seul  chiffre,  et  nous  supposerons  même  que  l’ha- 
bitude a appris  à connaître  de  suite  le  résultat,  5 + 4=9, 
3 + 8 = ii,  et  tous  les  autres  de  même  sorte. 

Cherchons  maintenant  la  somme  des  deux  nombres  24  et  37; 
décomposons-1  es  d’abord  en  20  + 4 et  3o  + 7 ; la  somme  cher- 
chée est  20  + 3o  + 4 +7.  Or , les  deux  premières  parties  re- 
viennent visiblement  à 2 dizaines  plus  3 dizaines,  ou  5 dizaines j 
ainsi  la  somme  est  5o  + 1 1 , ou  5o  + 1 o + 1 , ou  enfin  60  + 1=61. 


des  autres  chiffres,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  qu’ici  on  ne  fait  que  décomposer 
les  opérations  qu’on  avait  faites. 

Donc,  en  général,  il  faut  diviser  le  nombre  proposé  par  la  base  donnée ÿ 
puis  diviser  de  nouveau  le  quotient  parla  hase,  puis  ce  2e  quotient  encore  par 
la  hase,  etc.,  jusqu’à  ce  qit’on  tombe  sur  un  quotient  moindre  que  cette  base. 
La  série  des  restes  sera  celle  des  chiffre  cherchés,  en  commençant  par  le  pre- 
mier rang;  le  dernier  quotient  sera  le  chiffre  de  l’ordre  le  plus  élevé.  Ainsi 
pour  écrire  567  avec  4 caractères,  je  divise  56^  par  4,  et  j’obtiens  le  quotient 
1 41  et  le  reste  3 : je  divise  encore  1 4 T par  4 i d vient  35  au  quotient , et  le 
35  8 

reste  i ; -j-  donne  8 et  le  reste  3 ; enfin,  - — 2 , le  reste  est  o.  Rassemblons 

B T 

les  restes  successifs  2,  i,  3,  o,  et  le  dernier  quotient  2,  et  nous  aurons  (2o3i3) 
base  4 — 567. 

On  verra  de  meme  que  , dans  les  systèmes  à 6 , 9 et  12  caractères  , le  nombre 
5o35  est  exprimé  par(  35i5i  ),  (6814)  et  (2  ab  7 ) ; on  désigne  ici  par  a et  b les 
nombres  dix  et  onze  dans  le  sysième  duodécimal.  Ce  dernier  système  présente 
des  avantages  marqués  sur  Je  décimal,  à cause  du  grand  nombre  de  diviseurs 
de  12;  mais  il  serait  trop  difficile  de  l’établir  maintenant,  pnree  qu’il  faudrait 
changer  entièrement  nos  usages  , et  mêmes  les  dénominations  auxquels  nou^ 
sommes  familiers  dès  l’enfance. 
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On  voit  quil  faut  réunir  séparément  les  dizaines  et  les  unités 
des  nombres  proposés ; ce  raisonnement  est  général. 

Par  ex. , prenons  3701  -j-  0^9  -f-  12487  -f-  54;  en  faisant  sé- 
parément la  somme  des  unités,  puis  des  dizaines,  des  centai- 
nes, etc.  , on  aura  i5  mille  -f-  14  centaines  -f-  20  dizaines  4-21 
unités  , ou  1 5coo  4-  1 400  -f-  200  4~  2 1 *;  niais , opérant  de  même 
sur  ces  derniers  nombres,  on  a 16  mille  -f- G centaines  -f-2  dizai- 
nes ,ou  1 662 1 . Ce  calcul  se  fait  plus  commodément 

*■  3 h 3 î 

en  écrivant,  comme  on  le  voit  ci-contre  , les  nombres  34$ 

les  uns  au-dessous  des  autres,  et  faisant  correspondre,  12  ^ 
dans  une  même  colonne  verticale , les  chiffres  du  même 


ordre.  La  somme  des  nombres  de  chaque  colonne  doit 
être  écrite  au  bas,  si  elle  ne  passe  pas  9 ; autrement  on  ne  pose 
que  les  unités , et  on  réserve  les  dizaines  pour  les  ajouter,  comme 
simples  unités,  avec  les  nombres  de  la  colonne  qui  suit  à gauche , 
ce  qui  détermine  à commencer  le  calcul  par  la  colonne  à droite. 

Yoici  plusieurs  exemples  d’addition. 

Pour  le  icr,  on  fera  ainsi  le  calcul  : 3 -+•  8 font  11,  1 1 -f-  7 
valent  18,  18  + 7 égalent  25,  somme  des  unités  3 -f-  8 -f-7  -j-  7 : 
on  posera  5 sous  le  trait,  au  premier  rang  à droite,  et  on  joindra 
les  2 dizaines  à la  colonne  suivante,  puis  on  dira  2+  plus  8 font 
io,  plus  1 font  11,  plus  8 valent  19,  plus2font  21  ; on  pose  1,  et 
on  retient  2 pour  joindre  aux  centaines.  24-7=9,  94~3=;  12... 
on  a 26  centaines,  on  pose  6 et  on  retient  2 *,  enfin  on  trouve  24  à 
la  4e  colonne  : on  pose  le  4 et  on  avance  le  2,  c.-à-d.  qu’on  écrit 
24  mille.  La  somme  est  24  6 1 5. 


5 783 

77  756 

10  376  786 

5 784  201 

4 3i8 

3 388 

789  632 

749  832 

5 987 

9 7^3 

58g 

14  378  539 

8 527 

90  207 

7° 

20  912  572 

a4  6i5 

181  164 

11  167  080 

De  la  Soustraction . 

9.  L’habitude  d’additionner  suffit  pour  trouver  la  différence 
tpntre  les  nombres  simples;  par  ex.,  le  nombre  qui  ajouté  à3  donne 
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7 pour  somme , est  4 : ainsi  7 — 3 =4*  On  Peut  aussi  parvenir 
au  résultat,  en  ôtant  de  7 autant  d’unités  que  3 en  contient; 
7 — 3 = 6 — -2  = 5 — i=4*  Accordons  par  conséquent  qu’on 
sache  faire  la  soustraction  des  nombres  simples. 


Prenons  le  cas  où  les  nombres  sont  composés , comme  pour 
695  — 243.  Il  est  visible  que,  si  on  connaissait  le  nombre  qui 
ajouté  à 243  donne  Gg5  pour  somme,  3 -f  les  unités  de  ce 
nombre,  4 + ses  dizaines,  2 -j-  ses  centaines  devraient 
reproduire  695  ; on  écrira  donc  les  nombres  proposés  3P 
comme  pour  l’addition,  le  plus  petit  en  dessous;  puis 
on  retranchera  chaque  chiffre  inférieur  de  celui  qui  est  au-des- 
sus : on  dira  5 — 3=2,9  — 4 — 5 , G — 2=4,  et  45a  sera 
la  différence  cherchée. 


Mais  il  peut  arriver  que  le  chiffre  inférieur  surpasse  le  supé- 
rieur. Dans  l’exemple  ci-contre,  on  ne  peut  ôter  8 de  7.  Il  est  clair 
qu’alors  36  147  devant  être  la  somme  de  19  328  -f  le  gg  T / 
nombre  cherché  , en  faisant  la  somme  de  la  ire  colonne,  19  338 
8 -fl  es  unités  inconnues,  ont  donné  non  pas  7,  mais  17 
pour  somme  ; et  qu’on  a retenu  la  dizaine  pour  la  joindre  à la 
colonne  suivante.  On  doit  donc  dire,  non  pas  7 — 8;  mais  17  — 8 
= 9,  et  écrire  ce  chilfre  9 au  rang  des  unités.  Mais,  en  continuant 
l’opération,  la  colonne  suivante  est  formée  de  la  dizaine  retenue, 
du  chiffre  2,  et  des  dizaines  cherchées  ; en  les  ajoutant  ensemble , 
on  doit  produire  4 • Une  faut  donc  pas  dire  4 — 2,  mais 4 — 3=  1, 
qu’on  posera  aux  dizaines.  De  même  pour  les  centaines,  au  lieu 
de  1 — - 3 , on  dira  1 1 — 3 reste  8,  qu’on  posera,  mais  on  retien- 
dra 1 pour  la  colonne  suivante  9 ; ainsi  6 — 1 o,  ou  plutôt  16  — 10 
= 6,  et  on  retiendra  1 ; 3 — 2=1. 


En  général , lorsque  le  chiffre  supérieur  sera  le  plus  faible , 
on  V augmentera  de  dix , puis  on  retiendra  un  pour  le  joindre  au 
chiffre  inférieur  qui  est  à la  gauche.  On  remarquera  qu’en  effet 
le  nombre  supérieur  est  augmenté  par  là  de  10 , mais  qu’on  aug- 
mente pareillement  l'inférieur  de  10,  ce  qui  n’altère  nullement 
la  différence  ( n°  4 )• 
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Pareillement,  dans  l’exemple  ci-contre,  on  dira  : 3 QOO  ^ 

g ■ — 3 — G ; 2 — ■ 7 ne  se  peut  ; 12  — 7 = 5 , et  je  2 $78  573 
retiens  1 ; 4 — G (au  lieu  de  4 — 5)  ne  se  peut,  4UI  85° 
j 4 — 6 — 8 , et  je  retiens  1 ; 0 — 9 (au lieu  de  o — 8 ) ne  se 
peut,  10  — 9=  1 ; o — 8 ne  se  peut  ; io— *8~  2,  etc. 

Voici  quelques  autres  exemples  de  soustraction. 


3 000 

6 000 

6 000 

i5o  001 

3 375  83 1 

1 2f>6 

4 000 

5 999 

76  385 

1 86  943 

1 704 

2 000 

1 

73  616 

3 188  888 

10.  Lorsqu’on  veut  retrancher  un  nombre  de  V unité  suivie 
d'autant  de  zéros  que  ce  nombre  a de  chiffres,  il  faut  retran- 
cher le  chiffre  des  unités  de  10 , et  les  autres  chiffres  de  9.  Ainsi , 
iccc  — 259  , se  trouve  en  disant  10  — 9 — 1 • puis  pour  les 
5 dizaines  , 9 — 5 = 4 '>  9 — 2=7,  aux  centaines  : et  on  a 
1000  — 269—  741  • De  même  1 oco  000  — 279  953  = 720  047. 
Ce  calcul  est  si  facile",  qu’il  mérite  à peine  d’être  compté  pour 
une  opération*,  on  s’en  sert  pour  réduire  toute  soustraction  à une 
addition  ; voici  comment. 

Soit  demandée  la  différence  0487  - — 25g  ; il  est  clair  qu’en 
décomposant  8/87  en  2 487  -j-  icco;  la  différence  avec  n5g  n’est 
pas  changée,  et  on  aura  2487-4-  1 oco-—  269,  ou  2487  -f-  741 
= 0228.  Ainsi , au  lieu  ce  soustraire  269,  on  a réellement  ajouté 
741.  On  voit  donc  qu’au  lieu  de  retrancher  un  nombre  d’un 
aufre , on  peut  soustraire  le  1er  de  un  suivi  d’autant  de  zéros 
qu’il  a de  chiffres  , et  ajouter  le  résultat  au  2e  nombre  donné, 
pourvu  qu’on  retranche  ensuite  une  unité  de  l’ordre  immédiate- 
ment supérieur  à celui  du  nombre  à soustraire.  On  indique  cette 
dernière  soustraction  par  1 placé  à l’ordre  de  chiffres  dont  on 
vient  de  parler;  ainsi  l’opération  ci-dessus  revient  à 3^ 
3487  — 269  = 5487  -4-  1 74 1 , calcul  qu’on  effectue 
comme  on  le  voit  ci-contre.  Observez  que  1 7^  1 , ajouté  3228 
au  nombre  269,  donne  zéro,  ou  1741  +269  = o.  La  quan- 
tité 1741  est  ce  qu’on  nomme  le  complément  arithmétique 
de  269.  En  général,  pour  former  le  complément  arithmétique 
d'un  nombre , il  faut  retrancher  tous  ses  chiffres  de  9,  el  celui 
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des  unités  de  10 , puis  placer  1 à gauche.  Ce  complément  ajoute 
çlu  nombre  donne  zéro  pour  somme.  Au  lieu  de  retrancher  un 
nombre , on  peut  ajouter  son  complément  arithmétique. 

Lorsqu’il  y a plusieurs  additions  et  soustractions  successives  , 
l’usage  des  complémens  peut  présenter  des  avantages  : par  ex,, 
0273 1 + 5729  — 07 1 — 4804 , prend  la 
forme  ci-contre , attendu  que  les  complé- 
mens de  371  et  4834  sont  1629  et  i5i66. 

Nous  recommandons  toutefois  d’éviter 
l’emploi  du  complément,  et  de  s’exercer 
à faire  les  additions  et  soustractions  co- 

» 

1 onne  par  colonne.  C’est  ainsi  que,  dans  notre  exemple,  après  avoir 
dit  9 + 1 ~ 10,  44-i=z5,  on  retranchera  5 de  10  et  on  posera  5 
au  rang  des  unités  du  reste;  puis  3+2=5,  7+3  = 10;  5 — 10 
ne  se  peut  ; donc  i5  — 10=  5,  qu’on  pose  aux  dizaines,  en  re- 
tenant 1 pour  joindre  aux  centaines  soustractives,  etc. 


32 

>3i 

32 

:3i 

5 

729 

5 

729 

i 

629 

— 

37i 

i5 

1 66 

-4 

834 

33 

235 

Reste  33 

1 

c\ 

De  la  Multiplication . 

ti.  Nous  écrirons  le  multiplicande  le  premier;  ainsi  4x5  X 2 
signifie  qu’on  répétera  4 cinq  fois,  et  que  le  produit  20  devra  être 
pris  2 fois. 

Puisque  4X5  n’est  autre  que  î + i + i + ià  répéter  5 fois, 

il  suffit  de  prendre  chaque  unité  5 fois,  ou  5 + 5 + 5+  5;  ex-» 

pression  qui  revient  à 0 répété  4 fois  : ainsi, 

4 fois  5 est  égal  à 5 fois  4>  ou  4 X 5 = 5 X 4* 

Ce  raisonnement  peut  être  présenté  sous  la  A 

forme  d’un  tableau  A , composé  de  5 lignes, 

r/  • « • • 

dont  chacune  contient  4 unités.  J1  est  clair  que 

le  nombre  des  unités,  est  4 répété  5 fois.  Mais,  * — 

en  renversant  le  tableau  , comme  on  le  voit  en  

j B,  le  nombre  des  unités  est  5 répété  4 fois  ; le  j 5 • • • • - 

nombre  des  unités  étant  nécessairement  le  ..... 
même  dans  les  deux  cas,  le  produit  de  4x5 
£st  le  même  que  celui  de  5 X 4* 


MU  IMPLICATION . 


Soit  aus$i  5 X 4 X 2 i comme  5 répété 


4 fois  est 5 4-5+5  + 5, 

il  reste  à prendre  2 fois  ce  résultat  : on 

a donc * 10+10  + 10  + 10, 


ou  10  répété  4 fois*  Donc  5 X 4 X 2 

= 5X2X4*  Dra  peut  donc  changer  de  place  les  deux  der- 
niers facteurs  3 comme  on  a vu  qu’on  pouvait  échanger  les  deux 
premiers  entre  eux.  Ainsi , 

5 x|x2=4x5x  2 = 5 x 2 x 4 ~ 2 x 5 x+îx  4 x5=4xax5 

On  voit  donc  quon  peut  intervertir  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles T ordre  des  facteurs  sans  altérer  le  produit.  Mais  il  faut 
démontrer  ce  théorème  pour  plus  de  trois  facteurs.  Faisons  voir, 
par  ex.,  que  4x5x5X2X9~2X9X5x5x4*  f-1® 
facteur  9 ayant  la  dernière  place  dans  le  premier  produit,  prou- 
vons d’abord  qu’on  peut  l'amener  à être  aussi  au  dernier  rang 
dans  le  second  produit.  A ne  considérer  que  les  trois  facteurs 
£ X 9 X 5 , nous  savons  qu’on  peut  écrire  2X5X9*  Ainsi  le 
deuxième  ptoduit  équivaut  à 2 X 5 X 9 X 5 X 4 1 comme 
û X 5 peut  être  remplacé  par  le  produit  10  , on  a.  . . . . 
10X9X3X4-  En  ne  considérant  de  même  que  les  trois  pre- 
miers facteurs,  on  peut  encore  écrire  le  9 après  le  3 , ce  qui 
donne  10  X 3 X 9 X 4 *>  m^3  cette  expression  revient  à 
3o  X 9 X 4 , ou  3o  X 4 X 9 , ou  enfin  2X5x3x4X9> 
en  remplaçant  3o  par  2 X 5 X 3.  Donc  ; le  deuxième  membre 
de  l’égalité  qu’il  faut  démontrer  , peut  recevoir  le  facteur  9 au 
dernier  rang  5 et  si  l’on  peut  prouver  que  2X5  X 3 X 4 
= 4x  5 X 3 X2,le  théorème  sera  mis  hors  de  doute,  en 
multipliant  par  9 ces  deux  produits  égaux. 

On  voit  donc  que  la  proposition  qu’on  veut  établir  dépend  de 
la  même  proposition  pour  le  cas  ou  1 on  a un  facteur  de  moins  \ 
mais  on  peut  de  nouveau  rendre  le  dernier  facteur  le  meme  dans 
les  deux  membres,  et  le  supprimer , etc.,  de  sorte  qu  en  der- 
nière analyse  , on  retombe  sur  le  cas  de  trois  facteurs. 

12.  Lorsqu’il  arrive  qu’un  nombre  se  multiplie  lui  meme  plu- 
sieurs fois  consécutives^  comme  3 X 3 X 3 X 011  qu  il  est 
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élevé  à une  Puissance } dont  le  degré  est  marqué  par  le  nombre 
de  facteurs,  qu’on  appelle  Exposant . Ici,  5 est  élevé  à la  4e  puis- 
sance , ce  qu’on  indique  par  3*;  ^ est  l’exposant  ou  le  degré. 
De  même,  23—  2 X 2 X 2 = 8.  On  donne  aussi  à la  2e  puissance  - 
le  nom  de  Carré,  et  à la  3e  le  nom  de  Cube.  72  ou  7 X 7 — 49  e5* 
le  carré  de  7 ; f = 7 X 7 X 7 = 343  est  le  cube  de  7. 

Le  nombre  qui  se  multiplie  ainsi  lui-même  , ou  qui  est  affecté 
d’un  exposant,  se  nomme  Racine  : ainsi  7 est  la  racine  carrée , ou 
2e  de  49 , la  racine  cubique  ou  3e  de  343  , la  4e  de  2401  , etc. 
Ces  racines  s’indiquent  par  le  signe  radical  [/,  et  on  place,  dans 
les  branches,  le  nombre  qui  en  marque  le  degré. 

73  .-=243,  d’où  7 = î/243  ; 5^  — 025 , d’où  5 = y 625. 

Lorsqu’il  s’agit  de  la  racine  2e,  on  se  dispense  ordinairement 
d’en  indiquer  le  degré  , et  de  mettre  le  chiffre  2 sur  1 e radical,  en 

2 

sorte  que  [/  et  [/ sont  la  même  chose  : 82  = 64>  donc  8 = V/  64  ; 

8 est  dit  la  racine  ou  la  racine  carrée  de  64* 

i3.  Puisque  pour  multiplier  un  nombre  (110  3),  il  suffit  de 
l’ajouter  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur, 
on  voit  que,  si  on  augmente  l’un  des  facteurs,  il  faudra  faire 
décroître  l’autre  convenablement , pour  que  le  produit  demeure 
le  même.  i°.  Si  l’on  multiplie  l’un  des  facteurs,  par  2,3,  4---, 
le  produit  est  lui-même  multiplié  par  2 , 3 , 4---  En  effet,  si,  au 
Üeu  de  2 X5 , je  prends  6X5,  chaque  fois  que  j’ajouterai  6 , 
je  prendrai,  au  lieu  de  2,  le  triple  de  2,  c-à-d.,  que  j’aurai 
pris  de  trop  le  double  de  2 ; le  résultat  sera  donc  composé  du 
produit  2X5  augmenté  de  son  double  , c.-à-d.,  triplé  : ainsi , 

6 X 5 est  triple  de  2 X 5 , parce  que  6 est  triple  de  2.  Donc, 
si  on  divise  l’un  des  facteurs  par  2,  3,4*  . - , le  produit  sera 
divisé  aussi  par  2 , 3,  4-  • • j car  6x5  est  triple  de  2 X 5 ; donc 
le  produit  de  2 X 5 doit  être  triplé  pour  donner  6 X 5 : de 
même  24  X 6 est  double  de  12X6,  triple  de  8 X 6 , ou  de 
24  X 2 , etc. 

20  Si  l'on  multiplie  l'un  des  facteurs,  et  quon  divise  l'autre 
par  un  même  nombre,  le  produit  n'est  pas  changé  ; 24  X 8 
= 12X  l6,  24  est  double  de  12,  et  16  l’est  de  8. 


) 
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3°.  Lorsque  les  facteurs  sont  terminés  à droite  par  des  zéros, 
on  peut  les  supprimer,  pourvu  quà  la  suite  du  produit  on  en 
mette  un  pareil  nombre.  Ainsi  3oo  X 20  devient  3X2,  en  ôtant 
les  trois  zéros,  quon  restituera  à la  suite  du  produit  G ; on  aura 
3oo  X 20  = 6000.  En  effet,  2 et  3oo,  comparés  à 20  et  3oco 
sont  répétés  10  fois  ( n°  6 ) ; on  sait  donc  que  3oo  X 20 
=3oooX  2.  Or,  dans  l’addition  de  3ooo  à lui-même,  on  voit 
que  les  trois  zéros  demeurent  dans  la  somme,  comme  prove- 
nant des  trois  premières  colonnes  \ la  suivante  donne  3 X 2 \ 
donc  6000  est  le  produit  demandé, 

1 4»  Il  s’agit  maintenant  de  pratiquer  la  multiplication  de 
deux  nombres  donnés  ; il  se  présente  trois  cas. 

Ier  CAS.  Les  deux  facteurs  n'ayant  qu'un  seul  chiffre  chacun. 
La  table  suivante,  qui  est  due  à Pythagore,  se  forme  en  écrivant 
sur  une  ligne  horizontale  les  g premiers  nombres,  puis  ajoutant 
chacun  d’eux  g fois  successives  , on  écrit  ces  produits  dans  une 
même  colonne  verticale  : 


Table  de  Pythagore. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

i4 

16 

18 

3 

6 

9 

12 

i5 

18 

21 

24 

27 

4 

8 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

5 

10 

i5 

20 

25 

3o 

35 

4° 

45 

6 

12 

18 

24 

3o 

36 

42 

00 

54 

7 

*4 

21 

28 

35 

42 

49 

56 

63 

8 

16 

24 

32 

4° 

00 

Vf 

56 

64 

72 

! 9 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72  1 

81  1 

Yeut-on  trouver  le  produit  7 X 5 ? il  suit  de  la  génération  des, 
divers  nombres  de  ce  tableau  , qu’on  cherchera  7 dans  la  pre- 
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Riière  ligne  , et  qu’on  descendra,  dans  la  colonne  verticale  cor- 
respondante, jusqu’à  la  case  qui  est  dans  la  ligne  horizontale 
dont  5 est  le  chiffre  initial;  cette  case  porte  35,  et  on  a 
7X5  = 35.  Il  importe  de  se  rendre  familiers  les  produits  des 
nombres  simples  , afin  de  ne  pas  être  forcé  , chaque  fois  qu’on 
veut  les  obtenir , de  recourir  à cette  table , qui  n’est  elle-même 
formée  que  par  des  additions  successives. 

S’il  fallait,  ainsi  que  l’exige  la  définition  (3),  ajouter  le  muL 
îiplicande  autant  de  fois  quil  y a d'unités  dans  le  multiplica- 
teur , l’opération  deviendrait  presque  impraticable  pour  les 
grands  nombres.  Voyons  comment  on  peut  la  réduire  à la  mul- 
tiplication des  nombres  simples. 

2e.  CâSj  Le  multiplicateur  n'ayant  qu’un  seul  chiffre.  Pour 
multiplier  2967  par  4,  j’imagine,  pour  un  moment,  qu’on  veuille 
en  effet  exécuter  l’addition  de  2967  pris  4 fois  , ainsi 
qu’elle  est  faite  ci-contre.  La  colonne  des  unités  ne 
contiendra  que  le  chiffre  7 écrit  verticalement  4 fois'; 
ainsi  cette  somme  sera  7 X 4 ou  on  posera  8 , et 
on  retiendra  2 pour  joindre  à la  colonne  des  dizaines  , 
formée  du  chiffre  6 écrit  4 fois.  Il  faudra  donc  dire  G X 4—  24> 
et  ajoutant  la  retenue  2 , on  a 2S  : ainsi  on  posera  6 et  on  re- 
tiendra 2,  etc.  Cette  opération  revient  donc  à mutiplier  chacun 
des  chiffres  du  multiplicande  par  le  multiplicateur , en 
commençant  par  la  droite  ; on  écrit  les  unités  de  cha-  2 ^ \ 
que  produit  au-dessous  du  chiffre  qui  l’a  donné , et  on  "JVgJSs 
retient  les  dizaines  pour  les  joindre  au  produit  suivant. 

Ce  procédé  n’est,  à propremement  parler,  que  l’addition  même; 
excepté  qu’on  se  dispense  d’écrire  plusieurs  fois  le  nombre  à 
ajouter. 

3e  CAS.  Les  deux  facteurs  étant  composés  de  plusieurs  chif- 
fres. Multiplier  232 7 par  532  , c’est  répéter  2 3 
2327,  2 fois,  3o  fois,  5oo  fois,  et  ajouter  le 
tout  : i°.  On  multipliera  d’abord  232 7 par  2, 
comme  on  vient  de  le  dire  ; 20.  pour  former  le 
produit  par  3o , on  multipliera  2327  par  3,  et  * 
on  ajoutera  un  zéro  à droite  du  produit,  d’après  ce  qu’on  a và 


2 967 
2 967 
2 ÿ>7 
2 967 

ii  868 


53 
4 65 

69  81 
1 i03  5.. 


par  2 
par  3. 
par  5 
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. *7 

(i3,  3°.)  ; 3°.  enfin,  pour  répéter  5oo  fois  2327,  on  multipliera 
par  5,  et  on  ajoutera  deux  zéros.  L’opération  prend  donc  la 
disposition  ci-dessus,  dans  laquelle  on  a observé  que,  comme 
les  zéros  n’influent  en  rien  sur  l’addition,  on  s’est  dispensé  de 
les  écrire  : alors  le  produit  par  3 a été  simplement  reculé  d’un 
rang  sur  la  gauche  , et  le  produit  par  5 de  deux  rangs.  On  voit 
donc  qu  il  faut  multiplier  l’un  des  facteurs  tour  à tour  par  cha- 
cun des  chiffres  de  l'autre . Chaque  produit  partiel  doit  être 
écrit  de  manière  que  ses  unités  soient  placées  au-dessous  du 
chiffre  du  multiplicateur  qui  les  a données  : on  ajoute  ensuite 
le  tout. 

La  multiplication  des  nombres  composés  dépend  ainsi  du 
cas  où  le. multiplicateur  n’a  qu’un  chiffre;  et  celle-ci  dépend  à 
son  tour  du  cas  où  chaque  facteur  n’a  qu’un  seul  chiffre,  c.-à-d. 
de  la  table  de  Pythâgore.  Comme  il  convient  d’être  très  exercé 
à la  pratique  de  cette  opération,  nous  en  mettrons  ici  quelques 
exemples. 


886  633 
777 

6 206  43 r 

62  064  3i 

620  643  1 
688  91 3 84 1 


53  687 
908 


429  496 
48  3i8  3 
48  747  796 


5 554  444 
79  765 


27  772  220 
333  266  63 
3 888  1108 


49  989  996 
388  81 1 08 


443  o5o  225  660 


Lorsque  le  multiplicateur  n’a  qu’un  chiffre , on  forme  chaque 
produit  partiel,  et  l’on  n’en  pose  que  les  unités,  retenant  les 
dizaines  pour  les  joindre  au  produit  suivant.  Quand  enfin  on  ar- 
rive au  chiffre  de  l’ordre  le  plus  élevé  du  multiplicande , on 
doit  poser  le  produit,  qui  a un  ou  2 chiffres  , selon  qu’il  est 
<ou  > 9.  Le  produit  total  a donc  autant  de  figures  que  le 
multiplicande , ou  seulement  une  de  plus  ; la  seule  inspection 
du  chiffre  de  l’ordre  le  plus  élevé  sert  à juger  de  suite  lequel 
de  ces  cas  a lieu. 

Si  le  multiplicateur  a plusieurs  figures , on  multiplie  par  cha- 
cune séparément,  en  reculant  le  produit  d’un  rang  à gauche. 
A ne  considérer  que  le  dernier  produit,  celui  de  l’ordre  le  plus 
1.  4 
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élevé  du  multiplicateur , il  doit  recevoir  à sa  droite  autant  de 
chifFres  que  cet  ordre  l’indique  ; et  l’addition  des  divers  produit* 
partiels  est  établie  sur  cette  disposition.  Après  avoir  reconnu 
la  quotité  des  chiffres  du  dernier  produit , il  suffira  d’ajouter  à 
cette  quotité  autant  d’unités,  moins  une,  que  le  multiplicateur 
a de  chiffres , et  on  aura  le  nombre  des  ligures  du  produit  total. 
Ainsi,  le  produit  de  deux:  quantités  a autant  de  figures  quil  y 
en  a dans  les  deux  facteurs  réunis  , ou  une  de  moins.  La  seule 
inspection  des  nombres  décidera  bientôt  lequel  de  ces  cas  a lieu  ; 
par  ex.,  pour  53  687  X 908 , comme 5 X 9 = 45  a deux  chiffres, 
le  produit  53  687  X 9 en  a 6 ; donc  le  produit  demandé  a huit 
figures. 

Quand  on  a 3 } 4>  5*  * * * . facteurs,  il  faut  raisonner  de 
même  (*)« 

De  la  Division * 

i5.  De  même  que  la  multiplication  n’est  que  l’addition  réi- 
térée du  même  nombre,  on  peut  considérer  la  division  comme 
une  soustraction  répétée  , le  quotient  marquant  combien  de  fois 
on  peut  ôter  le  diviseur  du  dividende.  Si  on  veut  diviser  8 pars, 
et  qu’on  retranche  d’abord  2 de  8 , puis  2 du  reste  6 , 2 du 
reste  4 > et  enfin  2 de  2 , on  arrive  au  reste  zéro  ; 2 ayant  pu 
être  soustrait  4 fois  de  8,  on  peut  regarder  8 comme  composé 
de  4 fois  2;  et  par  conséquent  4 est  le  quotient  (5).  Il  suit  de 
là  que  le  quotient  indique  le  nombre  de  fois  que  le  diviseur  est 
contenu  dans  le  dividende. 


(*)  Soient  cl,  fi,  y.....  la  quotité  des  chifFres  de  divers  facteurs,  a , b ,,  c....  , 

et  Q> 

dont  le  nombre  est  n\  il  est  clair  que  a io  , b < io'  , c < ioXqleproduit 

a g _i»  y 

vest<  10  ‘'“‘g  ou  < ioTO,  enposant D’ail- 

Jeurs,  io^"*1  , bff>  10^  1 , c > io^~r  d’oii  abc fl 
ou  abc....  : donc  le  produit  abc...  est  compris  entre  iom-'*  et  iom  , 

il  ne  peut  avoir  au-delà  de  m chiffres  ; mais  il  en  a plus  de  m — n.  Ainsi,  le  pro- 
duit, ne  peut  avoir  plus  de  chiffres  que  les  facteurs  proposés , considérés 
•comme  ne  formant  qu'un  seul  nombre ; mais  il  en  a plus  que  cette'  quo- 
tité moins  U aom.ùre  <Jes  facteurs. 
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Puisque  le  quotient  est  une  partie  du  dividende  marquée  par 
le  diviseur , c.-à-d. , puisque  le  dividende  contient  le  diviseur 
autant  de  fois  que  le  quotient  renferme  d’unités  , si  l’on  veut 
former  2 parts  égales  dans  8 unités , il  est  clair  qu’il  faut  diviser 
8 par  2 ; le  quotient  4 exprime  la  grandeur  de  chaque  part. 

Le  dividende  n’étant  autre  chose  que  le  produit  d’une  mul- 
tiplication dont  le  diviseur  et  le  quotient  sont  les  deux  fac- 
teurs, il  suit  de  la  définition  et  des  propriétés  connues  (n°  i3) 
que  i°.  on  ne  change  pas  le  quotient  lorsqu’on  multiplie  ou 
qu  on  divise  par  un  même  nombre  le  dividende  et  le  diviseur  : 
36  * q donne  le  même  quotient  que  72  * 18  et  que  12  \ 3. 

2°.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés  à droite  par 
des  zéros,  on  peut  en  supprimer  à chacun  un  égal  nombre  sans 
altérer  le  quotient  ; 6000  I 200  et  60  ; 2 donnent  le  même  quo- 
tient 3o.  Voy.  p.  i5. 

3°.  Si  l’on  multiplie  seulement  le  dividende  , le  quotient  sera 
multiplié  par  le  même  nombre  ; si  l’on  multiplié  le  diviseur, 
le  quotient  sera  divisé.  Qu’il  s’agisse,  par  ex.,  de  diviser  24 
par  3,  le  quotient  sera  8,  24  I 3 — 8 ; mais  si  l’on  double  24,  ce 
quotient  sera  doublé,  48  \ 3=  16;  et  si  l’on  double  3,  le 
quotient  sera  réduit  à moitié,  24  l 6 = 4»  Enfin  48  6 — 8 , 

c.-à-d.  que  le  quotient  reste  le  même  quand  on  double  le  divi- 
dende et  le  diviseur. 

4°.  Lorsqu'on  veut  exécuter  plusieurs  divisions  successives , 
l'ordre  dans  lequel  on  les  doit  effectuer  est  arbitiaire  ■;  on  peut 
même  n en  faire  qu'une  seule , en  prenant  pour  diviseur  le  pro- 
duit de  tous  les  diviseurs.  Si  l’on  veut,  par  ex.,  diviser  24  par  2, 
et  ensuite  le  quotient  12  par  3,  on  obtient  4 pour  résultat;  mais 
si  l’on  eût  divisé  par  3 d abord , et  ensuite  par  2 , oü  bien  si  l’on 
eût  divisé  24  par  2 X 3 ou  6 , on  aurait  obtenu  de  même  4« 
‘Cela  résulte  de  ce  que  la  division  par  2 et  par  3,  revient  à sup- 
primer tour  à tour  les  facteurs  2 et  3 dans  24 , qui  est  le  pro- 
duit de  2 X 3 X 4 > ou  de  3 X 2 X 4*  Ear  même  raison, 
(6x4)  * (3  x 2)  = (6  : 3)  x (4 : 2)  = (6  ! 2 x 3)  x4- 

35 

1 6c  Le  quotient  de  — est  5 , puisque  35  ==  7 X 5 ; mais  si  l’on 

h *» 
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veut  diviser  38  par  7,  on  décomposera  38  en  35  +-  3 , ou  38 
— 7X5  -+  3 ; la  division  ne  se  fait  plus  exactement  : 35  est 
seulement  le  plus  grand  nombre  de  fois  que  38  contient  7,  et  3 
est  le  reste  de  cette  division.  Si  on  forme  tous  les  produits  con- 
sécutifs d’un  nombre  par  1 , 2 } 3...,  les  résultats  sont  tous  divi- 
sibles par  ce  nombre,  ou  en  sont  des  multiples.  C’est  ainsi  que 
35  est  multiple  de  7,  ou  divisible  par  7,  tandis  que  38  ne  l’est 
point. 

En  prenant  pour  dividende  et  diviseur  deux  nombres  quel- 
conques , on  doit  donc  dire  que  le  quotient } multiplié  par  le  di- 
viseur} donne  un  produit  qui , ajouté  au  reste , forme  le  divi- 
dende. Le  reste  est  d’ailleurs  moindre  que  le  diviseur,  puisque, 
si  celui-ci  y était  encore  contenu  , le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient  ne  produirait  pas  le  plus  grand  Uiultiple  du  diviseur 
contenu  dans  le  dividende. 

Soient  24  et  34,  deux  nombres  qui  , divisés  par  5,  donnent 
le  même  reste  4>  leur  différence  10  doit  être  multiple  de  5 5 
car  24  = 4x5  + 4,  34  =6x5+4,  et  retranchant  ces 
deux  équations,  on  a 10  = 2 X 5. 

17.  La  table  de  Pythagore  sert  à trouver  le  quotient,  lors-* 
qu’il  n’est  exprimé  que  par  un  seul  chiffre,  aussi  bien  que  le 
diviseur.  Yeut-on  diviser  35  par  7,  par  ex.?  on  descendra,  dans 
la  colonne  verticale  du  nombre  7,  jùsqu’àla  case  qui  contient  35; 
elle  répond  à la  ligne  horizontale  qui  commence  par  5,  en  sorte 
que  35  = 7 X 5 *,  donc  5 est  le  facteur  ou  le  quotient  cherché. 
Pour  diviser  65  par  9 , comme  on  ne  trouve  pas  65  dans  la  9e 
colonne,  mais  63  et  72,  on  a 65  = 7 X 9 +2  : on  voit  que  7 est 
le  quotient,  et  2 le  reste.  Il  faut  se  rendre  ces  divisions  simples 
très  familières , afin  de  ne  pas  être  obligé  de  consulter  la  table 
de  Pythagore  pour  les  exécuter. 

18.  Venons-en  aux  divisions  composées. 

i€r  Cas.  Le  diviseur  ri  ayant  qu’un  seul  chiffre.  Soit  proposé 
de  diviser  4°  761  par  7,  c.-à-d. , de  trouver  un  nombre  qui, 
multiplié  par  7,  reproduise  4 o 761.  Si  ce  nombre  était  connu, 
on  le  vérifierait  en  le  multipliant  par  7 ; les  unités  devraient 
donner  le  produit  1 , en  retenant  les  dizaines  pour  les  joindre 
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au  produit  suivant  ; on  trouverait  de  même  G aux  dizaines  ; le 
produit  des  centainesdonnerait  7;  enfin  celui  des  mille  , 4°>  Le 
quotient  n’a  point  de  dizaines  de  mille  , puisque  10  000  X 7 
donne  70000,  qui  surpasse  40761*  Concluons 
de  là  que  40  contient  le  produit  de  7 par  le  chif- 
fre  des  mille  du  quotient,  et  en  outre  la  retenue 
faite  par  les  centaines.  Le  plus  grand  multiple 
de  7 contenu  dans  4°  est  35  ou  7 fois  5 et  puis- 
que 40  est  compris  entre  les  produits  de  7 par  5 et 
par  G,  si  l’on  multiplie  7 par  5ooo  et  par  6000, 
l’un  des  produits  sera  moindre,  et  l’autre  plus 
grand  que  4°  761  : le  quotient  est  donc  entre  5ooo  et  Gooo, 
c.-à-d.  que  le  chiffre  des  mille  est  5 , donné  par  le  plus  grand 
multiple  de  7 contenu  dans  4°-  En  retranchant  de  4°  ce  mul- 
tiple 35,  le  reste  5 est  la  retenue  faite,  dans  la  multiplication 
par  7,  des  centaines  du  quotient.  Si  donc  on  joint , à ce  reste  5 , 
les  autres  chiffres  76 1 du  dividende , 5761  sera  le  produit  par  7 
des  parties  inconnues  du  quotient \ et,  pour  trouver  celles-ci , 
il  ne  sagira  que  de  diviser  5761  par  7,  question  semblable  à la 
proposée , et  qui  permet  le  même  raisonnement. 

On  divisera  donc  par  7 les  centaines  §7,  ou  plutôt  le  plus 
grand  multiple  de  7 renfermé  dans  : le  quotient  8 sera  le 
chiffre  des  centaines  du  quotient,  qu’on  posera  à droite  du  5 qui 
en  est  les  mille.  Observez  qu’il  était  inutile  de  descendre,  près 
du  reste  5,  toute  la  partie  761  du  dividende,  et  que,  pour  for- 
mer le  dividende  partiel  67,  il  suffisait  de  descendre  près  du  5i 
le  chiffre  7 des  centaines.  En  multipliant  8 par  7,  et  ôtant  le 
produit  5G  de  67,  le  reste  1 est  la  retenue  qui  provient  des 
dizaines,  en  sorte  que,  si  l’on  joint  Gi  à ce  reste,  iGi  est  le  pro- 
duit par  7 des  dizaines  et  des  unités  du  quotient  : pour  les  ob- 
tenir, il  faut  donc  diviser  iGi  par  7,  et  ainsi  de  suite.  On  voit 
qu’on  trouve  tour  à tour  chaque  chiffre  du  quotient , en  com- 
mengant  par  ï ordre  le  plus  élevé  ; et  qu’il  faut  sans  cesse  des - 
cendre , près  du  reste,  le  chiffre  qui  suit  dans  le  dividende  , puis 
prendre  le  plus  grand  multiple  du  diviseur  qui  y est  contenu , 
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Près  de  i,  on  descendra  donc  6 , on  divisera  16  par  7 ; et  le  quo- 
tient partiel  2 sera  le  chiffre  des  dizaines  : 2X7=  i4>  qui> 
ôté  de  1G,  donne  le  reste  2 ; y joignant  les  unités  1 du  dividende, 
on  a 21  : 7 = 3,  pour  celles  du  quotient,  qui  est  5823. 

Lorsqu’on  s’est  exercé  à ce  calcul , on  ne  tarde  pas  à recon- 
naître que,  dans  une  opération  aussi  simple,  il  est  inutile  d’é- 
crire chaque  produit  à soustraire,  parce  que  la  soustraction  se 
fait  de  suite.  Ainsi,  après  avoir  trouvé  que  40  ! 7 donne  le  chif- 
fre 5 des  mille  du  quotient,  on  prend  5 fois  7,  et  on  retranche 
le  produit  35  de  40  ; le  reste  5 s’écrit  sous  le  o du  dividende  ; on 
y joint  le  7 des  centaines,  et  on  divise  5y  par  . 

7,  etc.  L’opérationse  réduit  alors  à la  forme  que 

1 • j r ti  + A ^ - I 

nous  lui  avons  donnée  ci-contre.  11  est  meme  re-  jg  j 

marquable  qu’on  peut  encore  l’abréger,  en 
n’écrivant  pas  chaque  reste  pour  le  joindre  au 
chiffre  qui  suit  dans  le  dividende  : par  ex. , 4°  • 7 donne  5 5 
qu’on  écrit  sous  4°  ; le  produit  7 fois  5 , ou  35,  se  retranche 
de  4°j  et  l’on  conserve  dans  la  mémoire  le  reste  5,  pour  le  join- 
dre au  7 des  centaines  ; 57  ! 7 donne  8,  qu’on  écrit  sous  les  7 
centaines  : 7 X 8 = 56,  qui,  ôté  de  67,  donne  1 7 

le  reste  1 ; ce  1 , joint  au  6 des  dizaines,  donne  16  ; 5 82.3  j 

16  l 7 ~2,  etc.  Ce  calcul  a la  forme  très  simple  que  nous 
avons  indiquée  ici. 

Voici  d’autres  exemples  de  ces  divisions. 
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6 269 


8 76a 
1 753 
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2e  CAS.  Le  diviseur  ayant  plusieurs  chiffres.  Proposons-nous, 
de  diviser  1 916  par  32p.  Puisque  32pX  10  = 3290,  qui  surpasse 
le  dividende  1916,  le  quotient  est  moindre  que  10  : ainsi  le  quo- 
tient n'a  qu'un  seul  chiffre  ; supposons-le  connu  , et  on  le  trou- 
verait facilement  en  faisant  les  produits  successifs  de  329  par 
1 , 2 , 3.... , jusqu’à  ce  que  ce  produit  soit  1 9 1 G,  ou  que  la  diffé- 
rence avec  1916  soit  moindre  que  32p.  Soit  5 ce  quotient. 

Il  est  visible  que  1916  étant  = 329  X 5 -j-  le  reste,  si  l’on 
multiplie  par  5 les  unités  9,  les  dixaines  2 et  les  centaines  3a 


DIVISION» 


Produit 

Reste 


32g 

3 

Ï145 

‘3'yf 


et  qu’on  ajoute  le  reste,  on  devra  reproduire  191S.  Le  calcul 
indiqué  ci-contre  prouve  que  les  centaines  19  du 
dividende  sont  formées,  i°.  du  produit  i5  des  cen- 
taines 3 du  diviseur  par  le  quotient  supposé  5 ; 

‘2°.  de  la  retenue  1 faite  sur  les  dizaines  ; 3°.  de  la 
partie  3 qui  provient  de  l’addition  du  reste  271. 

Il  suit  de  là,  que  si  l’on  pouvait  ôter  de  19  ces  deux  retenues  , 
le  reste  i5  serait  le  produit  exact  des  centaines  3 du  diviseur 
par  le  chiffre  du  quotient;  et  la  division  de  i5  par  3 ferait 
connaître  ce  chiffre.  Mais,  comme  on  ne  peut  ôter  de  19  la 
double  retenue,  qu’on  ne  connaît  pas  d’abord,  on  divise  19  par 
3 , prenant  ainsi  pour  dividende  un  nombre  trop  grand  : le  quo** 
tient  qu’on  trouve  peut  être  fautif  ; mais  il  ne  peut  pêcher  que 
par  excès.  Dans  notre  exemple  , 19  l 3 donne  6;  mais  comme 
on  trouve  que  6 X ^29  = 1 974  ^>1916,  on  reconnaît  que  le 
quotient  supposé  est  trop  fort  : on  essaie  5 ; et  le  produit  5x  32q 
est  1645  < 1916  ; ce  qui  prouve  que  5 n’est  pas  trop  fort,  et 
que  par  conséquent  5 est  le  quotient  cherché.  Otant  1646  dé 
1916,  on  trouve  le  reste  271» 

Concluons  de  là  que  si  le  quotient  fest  10  , C.-â-tL,  n’a, 
qu’un  seul  chiffre  , il  faut  supprimer,  à droite  du  dividende  et 
du  diviseur,  un  égal  nombre  de  chiffres  , et  diviser  les  parties ^ 
qui  restent  ; le  quotient  sera  celui  quon  cherche , ou  le  surpas- 
sera ; la  multiplication  servira  ensuite  à lé  vérifier  (*), 
quelques  exemples  de  ce  calcuL 


72  820  f 8 36g  386  782  f 99  887  823  946  Ç 82  476 

Produit  66  952  J S~quot. *  299  661  \ ^3  l 

Reste  5 368  87  121  f 81  661  ( 


(*)  C’est  sur-tout  lorsque  le  2e  chiffre,  vers  la  gauche  du  dividende,  surpasse  5, 
que  la  tentative  conduit  à supposer  un  quotient  trop  fortj  car,  dans  la  mul- 
tiplication du  diviseur  par  le  quotient  pour  l'eproduire  le  dividende,  le  pro- 
duit du  1er  chiffre  du  diviseur  doit  être  ajouté  aux  dizaines  du  produit  du 

2e  chiffre,  qui  ont  été  retenues.  Pour  1 435  * 287,  par  ex.,  si  ou  dit  14  l 3 
donne  7 ; ce  7 sera  trop  grand,  attendu  qu’en  multipliant  287  par  7,  le  p ro- 
dait 2x7  des  centaines  devrait  être  accru  delà  retenue  6,  provenant  de  87  x 7, 
Mais  si  fon  suppose  5 pour  quotient,  comme  87  x 5 donne  4 à retenir. 


A. 


329 

582 


658 
26  3a 

164  5 

210  Reste, 

191  688 
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Proposons-noQs  maintenant  de  diviser  191  688  par  329.  Puis- 
que le  dividende  est  compris  entre  100  et  1000  fois  le  diviseur, 
c.-à-d.,  entre 52  900  et  3o,q 000,  le  quotient  est  entre  100  et  1000; 
le  quotient  a donc  trois  chiffres  : supposons-le  connu  , 582,  ainsi 
que  le  reste  210. 

La  multiplication  de  329  par  582  montre  que 
le  produit  de  329  par  5 devant  être  reculé  de 
deux  rangs  : si  l’on  supprime  les  deux  chiffres  88 
à droite  du  dividende,  la  partie  restante,  1916, 
sera  composée  du  produit  i645  de  529  par  5, 
plus  , des  centaines  qui  proviennent  de  l’addition  des  autres  par- 
ties. Cherchons  le  plus  grand  multiple  de  029  contenu  dans 
1916  , en  divisant  1918  par  £29,  d’après  le  procédé  ci-dessus  ; 
029  X 5 1S45  '•  il  s’ensuit  que  5 est  le  chiffre  des  centaines 

du  quotient  demandé;  car  1916  étant  compris  entre  5 et  6 fois 
329,  le  dividende  total  l’est  entre  5oo  et  600  fois  329  ; ainsi  ce 
quotient  est  entre  5co  et  600. 

Une  fois  connu  le  ier  chiffre  5 du  quotient,  si  l’on  multiplie 
le  diviseur  52Q  par  5,  et  qu’on  ôte  le  pro- 

, . - K 1 . I916.88I  320 

duit  1640  de  1910,  le  reste  271  provient  1845 

des  autres  parties  du  calcul  supposé  A.  Si  ierReste..  2^18  . 

donc  on  joint  à 271  centaines  les  autres  2eRcstc  — ggy 

chiffres  88  du  dividende,  27188  sera  le  658 

produit  de  329  par  les  dizaines  et  les  unités  3eReste. . . 210 


et  que  14  — 4 divisé  par  2 donne  en  effet  5 , il  est  clair  que  5 est  le  quotient 
thercLé. 

I 435 

Observez  que  si  l’on  remplace  287  par  3oo,  le  quotient  ~ — sera  trop  faible, 

puisqu’ayant  augmenté  le  diviseur  , il  peut  être  contenu  moins  de  fois  dans  le 
dividende  1 435.  Si  l’on  veut  éviter  de  longues  tentatives,  quand  le  2e  chiffre  à 
la  gauche  du  diviseur  surpassera  5,  on  ajoutera  1 au  Ier  chiffre , pour 
obtenir  le  quotient  supposé ; mais  lorsqu’ensuite  on  voudra  vérifier  ce  quo- 
tient par  la  multiplication,  il  faudra  rétablir  le  diviseur  tel  qu’il  était.  L’er- 
reur, s’il  y en  a , consiste  alors  à donner  un  chiffre  trop  faible  pour  quotient  ; 
et  cette  erreur  est  manifestée  par  un  reste  qui  surpasse  le  diviseur.  Dans  le  cas 
que  nous  considérons  dans  cette  note,  il  y a quelquefois  de  l’avantage  à dou- 
bler, ou  tripler....  le  dividende  et  le  diviseur,  afin  d’amener  le  2e  chiffre  ds 
oelui-ci  h être  5.  Le  quotient  n’est  point  altéré  par  ce  calcul  ( i5,  10.  ), 
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du  quotient,  plus  le  reste  : d’où  il  suit  que  si  l’on  divise  27  188 
par  029,  on  devra  obtenir  au  quotient  les  dizaines  et  les  unités 
cherchées. 

A cette  question,  semblable  à la  proposée  , le  même  raison- 
nement s’applique , et  l’on  est  conduit  à la  même  conséquence. 
Séparons  donc  le  ier  chiffre  à droite  8;  le  plus  grand  multiple 
de  329  contenu  dans  2718  étant  8x  329  = 2632  , le  chiffre 
des  dizaines  est  8 ; ôtant  2032  du  dividende  partiel  2718,  le  reste 
86  provient  du  produit  de  329  par  les  unités,  plus  l’excès  du 
dividende  total  sur  un  multiple  exact.  Enfin,  si  l’on  divise  868 
par  329,  on  obtient  les  unités  2,  et  le  reste  210.  C’est  le  même 
calcul  qui  se  reproduit  sans  cesse,  et  qui  donne  tour  à tour  les 
divers  chiffres  du  quotient,  en  vertu  d’un  raisonnement  qui 
diffère  peu  de  celui  qu’on  a fait  dans  le  cas  où  le  quotient  n’a 
qu’un  seul  chiffre. 

Donc,  pour  faire  une  division , il  faut  séparer , vers  la  gau- 
che du  dividende,  les  chiffres  nécessaires  pour  contenir  le  divi- 
seur, diviser  cette  partie  par  le  diviseur  ; le  quotient  naura 
qu  'un  seul  chiffre,  qui  sera  le  ier  des  chiffres  à gauche  du  quo- 
tient cherché,  et  son  ordre  sera  le  même  que  celui  des  unités  du 
dividende  partiel.  On  multipliera  ce  quotient  par  le  diviseur  ; 
on  retranchera  le  produit  du  dividende  partiel  ; à la  droite  du 
reste , on  descendra  le  chiffre  suivant  dans  le  dividende  pro- 
posé, et  on  recommencera  la  même  opération , qui  donnera  le 
2e  chiffre  du  quotient , de  même  ordre  que  le  chiffre  descendu . 
On  continuera  ce  calcul  jusquà  ce  que  tous  les  chiffres  clu  di- 
vidende soient  épuisés . 

Si  l’un  des  dividendes  partiels  ne  contient  pas  le  diviseur,  il 
ne  faudra  pas  oublier  de  mettre  un  zéro  au  quotient , puis  on 
descendra  un  second  chiffre  du  dividende. 

Au  lieu  d’écrire  chaque  produit  et- de  soustraire,  il  est  plus 
court  d’effectuer  à la  fois  la  multiplication  et  la  soustraction.  Par 
ex.,  lorsqu’il  a fallu  multiplier  329  par  5 et  ôter  de  1916,  voici 
comment  on  a pu  opérer  : 5 X 9 = 45  unités,  qu’on  ne  peut  ôter 
des  6 unités  du  dividende  1916;  mais  ajoutez  4 dizaines  à ce  6 , 
et  dites  46  — 45  — 1 , que  vous  poserez  sous  6.  Comme  1916 
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aura  par  là  été  augmenté  de  4 o , pour  ne  pas  altérer  la  diffé- 
rence cherchée,  il  faudra  de  même  ajouter  4°  au  nombre  à 
soustraire,  c.-à-d.,  retenir  4 dizaines,  qu’on  joindra  au  pro- 
duit suivant  2 X 5 = 10  ; on  a donc  î.4  a ôter  de  1 dizaine  ; on 
dit  de  21  ôtez  14,  il  reste  7,  qu’on  écrit  sous  1,  et  on  retient 
les  2 dizaines  ajoutées  ; enfin  5 X 3 + 2 = 17,  19  — 17  = 2; 
et  on  a le  premier  reste  271. 

De  même,  pour  ôter  de  2718  le  produit  329  X 8 , on  dira 
8X9  =7=;  ajoutant  7o  aux  unités,  on  a 3 

78  — ■ 72  = 6,  qu’on  pose  aux  unîtes , et  on  re-  271  8 < "53^ 

tient  7.  Ensuite  2X8  + 7 =23,  ôtés  de  1 , ® ^ ^este 

ou  plutôt  de  3i,  il  reste  8,  qu’on  écrit  sous  1 , 
en  retenant  3 : enfin , 3x8+3=  £7,  ôtés  de  27,  il  reste  o , 
qu’il  est  inutile  d’écrire , etc.  L’opération  prend  .alors  la  forme 
abrégée  que  nous  lui  avons  donnée  ici  (*). 


(*)  Ce  genre  de  calcul  sert  aussi  dans  la  vérification  de  chaque  chiffre  du 
quotient  * on  fait  alors  l’opération  ci-dessus  , en  procédant  en  sens  contraire, 
c.-à-d.,  de  gauche  à droite  5 et  si  quelque  soustraction  est  impossible  , à plus 
forte  raison  le  serait-elle  en  commençant  parla  droite,  puisque  les  produits  h 

retrancher  sont  augmentés  des  retenues.  Ainsi,  pour  on  a 4—,  etils’a- 

git  d’éprouver  le  6 qu’on  obtient.  Multiplions  donc  328  par  6,  le  produit  sera 
1916,  si  le  chiffre  6 n’est  pas  trop  fort.  Commençant  la  multiplication  par 
les  centaines,  on  dira  3 x 6=î8,  de  19,  il  reste  1,  qui,  joint  au  chiffre  sui- 
vant t,  donne  11  dizaines  ; d’où  on  ne  peut  ôter  le  produit  des  dizainesô  x 2 
ou  12  ; ainsi  le  6 est  trop  fort,  et  on  doit  essayer  5. 

Observons  que,  dans  aucun  cas,  la  retenue  ne  peut  excéder  le  multiplica- 
teur qu’on  éprouve:  s’il  est  5,  il  faudrait  que  l’autre  facteur  fût  > que  10, 
pour  que  le  produit  surpassant  5o,  la  soustraction  de  ce  produit  >5o  exigeât  une 
addition  de  plus  de  5 dizaines.  Donc,  sien  faisant  l’épreuve,  comme  on  vient  de 
le  dire,  on  trouve  quelqu'un  des  restes  égal  au  quotient  éprouvé,  on  est  assuré 
que,  lorsqu’on  fera  l’opération  de  droite  à gauche,  et  qu’on  arrivera  à ce 
même  reste,  la  soustraction  sera  possible,  ainsi  que  toutes  les  suivantes.  Par 
25643  25 

exemple,  pour  — - ,on  dira  — donne  8,  qu’on  reconnaîtra  être  trop  fort  : il 

faudra  donc  éprouver  7 ; ce  qu’on  fera  ainsi  qu’il  suit  : 3 x 7 — 21  j de  25,  ij 
reste  j,  qu’on  joint  auGdes  centainesde  p5643;  on  a 46 ; pnis  7 x 5 = 35,46  — 35, 
llonuc  un  reste  > 7 ; ainsi  7 est  le  quotient  cherché.  En  général,  l’épreuve  doit 
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Yoiei  quelques  exemples  de  division. 
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25  677.875 
2 565  8 
254  67 
23  555 
Reste. . . 443 


f 2568 
1 9999 


19.  Nous  ferons  observer  que,  i°.  la  division  est  la  seule  des 
quatre  règles  qui  commence  par  la  gauche. 

20.  Chaque  reste  partiel  est  la  retenue  qui  provient  des  autres 
parties  de  la  multiplication  : or,  le  reste  est  toujours  moindre 
que  le  diviseur  ; d’où  il  suit  que,  ces  autres  parties  ne  pou- 
vant égaler  le  diviseur,  pour  tout  dividende  partiel , le  chiffre 
du  quotient  reste  le  même  , quelles  que  soient  ces  parties  rete- 
nues , et  ce  quotient  est  toujours  déterminé  par  le  plus  grand 
multiple  du  diviseur.  Il  est  vrai  que  la  tentative  propre  à faire 
connaître  ce  multiple , peut  conduire  à un  quotient  partiel  fautif; 
mais  l’erreur  n’est  due  qu’à  l’essai  que  nous  avons  prescrit(p.  23); 
et  une  fois  le  plus  grand  multiple  trouvé , on  est  sûr  de  l'exac- 
titude du  quotient. 

3°.  Chaque  chiffre  qu’on  descend  en  donne  un  au  quotient; 
çes  deux  chiffres  sont  de  meme  ordre  l’un  que  l’autre , en  sorte 
qu’on  peut  toujours  donner  à priori  la  quantité  de  chiffres  du 
quotient,  et  fixer  l’ordre  de  chacun. 


être  poussée  jusqu’à  une  soustraction  impossible,  ou  jusqu’à  un  reste  au  moins 
égal  au  chiffre  éprouvé.  Dans  le  ier  cas,  ce  chiffre  est  trop  fort  ] dans  le  2®,  au 
contraire  il  ne  l’est  pas.  Il  est  rare  qu’on  soit  forcé  , pour  vérifier  un  chiffre, 
de  pousser  le  calcul  jusqu’aux  unités,  et  le  plus  souvent  on  reconnaît  s’il  est 
bon  d^s  la  seconde  soustraction. 
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4°.  Tout  quotient  partiel  ne  peut  excéder  9 , qui  est  le  plus 
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grand  nombre  d’un  seul  chiffre.  Ainsi,  pour  - — , on  dira,  il  est 

9 

vrai , en  17  combien  de  fois  1 ? mais,  loin  de  mettre  17  au  pro- 
duit , il  ne  faut  éprouver  que  9,  encore  ce  chiffre  est-il  trop  fort 
ici;  le  quotient  n’est  que  8,  qu’on  aurait  obtenu  de  suite  en  di- 

sant— , au  lieu  de  — É , comme  le  prescrit  la  note , page  2 4. 

2 1 

5°.  Pour  éviter  les  erreurs , il  conviendra  de  marquer  d’un 
point  chaque  chiffre  du  dividende,  à mesure  qu’on  l’aura 
descendu. 

Décomposition  en  facteurs  premiers . Propriétés 
des  diviseurs  communs  à plusieurs  nombres . 

go.  On  dit  qu’un  nombre  est  premier , lorsqu’il  n’est  exacte- 
ment divisible  que  par  lui-même  et  l’unité,  tels  sont  7,  1 1 , 2,  1 . 
Deux  nombres  qui,  semblables  à 21  et  40,  n’ont  d’autre  divi- 
seur commun  que  l’unité,  sont  dits  premiers  entre  eux. 

21.  Lorsqu’un  nombre  est  divisible  par  un  autre , tous  les 
multiples  du  premier  sont  aussi  divisibles  par  le  second.  Si  18 
est  multiple  de  2,  3 X 18,  qui  revient  à 1 8 — |—  1 8 — f—  18,  est 
divisible  par  2 , puisque  chaque  partie  est  multiple  de  2. 

22.  Supposons  qu’ après  avoir  obtenu  le  produit  de  2q3  par 
1572,  on  divise  ces  trois  nombres  par  un  autre  quelconque,  tel 
que  9 , examinons  ce  qui  arrivera  (*)  : 293  étant  décomposé  en 
9 X ^2  -f-  5 , si  l’on  multiplie  par  1672,  la  première  partie  sera 
un  multiple  de  9 ; et  le  produit  proposé  étant  divisé  par  9 , doit 


(*)  Cette  démonstration  peut  s’ënoncer  algébriquement  ainsi  qu’il  suit-  Si 
l’on  divise  deux  facteurs  entiers  F et  F'  par  un  nombre  quelconque/?,  ils  re- 
cevront la  forme  ci-contre, q et  <7'e'tantles  quotiens  entiers, 
r et  r'ies  restes.  En  examinant  les  termes  duproduit  F=  qn  -f-r 

on  reconnaît  qu’ils  contiennent  tous  le  facteur  n , rr'  1' — q'n  r' 
excepte.  Donc,  en  divisant  le  produit  par  n , on  voit  FF'^qq  rp-bqnr 

FF'  rr'  +</??/  + rr' 

que  - — et  — doivent  donner  le  meme  reste, 


u 


n 
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donner  le  même  reste  que  5 X 1672.  Mais  de  même  1572  se 
décompose  en  9 X 174  + 6;  multipliant  par  5 et  divisant  par  9, 
le  reste  dont  il  s’agit  est  le  même  que  celui  de  6 X 5;  ainsi , le 
reste  de  la  division  d’un  produit  est  égal  au  produit  des  restes 
des  deux  facteurs , le  diviseur  étant  d'ailleurs  quelconque. 

a3.  Deux  facteurs  moindres  quun  nombre  premier  ne  peu- 
vent former  un  produit  divisible  par  ce  nombre . Soit,  s’il 

O 1 * • *11  r T 20  . S • 

se  peut , par  ex. , 20  X 8 divisible  par  20  , ou  = entier; 

en  divisant  23  par  8 , on  décompose  23  en  2 X 8 -f-  7 j multi- 
pliant par  20,  on  a 23  X 20=  2.8.20  -f-  7.20.  Divisons  cette 
équ.  par  23,  le  1er  membre  et  le  ier  ternie  du  2e  sont  des 
multiples  de  23,  l’un  évidemment,  l’autre  par  supposition  : la 


7 . 20 

2e  partie  7.20  devra  donc  l’être  pareillement  = entier. 

Recommençons  sur  7 et  20  le  même  calcul,  et  divisons  de  nou- 
veau 23  par7,  23—  3X7  + 2 ; on  prouve  de  même  que  2 X 20 
doit  être  un  multiple  de  23.  En  continuant  de  diviser  23  par  le 


reste  obtenu,  comme  ces  restes  décroissent , sans  que  la  divi- 
sion du  nombre  premier  23  puisse  s’effectuer  exactement,  on 
arrivera  au  reste  1 ; on  aurait  donc  cette  absurdité,  20  X 1,  ou 
ùo  divisible  par  23. 

24.  Concluons  de  là  que  , i°.  un  produit  ne  peut  être  divi- 
sible par  un  nombre  premier , à moins  que  l’un  des  facteurs 
ne  le  soit  lui-même . Car  si  28  X i5,  par  ex.,  est  divisible  par  1 1 , 
sans  que  28  ni  i5  le  soient,  comme  en  divisant  28  et  i5 
par  11,  les  restes  sont  6 et  4 , on  a vu  ( n°  22  ) que  le  produit 
28  X i5,  divisé  par  11  , donne  le  même  reste  que  6 x4;  ü 
faudrait  donc  que  6x4  fût  un  multiple  de  1 1 , ce  qu’on  vient 
de  prouver  impossible. 

2°.  Le  produit  de  deux  nombres  premiers  ne  peut  admettre 
d’autres  diviseurs  que  ces  mêmes  nombres,  outre  l’unité  et  le 
produit  même. 

3°.  Plusieurs  facteurs  5x8X9X11  ne  peuvent  former 
un  produit  divisible  par  un  nombre  premier  3,  qu’autant  que 
Tim  des  facteurs  au  moins  est  divisible  par  3. 


ARITHMÉTIQUE. 


4°.  Si  un  produit  est  divisible  parun  nombre  non  premier , 
il  faut  quon  retrouve  tous  les  facteurs  de  ce  dernier  parmi  ceux 
qui  constituent  les  nombres  multipliés.  Ainsi , 8 X 35  est  divi- 
sible par  14  , attendu  que  8 i’est  par  2,  et  35  par  7.  En  effet , si 


8 X 55 
14 


donne  un  quotient  exact,  ce  quotient,  multiplié  par  i4> 


ou  2 fois  7,  reproduira  8 X 35  , quantité  nécessairement  divi- 
sible par  les  nombres  premiers  2 et  7 : ainsi  les  nombres  pre- 
miers 2 et  7 divisent  8 ou  35  ( i°.  ).  Mais  si  quelqu’un  des  fac- 
teurs du  diviseur  manquait , la  division  du  produit  serait  impos- 
sible exactement.  Donc,  si  plusieurs  facteurs  sont  premiers  avec 
un  nombre  quelconque , leproduit  l'est  aussi;  et  si  ces  facteurs 
sont  premiers  entre  eux,  et  qu’un  nombre  soit  divisible  par 
chacun  d’eux  , il  le  sera  aussi  par  leur  produit. 

5°.  Il  n'y  a qu’un  seul  système  de  facteurs  premiers  , capable 
de  produire  un  nombre  donné.  Par  ex.,  36o  — 2* 2  3 * * * 7 x X 5 ne 
peut  être  produit  par  d’autres  facteurs  premiers  i tels  que 
7X11X25  Car  on  aurait  23  X 3a  X 5 = 7 X 1 J X 2 , et  il 
s’ensuivrait  que  le  Ier  membre  serait  un  multiple  de  7,  contre 


ce  qu’on  a vu  ( i°.  ).  On  ne  peut  donc  admettre  pour  5So  , que 
les  facteurs  premiers  2 , 5 et  5 , et  il  reste  à faire  voir  qu’on  ne 
peut  leur  donner  qu’un  système  d’exposans  5 qu’on  n’a  pas , 
par  exemple  , 36o  =1  2 X 53  X 5a.  En  effet , il  en  résulterait 

23 . 5a . 5 = 2 . 33 . 5a,  ou,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 

2az=z3  X 5,  ce  qui  est  absurde  ( i°.  ). 

6®.  Si  deux  nombres,  tels  que  7 et  1 1 , sont  premiers  entre 

eux,  deux  puissances  quelconques  de  7 et  1 1,  telles  que  7’  et  1 D, 
sont  aussi  premières  entre  elles  ; puisque,  si  elles  avaient  un 

facteur  commun , il  le  serait  aussi  de  7 et  de  11. 

70.  Soit  un  cube  exact,  tel  que  8000  ==  203  : si  on  décompose 
20  en  4 X 5 , 8000  sera  le  cube  de  4 X 5 ; mais , comme  la 
multiplication  permet  d’intervertir  l’ordre  des  facteurs , on  a 
8000  = 43  X 53.  On  voit  donc  que  les  facteurs  43  et  53,  pre- 
miers entre  eux,  sont  aussi  des  cubes  parfaits.  On  peut  en  dire 
autant  de  toute  puissance,  quels  que  soient  les  facteurs  pre- 
miers , ou  premiers  entre  eux.  Donc , si  un  nombre  est  un 4 
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puissance  exacte  , en  le  décomposant  en  facteurs  premiers>  cha- 
cun doit  être  affecté  d’un  exposant  multiple  de  la  puissance . 

q5.  Pour  décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  y 
on  le  divisera  d’abord  par  2,  autant  de  fois  successives  que  cela 
sera  possible  , et  le  nombre  proposé  sera  le  produit  d’une  puis- 
sance de  2 par  un  quotient  connu  , non  divisible  par  2.  On 
essaiera  de  même  la  division  de  ce  quotient  par  5,  autant  de- 
fois  qu’il  se  pourra,  et  il  sera  le  produit  d’une  puissance  de  3A 
par  un  nouveau  quotient  connu,  non  divisible  par  3.  On  conti- 
nuera de  même  d’éprouver  si  la  division  est  possible  par  tous, 
les  nombres  premiers  consécutifs  5,  7,  11 , i5. . . . Le  nombre 
proposé  sera  le  produit  de  ces  divers  nombres  premiers,  cha- 
cun élevé  à une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  divisions 
effectuées. 

Par  ex.,  pour  36o,  on  divisera  par  2 , puis  le  quotient  180 
par  2 , enfin  90  par  2 ; comme  le  3e  quotient  fô 
n’est  plus  divisible  par  2,  on  a 36o  — 23  X4^> 
et  on  divisera  4&  par  3 : on  aura  45  = 32X  5, 
d.’où  36o  = 23  X 3a  X 5.  La  décomposition 
est  ici  terminée , parce  que  5 est  un  nombre 
premier.  On  donne  ordinairement  au  calcul  la  disposition  ci- 
fcontre  , afin  de  mieux  voir  la  série  des  facteurs.  On  trouve  de- 
même  que  2io  = 2X3X  5 X 7 (*)• 

Ce  procédé  conduit  au  but  par  tin  nombre  limité  d’essais.  On 
sait  d’ailleurs  que  la  résolution  en  facteurs  ne  peut  produire 
qu’un  seul  résultat  (24^  5°.  ). 

26.  Il  arrive  quelquefois  que  les  essais  qu’on  tente  ne  réus- 
sissent point,  et  qu’on  ne  trouve  aucun  diviseur  exact,  soit  du 


36o 

2 210 

2 

180 

2 ioS 

•y 

S 

9° 

2 35 

5 

45 

3 1 

1 

i5 

3 

5 

5 

(0  Soient  «t,  /2  , y.  . . les  nombres  de  fois  qu’on  a pu  diviser  un  nombre  IV 

a iS  v 

parles  nombres  premiers  a,  b,  c, . . . ; on  a IV = a X bp  x <r  x Pour 

trouver  tous  lus  nombres  qui  divisent  IV,  on  prendra  les  termes  du  produit 

. . +aa)x(i-h  b-hb2-}-..  x(i-f-c-hc»-K  • -f-c7')  X-* 

le  nombre  des  termes  du  produit,  ou  la  quotité'  des  diviseurs  de  IV  est 

+ (I+>) 
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nombre  proposé  , soit  de  l’un  des  quotiens  auxquels  on  est  con- 
duit; alors  ce  nombre,  ou  ce  quotient,  est  premier,  et  on  ne 
peut  en  opérer  la  décomposition  en  facteurs.  Mais  on  doit  re- 
marquer que  ces  tentatives  inutiles  de  division  ne  doivent  être 
poussées  que  jusqu  à la  racine  carrée  du  nombre  quon  veut 
diviser.  En  effet , puisque  ce  nombre  est  le  produit  de  la  racine 
par  elle-même , et  qu’on  ne  peut  faire  croître  l’un  des  facteurs 
sans  que  l’autre  décroisse  (i3),  on  voit  que,  si  ce  dividende  a 
l’un  de  ses  facteurs  plus  grand  que  la  racine,  l’autre  facteur 
doit  être  moindre  , en  sorte  qu’un  nombre  ne  peut  être  divi- 
sible par  une  quantité  qui  surpasse  sa  racine  carrée , à moins 
qu’il  ne  le  soit  aussi  par  une  quantité  moindre  que  cette  racine. 
Or,  quoiqu’on  n’ait  essayé  que  des  diviseurs  premiers,  on  est 
sûr  que  d’autres  nombres  non  premiers  ne  pourraient  diviser  ; 
ainsi  l’on  a par  là  reconnu  qu’il  n’existe  pas  de  diviseur  moindre 
que  la  racine  du  dividende  : il  n’y  en  a donc  pas  de  plus  grand 
que  cette  racine. 

Par  ex.,  127  n’est  divisible  ni  par  2,  3,  5,  7,  ni  1 1,  à plus  forte 
raison  par  4 > 6 , 8 , 9 et  1 o ; et  comme  ^/i 27  est  entre  11  et  1 2 , 
on  est  assuré  que  127  est  un  nombre  premier.  i524  est  divisible 
par  3 et4,  et  on  a 1 524=  2a  X 3 X 1 27  : on  voit  ensuite  que  5,  7 
ni  1 1 ne  divisent  127.  Sans  pousser  plus  loin  les  tentatives,  on 
reconnaît  que  127  est  premier,  et  la  décomposition  de  i524est 
terminée. 

27.  Cherchons  maintenant  tous  les  diviseurs  d’un  nombre 
donné.  On  le  décomposera  en  facteurs  premiers,  et  on  est  d’a- 
bord assuré  que  toute  combinaison  1 à 1 , 2 à 2 , 3 à 3.  ..  de 
ces  facteurs  sera  un  diviseur.  Mais  comme  ce  nombre  ne  peut 
être  divisible  que  par  une  de  ces  combinaisons  ( 24,  4°*  ) > que 
d’ailleurs  on  ne  peut  obtenir  qu’un  seul  système  de  facteurs  pre- 
miers , il  est  démontré  que  si  on  effectue  toutes  les  combinai- 
sons possibles,  011  sera  assuré  de  n’avoir  omis  aucun  diviseur. 
Voici  un  moyen  de  n’oublier  aucune  de  ces  combinaisons  : 
reprenons  l’équation  36o=:23  X 32  X 5 ; avec  2::  on  formera 
la  somme  1 -f-  2 -f-  2a  -f-  23  ; avec  3a  on  formera  1 -J-  3 + 3a; 
enfin,.  5 donnera  1 + 5;  D’abord  chaque  terme  est  diviseur 
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fîe  o(?o  • et  si  on  multiplie  tous  les  nombres  de  la  ire  somme  par 
tous  ceux  de  la  2e , et  le  résultat  par  tous  ceux  de  la  3e,  on  aura 
visiblement  toutes  les  combinaisons.  Il  faudra  donc  effectuer  la 

multiplication  (14244  4- 8)  X(  î 4-3+9  ) X (î  4-5),  et 

on  sera  assuré  d’avoir  tous  les  diviseurs  cherchés , qui  sont 

J>  2>  4>  5,  6,  S,  g,  io,  i2,  ï5,  18,  20,  24,  3o,  36, 

4o,  ïfi,  60,  72,  90,  120,  i8o,  36o. 

Pour  210  = 2 X3  X 5X7,  on  formera  le  produit  de  1 4.2, 
par  1 4"  3,  par  i 4 5,  et  par  1 4 7 ) st  on  aura 

1,  2,  3,  5,  6,  7,  10,  in,  i5,  2r,  3o,  35,  42»  7°,  io5,  210» 

Pour  6/5—  33.52,  formez  (14349427)  x (1 454^5),  d’où 

1 , 3 , 5,  9,  i5,  25,  27,  î35,  225 , 676. 

28.  Soit  proposé  de  trouver  le  plus  grand  nombre  qui  puisse 
diviser  à la  fois  3i2  et  i3q  : c’est  ce  qu’on  nomme  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  ces  deux  nombres.  En  les  décomposant 
l’un  et  Fautre  en  leurs  facteurs  premiers  (26),  on  trouve 

3i2  = 23x3X  i3a  = 2ax3Xu. 

Il  est  visible  que  2a  et  3 sont  les  seuls  facteurs  communs  pre- 
miers, et  que  leur  produit  2a  X 3 ou  12  , est  le  plus  grand  di- 
viseur cherché.  En  remontant  au  procédé  qui  sert  à décom- 
poser un  nombre  en  facteurs  premiers , on  reconnaît  bientôt 
qu’il  n’est  qu’une  suite  d’essais,  dont  le  nombre  est,  il  est  vrai , 
limité , mais  qui  ne  conduisent  à la  solution  du  problème  dont 
Il  s’agit  ici , que  d’une  manière  indirecte  et  fastidieuse. 

Observons  que  si  1 32  divisait  exactement  3i  2 , 1 32  serait 
le  plus  grand  diviseur  de  ces  nombres,  puisque  i32  ne  peut  en 
avoir  un  plus  grand  que  lui-même.  On  essaiera  donc  cette  di- 
vision mais  on  trouve  le  quotient  2 et  le  reste  48,  en  sorte 
qu’on  a 

3i2  = 2X  i32448- 

Divisons  toutes  les  parties  de  cette  équation  par  un  diviseur 
quelconque  3 commun  à 3 1 2 et  à 1 32  ; ce  nombre  3 di  visera  aussi 
SX  i3s  ( voy . n° 21)  : ainsi,  le  ier  membre  5i2  étant  muî- 
».  3 
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tiple  de  3 aussi  bien  que  le  iei*  ternie  2 X i3n  du  2e,  il  faudra 
donc  que  48  soit  aussi  divisible  par  3 ; car  le  quotient  ajouté  à 

«2  x 1 32  . 3 1 2 

doit  donner  le  même  quotient  que  -7—“  104.  Con- 

û P 

cluons  de  là  que  tout  diviseur,  commun  à deuxnombres , divise 

aussi  le  reste  delà  division  de  l’un  par  Vautre.  On  ne  peut  donc 


chercher  les  diviseurs  communs  à 3i  2 et  1 32. ...  A 

que  parmi  les  facteurs  de  48  , et  par  con- 
séquent que  parmi  les  nombres  qui  divisent 
à la  fois 48  et  i32.  . . . Z> 


Mais  la  même  raison  prouve  que  48  et  i32  ne  peuvent  ad- 
mettre de  diviseur  commun,  à moins  qu’il  ne  divise  aussi  3i 2, 
et  par  conséquent  3i 2 et  i32.  Donc,  non-seulement  tous  les 
diviseurs  communs  au  1er  système^,  le  sont  aussi  au  2e  B\ 
mais  , réciproquement , tous  les  diviseurs  communs  au  2e  B , le 
sont  au  1er  A \ en  sorte  que  chacun  de  ces  deux  systèmes  n’a  que 
les  diviseurs  communs  de  l’autre  , et  les  a tous.  Le  plus  grand 
des  diviseurs  de  5i2  et  i32  est  donc  aussi  le  plus  grand  entre 
48  et  i32,  qu’il  s’agit  maintenant  de  trouver. 

La  recherche  proposée  est  donc  rendue  plus  simple,  puisque 
48  est  <1  3 12.  En  raisonnant  de  même  sur  48  et  i32  , on  prou- 
verait que  leur  plus  grand  commun  diviseur  l’est  aussi  entre  48 
et  le  reste  36  de  la  division  de  i3p  par  48  ; que  celui-ci  est  le 
même  qu’entre  12  et  36,  en  continuant  toujours  de  diviser  le 
diviseur  par  le  reste , qu’on  écrit  à la  droite  du  diviseur , ahn 
qu’il  occupe  sur-le-champ  la  place  convenable  pour  la  division 
subséquente  ; ce  qui  met  le  cal-  o 
cul  sous  la  forme  ci-contre.  Ar-  ' 
rivé  au  diviseur  12,  on  trouve 
que  la  division  réussit,  et  36  12;  ainsi  12  est  le  p!u$ 

grand  commun  diviseur  entre  36  et  12  ; par  conséquent  aussi 
entre  48  et  36,  entre  i32  et  48  , enfin  entre  3i2  et  i32. 

Donc,  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
deux  nombres  , divisez  Vun  par  l’autre  ; divisez  ensuite  le  divi- 
seur par  le  reste  , et  continuez  de  la  sorte  à rendre  le  diviseur , 
dividende  > et  le  reste  > diviseur , jusqu  ci  ce  que  vous  trouviez 


/ t3U  4”  j"  36  ç 12 
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un  diviseur  exact ; ce  sera  le  plus  grand  diviseur  commun 
cherché. 

Voici  encore  deux  opérations  de  commua  diviseur,  l’une 
entre  2961  et  799,  il  est  47  ; l’autre  entre  n5  et  69  , il  est  20 
( voy.  58,  5°.  ) 


f 799  f 564  f 235  f 94  1 

r 47 

ns  r 69  j 

r 46  1 

r 2 5 

l 3 l ■ l 2 ï 2 ï 

2 

t > ) 

. ■ 1 

2 

29.  Remarquezque , i°.  le  calcul  conduisant  à des  restes  sans 
cesse  decroissans,  on  devra  arriver  nécessairement  à un  diviseur 
exact,  ne  fût-ce  que  l’unité;  dans  ce  cas,  les  deux  nombres 
proposés  seraient  premiers  entre  eux.  C’est  ce  qui  arrive  pour 
5o  et  21  , dont  le  plus  grand  diviseur  commun  est  1.  Il  est  fâ- 
cheux de  ne  pouvoir  reconnaître  ce  cas  à priori,  puisqu’on  a 
fait  tous  les  frais  de  calcul  pour  arriver  à un  diviseur  inutile. 

20.  Le  plus  grand  diviseur  de  deux  nombres  devant  diviser 
tous  les  restes  successifs  qu’on  obtient  dans  le  cours  de  l’opé- 
ration , s’il  arrivait  que  l’un  de  ces  restes  fut  reconnu  pour  un 
nombre  premier,  et  qu’il  ne  divisât  pas  le  reste  précédent,  on 
serait  assuré  que  le  calcul  se  terminerait  à l’unité,  seul  diviseur 
des  nombres  proposés  ; par  ex.,  pour  824  et  Siq,  lorsqu’on 
sera  arrivé  au  nombre  premier  53  , qui  ne  divise  pas  i33,  il  est 
inutile  de  pousser  le  calcul  au-delà. 

824  ( 3iq  f 18 6 f 1 33  f 53  nombre  premier. 

~l~ 

3°.  Pour  obtenir  tous  les  diviseurs  communs  à deux  nombres,  il 
ne  faut  que  former  tous  les  diviseurs  du  plus  grand  diviseur  com- 
mun. Ainsi,  celui  de  3i2  et  i32  étant  12  ==  22  X 5,  dont  tous 
les  diviseurs  sont  1,  2,  3,  4 j 6 et  12,  ces  nombres  sont, les 
seuls  diviseurs  communs  à3i2  et  i32.  On  voit  en  effet  que 
1',  2,  3,  4 , 6,  12  divisant  12  , sont  facteurs  des  nombres  pro- 
posés, lesquels  n’en  ont  pas  d’autres,  attendu  que  3i2  et  i52 
ne  sont  divisibles  l’un  et  l’autre  que  par  les  facteurs  de  12 
(n°  24, 4°.). 

4°.  Si , dans  le  cours  du  calcul,  on  reconnaît  qu’un  nombre 

3., 
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divise  l’un  des  restes,  et  si  Ton  trouve  qu’il  divise  aussi  le 
reste  précédent,  on  le  supprimera  dans  l’un  et  l’autre;  on  con- 
tinuera le  calcul et  on  multipliera  le  diviseur  commun  trouvé 
par  le  facteur  supprimé.  C’est  ainsi  que  3720  et  3210  sont  di- 
visibles par  10,  et  on  a 3/2  et  521  : la  ire  division  conduit  au 
reste  5i , multiple  de  3,  aussi  bien  que  32 1 ; ôtant  le  facteur  3 , 
il  vient  107  et  17,  dont  le  commun  diviseur  est  1 : ainsi  celui 
des  nombres  proposés  est  1 X 10  X 3,  ou  3o. 

Mais  si  l’on  reconnaît  qu’un  reste  ait  un  facteur  premier  qui  ne 
divise  pas  le  reste  précédent  , on  peut  le  supprimer  sans  altérer 
le  commun  diviseur  cherché.  En  cherchant  (p.  35)  le  plus  grand 
diviseur  commun  à 2961  et  799,  on  arrive  au  reste  564,  qui 
est  multiple  de  12  j d’ailleurs  le  diviseur  799  n’est  divisible  ni 
par  3 , ni  par  2;  supprimant  donc  ce  facteur  12  , 664  pourra* 
être  remplacé  par  47  , qu’on  reconnaîtra  de  suite  pour  le  nom- 
bre cherché.  Cela  suit  de  ce  qu’on  a dit  ( n°  28)  sur  lu  décom- 
position des  nombres  en  facteurs  premiers  communs. 

3o.  Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nom- 
bres doit  diviser  tous  les  restes  donnés  par  l’opération  indiquée , 
cherchons  les  quotiens  successifs  de  ces  divisions.  Reprenons 
l’exemple  de  2961  et  799» 
et  cherchons  combien  47 
est  contenu  de  fois  dans  la 


2961 


f 799  f 564  f 23 5 f 94  f 47 


63 


17 


12 


2 

5 


série  des  diviseurs.  Il  est 
d’abord  visible  qu’il  est  1 fois  dans  47,  et  2 fois  dans  94;  on 
posera  1 sous  47  et  2 sous  94.  On  a 235  = 2 X 94+  47,  d’où 

— 2X  — + t~~2X^+i,  ou  5,  qu’on  écrira  sous 

47  47  47 

235.  Ce  chiffre  5 a été  obtenu  en  multipliant  entre  eux  les  deux 
chiffres  écrits  sous  g4,  et  ajoutant  au  produit  le  1 qui  est  à 
droite  dans  la  dernière  ligne.  De  même,  pour  obtenir  le  quotient 

564 

de  564  par  47,  on  a 564  = 2 X ^35  + 94,  d’où  -^-=2x5 

-q-  2 ~ 12,  qu’on  posera  sous  564-  On  continuera  à multi- 
plier entre  eux  les  deux  chiffres  écrits  sous  564,  et  à ajouter  le 
chiffre  à droite  ) et  on  aura  1 X 12  + 5 = 17  , qu’on  placera 
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sous  799  • enfin  3 X 17+12  = 63,  sera  écrit  sous  296  ï . Ainsi 
47  es*  contenu  63  fois  dans  2961 ,17  fois  dans  799 , 12  fois  dans 

5 64. . . . 

Ce  calcul,  auquel  nous  trouverons  par  la  suite  une  grande 
utilité,  peut  ici  nous  servir  à composer  deux  nombres  pour  les- 
quels le  commun  diviseur,  le  nombre  de  divisions  nécessaires 
pour  le  trouver,  et  les  quotiens  soient  donnés.  Après  avoir  écrit 
les  quotiens  successifs,  formant  la  2e ligne  ,,  on  en  déduira  la  3® 
ligne  par  le  calcul  ci-dessus;  enfin  prenant  les  deux  plus  grands 
résultats,  on  les  multipliera  par  le  facteur  commun  proposé. 

"V  oici  encore  deux  exemples  , l’un  pour  1 1 5 et  69  , qui  con- 
tiennent leur  commun  diviseur  23 , 5 et  3 fois  ; l’autre  pour 
3o85  et  910,  qui  contiennent  5 , 617  et  182  fois.. 

3oS5 J910 / 355  J 200  f i55 J 45  f 20  f 5 

1 3 1 2 1 x 

617  182  71  40  3i  9 4 I 

3 1 . Pour  obtenirle  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  quatre 
nombres  i5o,  90,  40  et  200,  on  trouvera  d’abord  celui  de  i5o  et 
90  , qui  est  3o  ; le  nombre  cherché  est  donc  déjà  un  des  facteurs 
de  3o  ; puis  on  trouvera  le  plus  grand  commun  diviseur.de  3o 
et  4 o,  qui  est  10;  enfin  celui  de  10  et  200 , qui  est  10  : c’est 
le  nombre  cherche.  Les  quatre  nombres  proposés  n’ont  donc 
d autres  diviseurs  communs  que  i,  2,  5 et  10.  Ce  procédé  s’ap- 
plique à tant  de  nombres  qu’on  voudra. 

32,  Etant  donnés  plusieurs  nombres,  tels  que  2,  3,  4,  h,  8 
et  12,  cherchons  le  plus  petit  nombre  divisible  par  chacun.  Il  est 
d’abord  clair  que , puisque  2, 3,  4,  et  6,  sont  contenus  exac- 
tement dans  8 ou  12,  tout  nombre  divisible  par  ces  deux  der- 
niers, le  sera  nécessairement  par  les  autres  , auxquels  il  est 
par  conséquent  inutile  d’avoir  égard.  En  composant  un  nombre 
qui  renferme  tous  les- facteurs  de  8 et  12,  on  est  assuré  qu’il 
est  divisible  par  tous  les  nombres  donnés  ; et  si , en  outre,  il  ne 
contient  que  les  facteurs  de  8 et  12,  il  est  le  plus  petit  nombre 
divisible  par  2,  5,  4*  • • » 12»  Ainsi } on  a visiblement  23 


|69  jj£j  23 
5 3 2 1 
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ou  24,  pour  le  nombre  cherché.  On  voit  donc  que  , pour  ob- 
tenir le  plus  petit  nombre  divisible  par  des  quantités  données  > 
après  avoir  supprimé  celles  qui  divisent  exactement  les  autres , 
on  ne  s’ occupera 'que  de  celles-ci , qu’on  décomposera  en  leurs 
facteurs  premiers . Le  nombre  cherché  sera  formé  du  produit 
de  tous  ces  facteurs , chacun  élevé  à la  puissance  la  plus  haute 
qui  l’affecte  dans  ces  divers  résultats. 

De  même  pour  2,  3,5,  10,  i5,  8,  24,  12  et  6,  comme 
2,3,6,  8 et  12  divisent  24,  et  que  5 divise  10  , on  n'aura 
égard  qu’à  10  , i5  et  24,  ou  2 X 5 , 3x5  et  23  X 3 ; le 
plus  petit  nombre  divisible  par  2,  3,  5.  ...  12  et  6 , est  donc 
23  X 3 X 5 = 120. 

Des  Concluions  pour  quun  nombre  soit  divisible 

par  5,  5,  7.  . . . 

33.  On  dit  qu’un  nombre  est  pair , quand  il  est  divisible  par  2. 
Soit  un  nombre  quelconque,  tel  que  476—47°  4"  5 ~47X  io-f-6: 
la  ire  partie  f]  X 10  est  divisible  par  a ; il  faut  donc  que  la  2e  le 
soit,  pour  que  le  nombre  proposé  soit  un  multiple  de  2.  Ainsi 
tout  nombre  terminé  par  un  chiffre  pair , jouit  seul  de  la  pro- 
priété d’être  pair , ou  divisible  par  2. 

En  décomposant  le  nombre  en  deux  parties,  dont  l’une  soit 
formée  des  2,3....,  derniers  chiffres,  on  voit  de  même  que, 
pour  quil  soit  divisible  par  4,  ü faut  que  les  deux  derniers 
chiffres  fassent  un  multiple  de  4 ; pour  qu’il  le  soit  par  8 , que 
les  trois  derniers  fassent  un  multiple  de  8 , etc. 

De  même  , un  nombre  nest  multiple  de  5 qu  autant  qu’il  est 
terminé  par  o ou  5.  Il  n’est  divisible  par  10,  que  lorsqu’il  l’est 
par  2 et  par  5 , c.-à-d.  , lorsqu’il  est  terminé  par  un  zéro.  On 
trouverait  aussi  les  conditions  de  la  divisibilité  par  25 , 5o  , etc. 

34.  Divisons  10  par  un  nombre  donné , tel  que  7 ; le  reste 
est  3 ; celui  de  100,  ou  10%  divisé  par  7,  e=t  le  carré  de  3 
( voy.  n°  22  ) , ou  plutôt  9 — 7 — 2.  De  même  celui  de  103,  ou 
1 o2  X 1 o , est  2 X 3,  ou  6 ; celui  de  1 o4  est  6 X 3 = 1 8 , ou 
18  — 14=4*  etc.  On  aura  donc  ainsi  les  restes  successifs 
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ï,  3,  2,  6,  4)  5 , en  divisant  1 , 10,  îo2,  103,  10*  et  105;  niais 
arrivé  à jo6  , le  reste  est  5 X 3 = i5,  ou  plutôt  i5  — 1 4 — 1 • 
Une  fois  qu’on  retrouve  l’un  des  restes  précédens,  c’est  une 
conséquence  du  calcul  même  qui  conduit  à ces  résultats  con- 
sécutifs , qu’on  les  verra  se  reproduire  périodiquement , en 
sorte  qu’en  poussant  indéfiniment  les  divisions  par  7 des  puis- 
sances successives  de  10,  on  retrouvera  toujours  ces  restes  dans 
le  même  ordre.  Les  nombres  ( 1,  3,  2 , 6,  4>  5 ) qui  se  repro- 
duisent continuellement,  sont  ce  qu’on  nomme  la  Période. 
Veut-on  savoir  le  reste  de  io29  ? il  est  le  même  que  celui  de  iô5, 
en  ôtant  les  multiples  de  6 compris  dans  29  , attendu  que  la 
période  a 6 termes.  Ce  reste  est  donc  5 ; celui  de  1-025  est  le 
même  que  pour  101,  ou  3. 

On  pouvait  d’avance  être  assuré  de  l’existence  de  cette  pê-* 
riode  ; car  le  reste  de  la  division  par  7 étant  <i  7,  il  ne  doit 
au  plus  y avoir  que  ces  six  restes  1,2,  3,4)5,  6,  qui 
viennent  seulement  dans  un  ordre  différent  de  celui-ci  : on  est 
certain  de  ne  pas  trouver  zéro  ( n°  24),  la  division  ne  pouvant 
être  exacte.  Il  s’ensuit  donc  qu’on  doit,  après  six  divisions 
au  plus,  retomber  sur  l’un  des  restes  obtenus;  alors,  et  cela 
suit  de  la  marche  même  du  calcul , la  période  recommence.. 
Donc,  en  général  , quel  que  soit  le  diviseur  de  la  suite  indé- 
finie 1 , 10,  10%  103.  . .,  les  restes  successifs  formeront  tou- 
jours une  période , dont  les  termes  seront  en  nombre  moindre, 
que  le  diviseur  n a d'unités.  Si  le  diviseur  est  un  nombre 
premier , la  période  commence  au  i€r  reste.  En  effet,  prenons 
le  diviseur  7,  et  soient  1018  et  iola,  deux  dividendes  qui  don- 
nent le  même  reste , la  différence  io,8~  io,2=  io12  X(io6  — 1), 
est  (p.  24)  un  multiple  de  7 , c.-à-d.,  que  106  — 1 est  divisible 
par  7,  puisque  i o12  ne  l’est  pas  ( 24,  1 °.  ) ; donc  î o6  divisé  par  7 
donne  le  reste  1,  lequel  fait  par  conséquent  partie  de  la  période,, 
et  la  commence. 


ÏO 


i°.  Prenons  9 pour  diviseur , le  reste  de  — est  1 , et  la  période 

est  le  seul  chiffre  1;  c.-à-d.,  que  toute  puissance  de  10,  divisée 
par  9 , donne  le  reste  1 . On  peut  en  conclure  (22)  que  20 , 
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2.00.  . . .,  divisés  par  g,  donnent  le  reste  2;  que  3o,  3oo.7~* 
donnent  3;  que  4 o , c (°o . . . . donnent  4 , etc.  Or,  un  nombre 
tel  que  8753  peut  être  décomposé  en  unités  , dizaines.  . . . , ou 
8000  -f-  700  + 5o  -{-  3 ; en  divisant  par  9 , les  restes  sont 
8 + 7 + 5 -f-3  — ainsi  le  reste  de  la  division  d’un,  nombre 
par  g est  le  même  que  le  reste  que  donnerait  la  somme  de  ses 
chiffres  considérés  comme  exprimant  de  simples  unités.  Piien 
n’est  donc  plus  aisé  que  de  trouver  le  reste  de  la  division  d’un 
nombre  par  g : pour  8763  , par  ex. , ce  reste  est  le  même  que 
pour  23  , ou  2 + 3 — 5.  Si  la  somme  des  chiffres  est  un  mul- 
tiple de  g,  le  nombre  est  divisible  par  g. 

Lorsque  deux  nombres  sont  exprimés  par  lès  mêmes  chiffres* 
mais  dans  un  ordre  différent,  ils  donnent  donc  les  mêmes  restes 
de  la  division  par  g ; leur  différence  est  donc  (16)  un  multiple 
de  9.  Ainsi,  74029 — 9742  — 64287=9  X 714s*  Ajoutez  un 
zéro  à un  nombre,  prenez  la  différence  ; elle  sera  donc  divi- 
sible par  g. 

20.  On  verra  aisément  que  ces  propriétés  appartiennent  aussi 
au  nombre  3. 

3°.  Si  le  diviseur  est  7,  pour  un  nombre  tel  que  13527642, 
comme  en  le  décomposant  en  2 -f-  4o  + 5oo  -f"  7000  + . . . , les 
restes  de  ces  nombres , divisés  par  7,  sont  ceux  de  la  période , 
répétés  2,  4)  5,  7....  fois,  on  écrira  respec- 
tivement les  nombres  de  la  période  sous  les 
chiffres  consécutifs  de  la  quantité  proposée, 
c.-à-d.,  qu’on  écrira,  en  sens  renversé,  les 
chiffres  1 , 3,  2 , 6,  4 e*  5 , comme  on  le 
voit  ci-contre  ; on  multipliera  ensuite  cha- 
que chiffre  par  celui  qui  est  au-dessus.  La 
somme  îoo  des  produits  et  le  nombre  pro- 
posé, divisés  par  7,  donnent  le  même  reste  ; 
et  comme  celui  de  io5  est  o , l’un  et  l’au- 
tre sont  des. multiples  de  7. 

Observez  qu’au  lieu  d’évaluer  les  quo- 
ijens  par  défaut,  on  peut  les  prendre  par 


ï3  527  542 
3i  546  23 1 

1x2=2 

3 x 4 — 12 

2 X,  5 = ïo 

6 x 7 = 4 2 

etc. 

Somme=io5 


i3  527  542 
3i  23  1 23 1 


1.2  = 

2 

3.4  = 

12 

q.5  = 

10 

■*  1-  7 

i.3  = 

3 

3.2 

3. 1 = 

3 

2. 5 

3o 
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excès,  c.-à-d.,  qu’il  est  indifférent  de  pos  er  1 <4  égal  à 7 X 1 4284"4> 
©u  à 7 X 1 42 9 — Des  nombres  1 , 3 , 2 , G , 4 5 , qui  for-* 
ment  la  période  , on  peut  donc  remplacer  les  trois  derniers 
par  leur  supplément  à 7,  ou  1 , 3 et  2,  qui  seront  les  restes 
soustraits- des  multiples  de  7,  c.-à-d.,  les  restes  négatifs  (4)-  La 
période  est  réduite  aux  trois  nombres  1,  3,  2;  seulement  les 
produits  sont  tantôt  additifs  et  tantôt  soustractifs.  Ainsi,  l’on, 
partagera  les  nombres  en  tranches  de  trois  chiffres , et  les  pro- 
duits donnés  par  les  tranches  de  rangs  pairs  seront  soustraits 
des  autres.  Le  calcul  se  dispose  comme  on  voit  ci-dessus , où 
la  barre  est  placée  sur  les  facteurs  dont  les  produits  sont  sous- 
tractifs. Ici  le  reste  de  la  division  de  13527542  par  7 est  le  même 
que  celui  de  3o — 20  =7,  ou  zéro. 

4°.  De  même  , après  avoir  trouvé  que,  pour  le  diviseur  1 1 r 
la  période  est  1 , 10 , on  peut  remplacer  10  par  11  — 10,  ou 
le  produit  devant  être  soustrait.  Donc,  si  Von  ajoute  tous  les 
chiffres  de  rang  impair  d’un  nombre  proposé , quyon  en  retranche 
la  somme  des  chiffres  de  rang  pair , le  reste  sera  celui  de  la  di- 
vision de  ce  nombre  par  1 1 . Pour  j'ùq,  c)3i  , on  a i + 9 -f-  3 ~ 1 3, 
3 -f>  2 -f-  7 — 12  , i3  — ■ 12  , ou  1 , est  le  reste  de  la  division 
de  732931  par  11.  De  même , pour  4291^°  > oa  aura 
0+1  -j-  2 = 3 ; 84-9  + 4 = 21  i et,  comme  on  ne  peut 
ôter  21  de  3 , il  faudra  ajouter  à 5 un  multiple  suffisant  de  1 1 , 
tel  que  22;  alors  on  aura  22  -f-  3 — 21  = 4 > qui  est  le  resto 
cherché.  63  6:3  est  un  multiple  de  1 1 , puisqu’on  a 
o -f-  4“  h — 1 — 3 1 5 — 4 - — ■ ii. 

5°.  Le  même  principe  montre  que  le  diviseur  37  engendre  la 
période  1 , 10  et  26,  composée  de  trois  nombres  seulement  (*)  ; 


(*)  Quand  la  quotité  des  termes  de  la  période  d’un  diviseur  premier  n’est 
pas  précisément  ce  diviseur  moins  un,  elle  est  partie  aliquote  de  ce  nombre. 
C’est  ainsi  que,  pour  t3  , la, période  n’a  pas  12  termes  , mais  seulement  6,  et 
6 divise  12,  De  meme,  pour  le  diviseur  11,  la  période  n’a  que  2 termes  ; et  2 
est  facteur  de  il—  i , ou  10  : enfin , pour  37,  la  période  est  formée  de  3 nom- 
bres seulement  ^ et  36  admet  le  facteur  3,  Voy,  les  Recherches  aritli . de 
Gauss  , n°  3 12, 
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et  comme  26  peut  être  femplacé  par  — 11,  qui  en  est  le  sup- 
plément à 57,  la  période  est  ( 1 , 10  et  — 11).  D’après  cela, 
pour  savoir  si  17538224  est  multiple  de  3y,  j’ajoute  les  chif- 
fres de  3 en  3 rangs , savoir  : 

4 + 8 + 7 = 13,24-3  + ’ = 6,  2 + 5 =7. 

. * > 

Je  multiplie  ces  résultats  respectifs  par  1 , 10  et  — 11,  et  j’ai 
13+  60 — 77,  0112,  pour  le  reste  de  la  division  du  nombre 
proposé  par  3n . On  peut  aussi  ôter  les  centaines  des  unités  et 
des  dizaines,  multiplier  celles-ci  par  10  , et  ajouter 

* 13  — 7=  12,  6 — 7 = — 1 , 12—  10  = 2. 

/ 

6°.  Lorsqu’on  divise  un  nombre  impair  par  6 , le  reste  ne 
peut  être  que  1,  3 ou  5 ; ou  bien  1 , 3 et  — 1 , en  remplaçant  5 
par — 1 . Ainsi  le  reste  ne  peut  être  que  1 ou  — 1,  si  le  nombre 
31’est  pas  divisible  par  3.  On  voit  donc  que  , dès  qu’un  nombre 
n’est  divisible  par  2,  ni  par  3 , il  ne  peut  donner,  pour  reste 
de  la  division  par  6 , que  f unité  positive  ou  négative  (*). 

Pi  ’ euves  des  quatre  Réglés . 

35.  Comme  on  peut  commettre  des  erreurs  dans  un  calcul  , 
il  est  utile  de  s’assurer  de  l’exactitude  du  résultat  par  une  opé- 
ration qui  en  est  la  preuve . Pour  quelle  conduise  au  but  qu’on 
se  propose,  elle  doit  être  plus  facile  à pratiquer  que  la  règle 
même,  car  elle  serait  plus  sujette  à erreur.  Ainsi  , quoiqu’on 
puisse  vérifier  une  multiplication  en  divisant  le  produit  par  l’un 
des  facteurs,  et  voyant  si  l’autre  facteur  vient  au  quotient,  on 
sent  que  ce  procédé  pénible  n’est  pas  propre  à faire  distinguer 
si  l’erreur  est  dans  la  multiplication  ou  dans  la  division. 

i°.  C’est  pour  cela  qu’on  ne  peut  vérifier  l’addition  que  par 


(*)  On  dit  algébriquement  que  tout  nombre  premier  ( excepte'  a et  3 ) est 
compriQ  dans  la  forme  6/1  1 , n étant  un  entier  quelconque.  Il  ne  serait 

pas  vrai  d’avancer  que  , réciproquement,  tout  nombre  de  cctle  forme  soit  pre- 
mier. On  n’a  pu  réussir  encore  à trouver  une  formule  qui  renferme  tous  les' 
nombres  premiers,  et  ne  comprenne  que  ces  nombres. 
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l’addition  même.  Si  l’on  a fait  le  calcul  en  opérant  de  haut  en 
bas,  on  le  recommencera  en  opérant  de  bas  en  haut  ; ou  bien 
on  coupera  l’addition  en  plusieurs  autres  ; ou  on  ajoutera  aux 
divers  nombres  donnés  des  quantités  qu’on  ôtera  ensuite. 

On  peut  aussi  commencer  ce  calcul  par  la  colonne  de  l’ordre 
îeplus  élevé.  Ainsi,  dans  l’ex.  ci-contre,  la  colonne  des  ^ 
mille  a 6 pour  somme  ; et  comme  011  en  a trouvé  7,  3 099 

7 — 6 , ou  1 , qu’on  pose  sous  le  7,  annonce  qu’on  T ^ 

( a reporté  1 à cette  colonne , et  que  par  conséquent  7 355 
celle  des  centaines  a donné,  non  pas  3 , mais  i3.  Cette  1 2jo 
colonne  ne  donne  que  11  , i3  — 11  ~2  est  donc  la  retenue 
des  dizaines,  qui  ont  fourni  25  , etc.  ; à la  colonne  des  unités  , 
on  doit  trouver  o pour  différence. 

20.  La  preuve  de  la  soustraction  se  fait  en  ajoutant  le  reste  au 
nombre  soustrait  ; on  doit  retrouver  le  plus  grand  des  deux 
nombres  donnés. 

5°.  Pour  la  multiplication  , on  échangera  le  multiplicateur  et 
le  multiplicande  ( n°  1 1 ) ; ou  bien  on  multipliera,  ou  on  di- 
visera les  facteurs  par  des  nombres  arbitraires  , et  le  produit 
aura  éprouvé  un  changement  déterminé  par  ce  qu’on  a dit  n°  i3; 
il  sera  aisé  de  vérifier  si  cette  condition  est  remplie. 

4°.  Si  l’on  multiplie  le  quotient  par  le  diviseur , et  si  l’on 
ajoute  le  reste,  on  devra  trouver,  pour  résultat,  le  divi- 
dende (16).  Il  est  aisé  de  vérifier  ainsi  tout  Calcul  de  division. 
On  a encore  une  autre  preuve  de  la  division,  en  multipliant  ou 
divisant  le  diviseur  et  le  dividende  par  un  meme  nombre  ; le  quo- 
tient doit  rester  le  même  ( i5  , i°,  ). 

5°.  On  pourra  aussi  vérifier  la  division  et  la  multiplication , 
en  divisant , par  un  nombre  quelconque , les  deux  facteurs  et 
le  produit,  puis  voyant  si  le  produit  des  restes  des  facteurs  et 
le  reste  du  produit  s’accordent  avec  le  principe  établi  (22)5 
et,  comme  les  restes  sont  faciles  à trouver  pour  les  diviseurs  9 
et  11  (34,  i°.  et  4°-)j  cm  les  préfère  ordinairement  pour  cet  usage. 
Nous  en  donnerons  ici  un  exemple.  On  a trouvé,  page  17,  que 
53  687X908  — 48 747 79b.  Pour  vérifier  ce  calcul,  ajoutons 
tous  les  chiffres  de  ces  trois  nombres  , et  supprimons  9 chaque 
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fois  qu’il  se  rencontre  ; les  restés  seront  2,  8 et  7.  Or,  2X8— 1(> 

1 6 

€t  7 est  le  reste  de  — , puisque  6 -f-  1 —l)  donc  l’ope— 

9 

ration  n’est  pas  fautive  , à moins  cependant  qu  il  n y ait 
quelque  -compensation  dans  les  erreurs,  ou  des  chiffres  dé- 
placés, etc. 

Si  l’on  veut  prendre  11  pour  diviseur,  il  faut  retrancher  les 
chiffres  de  rangs  pairs  de  ceux  de  rangs  impairs  dans  les  trois 
nombres  ( 34 , 4°-  ) ) on  a 1 8 — 1 1 = 7,  17  — o = 17  , ou  6 , 
— 27  = — 2 ou  q ( supplément  de  2 à 11  ).  Pour  que  la 
multiplication  soit  exacte,  il  faut  que  7 X 6,  ou  42  divisé  par  1 1 , 
donne  le  reste  g ; ce  qui  a lieu  en  effet.  En  divisant  700  200  o3i 
par- 683  679,  on  a 1024  pour  quotient,  et  112735  pour  reste 
( p.  27  ) : ajoutons- les  chiffres  qui  composent  ces  nombres,  pour 
trouver  les  restes  de  leur  division  par  9 : ces  restes  sont  4 pour  le 
dividende,  3 pour  le  diviseur,  7 pour  le  quotient , et  1 pour  le 
reste  ; le  produit  7X3,  ou  21  , aîouté  à 1 , donne  22  , ou  4 - 
ainsi  4 doit  être  le  reste  de  la  division  du  dividende  par  9 ; 
ce  qui  se  vérifie.  On  dispose  le  calcul  comme  il  suit  : 


Multde  1 

Multr  8 
Prod.  7 


16  ou 


7 


Dividde  4 
Reste ...  1 


T)ïvlsr  3 
Quot.  ^ 


21  4-  £ 

ou  4 


II.  DES  NOMBRES  FRACTIONNAIRES. 


Nature  et  transformation  des  Fractions . 

36.  Mesurer  une  chose,  c’est  donner  l’idée  précise  de 
grandeur,  en  la  comparant  à celle  d’une  autre  de  même  espèce, 
qui  est  déjà  connue  , qu’on  prend  ainsi  pour  unité.  Si  l’unité- 
est  contenue  un  nombre  de  fois  exact , cette  quotité  est  la 
mesure  , sinon  on  peut  prendre  une  autre  unité  qui  remplisse 
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cette  condition  ; car  sa  grandeur  est  absolument  arbitraire  et 
indépendante  de  la  chose  qu’on  veut  mesurer  * en  sorte  qu’on 
peut  exprimer  la  grandeur  de  celle-ci  par  des  nombres  très  dif- 
féreras , suivant  qu’on  prend  telle  ou  telle  unité. 

Pour  éviter  la  connaissance  préalable  de  plusieurs  grandeurs 
ou  unités  de  chaque  espèce,  on  divise  l’unité  primitive  en  por- 
tions égalés,  dont  le  nombre  soit  tel,  que  l’une  des  divisions 
soit  contenue  exactement  dans  la  chose  à mesurer;  et  c’est  cette 
partie  qu  on  prend  pour  nouvelle  unité.  La  mesure  est  alors  ce 
qu  on  appelle  une  Fraction , c.-à-d.,  une  ou  plusieurs  parties  de 
lunité.  Lorsqu’on  dit  d’une  chose  quelle  est  les  cinq  septièmes 
de  1 unité,  il  faut  entendre  qu’après  avoir  partagé  l’unité  en  sept 
parties  égales , cinq  de  ces  parties  ont  formé  un  assemblage  égal 
à cette  chose. 

Il  suit  de  là  que  toute  fraction  doit  être  énoncée  à l’aide  de 
deux  nombres  : l’un,  qu’on  nomme  Dénominateur , marque  en 
combien  de  parties  l'unité  est  divisée  ; l’autre  , qui  est  le  Numé- 
rateur, indique  combien  on  prend  de  ces  parties  : dans  cinq  sep- 
tièmes 5 est  le  numérateur,  7 le  dénominateur.  On  écrit  ces  deux 
nombres  en  les  séparant  d’un  trait,  le  numérateur  placé  en  dessus, 
le  dénominateur  en  dessous,  f.  Les  fractions  ^ , j,  s’énoncent 
une  demie,  un  tiers,  un  quart.  Pour  toutes  les  autres  on  lit  les 
deux  chiffres  , en  ajoutant  la  finale  lème  au  dénominateur  £ 
f ; TT  se  lisent  5 huitièmes , 7 onzièmes. 

37.  Pour  multiplier  f par  7,  il  faut  ajoute^  fois  f ; et  comme 
chaque  septième  pris  7 fois  donne  l’unité , nos  f-  produisent 
5 unités,  ou  f-  X 7 = 5 ; donc  toute  fraction  multipliée  par  son 
dénominateur  produit  le  numérateur. 

Il  suit  de  là  que  f est  le  quotient  5 divisé  par  7,  d’après  la 
définition  (5)  , c.-à-d.,  que  toute  fraction  est  le  quotient  de  la 
division  du  numérateur  par  le  dénominateur , et  c’est  pour 
cette  raison  qu’on  a écrit  de  même  une  fraction  et  une  divi- 
sion. Le  quotient  de  47,  divisé  par  7,  est  donc  S + f , puisqu’en 
multipliant  par  7,  on  a 42  ~f  3,  ou  47*  Donc,  si  au  quotient  en- 
tier d une  division  , on  ajoute  une  fraction  oui  ait  le  reste  pour 
numérateur , et  le  diviseur  pour  dénominateur , on  aura  le  quo~ 
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tient  exact  : donne  So^o  pour  quotient;  et  3q86  pour 

reste  • le  quotient  exact  est  donc  So^o  -f-  ÿj^r. 

Donc  ; i°.  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  égaux,  la 
fraction  vaut  i ; ce  qui  est  d’ailleurs  \isible  de  soi-même  : 

1 1 . JJà  . ' Ss*.  ® 

1 J.  i 2 * # 

2°.  Si  le  numérateur  surpasse  le  dénominateur,  la  fraction  est 
plus  grande  que  l’unité  ; on  l’appelle  un  Nombre  fractionnaire , 
le  mot  fraction  s’appliquant  plus  ordinairement  aux  nombres 
qui  sont  <é  î.  On  extrait  les  entiers  contenus  dans  une  frac- 
tion, en  divisant  le  numérateur  par  le  dénominateur  : f , ou 
divisé  par  5 , est  — 7 + 5.  Il  est  en  effet  évident  que,  notre 
unité  étant  partagée  en  5 parties,  la  fraction  contient  autant 
d’unités  qu’on  prend  de  fois  5 parties , ou  autant  que  con- 
tient 5. 

Réciproquement,  pour  convertir  les  entiers  en  fractions , il 
faut  les  multiplier  par  le  dénominateur  : pour  réduire  7 en 
cinquièmes,  on  multipliera  7 par  5,  et  on  aura  7 = ^;  de 
même  8 -f-  j = ^ -{-  y = f- 

3°.  Diviser  un  nombre  par  7,9,  11...,  c’est  en  prendre  le 
le  11e... 

4°.  Prendre  les  f d’un  nombre,  c’est  le  couper  en  7 parts 
égales,  et  prendre  cinq  de  ces  parts.  Il  faudra  donc  diviser  ce 
nombre  par  7,  et  multiplier  le  quotient  par  5.  De  ces  deux  opé- 
rations, on  peut  faire  celle  qu’on  veut  la  première  (p.  19,  4°-)‘ 

Ainsi  , les  f-  de  84  sont  5 fois  — — — — - = 80  : les  — 


7e  » le  9 


3X4° 


1 1 


T 2 O 
J 1 


10 


7 


1 o 


de  4°  valent 

38.  Lorsqu’on  augmente  le  numérateur  seul,  la  fraction  croît, 
parce  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre  des  mêmes  parties  de 
l’unité.  Si  l’on  augmente  le  dénominateur  sans  changer  le  nu- 
mérateur , la  fraction  diminue;  car  l’unité  étant  divisée  en  plus 
de  parties  , elles  sont  plus  petites,  et  on  en  prend  un  même 
nombre.  Ainsi  on  peut,  dans  certains  cas,  reconnaître  de  suite 

quelle  est  la  plus  grande  de  deux  fractions  : f > f , J> 

,4  \ 1 

5 •'-'X  - 
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11  est  aisé  de  prévoir  qu’en  faisant  croître  les  deux  termes 
d’une  fraction  convenablement,  la  valeur  demeure  la  même; 
car  si  l’on  double  le  dénominateur  7 de  | , chacune  des  parties 
sera  partagée  en  deux,  puisque  l’unité  en  contiendra  14  au  lieu 
de  7.  Pour  avoir  la  même  grandeur,  il  faudra  donc  prendre  deux 
parties  au  lieu  d’une  , 4 au  lieu  de  2.  . .,  enfin  10  au  lieu  de  5 ; 
et  sera  = f . En  triplant  7 et  5,  on  aurait  de  même  etc. 

Donc,  la  valeur  d’ une  fraction  ne  change  pas  lorsqu’on  en 
multiplie , et  par  conséquent  lorsqu’on  en  divise  les  deux  termes 
par  un  même  nombre  : 4 = -I  — --  — - 1°°  • JL?_  — 9 — 3 

' 4 8 iü  i ti  4003  no  TU 4* 

Nous  concluerons  de  là,  que,  i°.  pour  amener  les  fractions 
f et  | à être  affectées  d’un  même  dénominateur,  multiplions  les 
deux  ternies  5 et  7 de  la  irepar  4,  et  les  deux  termes  3 et  4 

de  la  2e  par  7 , nous  aurons  et  —f-  ou  et  £■;  il  est 

clair  que  ce  calcul , qui  ne  change  pas  la  valeur  des  fractions  , 
leur  donne  le  même  dénominateur  4 X 7 = 7X4.  Donc  , on. 
réduira  deux  f actions  au  meme  dénominateur , en  multipliant 
les  deux  termes  de  chacune  par  le  dénominateur  de  II  autre 
fraction.  Il  est  donc  bien  facile  de  distinguer  quelle  est  la  olus. 
grande  de  deux  fractions  données  ; par  ex.,  équivaut 

Le  même  raisonnement  prouve  que  , si  Von  a plus  de  deux 
fractions } en  multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres , on  les  réduira 
au  même  dénominateur , qui  sera  le  produit  de  tous  ces  déno- 
minateurs. Soient  j , f,  et  on  multipliera  les  deux  termes 
de  f par  4 X 7 = 28  , ceux  de  f par  3 X 4=  12  , enfin  ceux 
fMpar3X7  = 2i;il  vieûdra  1nMSet||;  donc  f > f > |. 

La  réduction  au  meme  numérateur  se  ferait  aussi  facilement , 
et  pourrait  également  servir  à distinguer  quelle  est  la  plul 
grande  de  plusieurs  fractions. 

2°.  On  amène  aisément  toute  fraction  à recevoir  pour  déno- 
minateur un  nombre  donné,  qui  est  un  multiple  exact  de 
.son  dénominateur  actuel.  Ainsi , A.  peut  prendre  60  pour  dé- 
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nominateur;  car  60  = 5 X 12  ; et  en  multipliant  les  deuxtet-* 
ines  par  5 on  a ^ = £§. 

Lôrsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  , 
la  réduction  au  même  dénominateur  peut  donc  beaucoup  se 
simplifier.  Pour  ^ et  J , on  voit  de  suite  qu’en  multipliant  par  2 
les  deux  termes  de  \ , on  a \ , qui  a même  dénominateur  que 
De  même  J et  § , deviennent  f et  f . Pour  et  | , on  multipliera 
7 et  12  par  2,  puis  5 et  8,  par  3,  et  il  viendra-^  et  En  général, 
on  cherchera  (n°  32)  le  plus  petit  nombre  divisible  par  tous  les 
dénominateurs  proposés , et  on  pourra  faire  servir  ce  nombre 
de  dénominateur  commun . Par  ex. , soient  i f \ i 1 Ju 

Apres  avoir  trouve  que  24  est  le  plus  petit  nombre 
divisible  par  2,  3,  4>  6,  8 et  1 2,  on  divisera  24  par 

ces  divers  nombres,  et  on  aura  pour  quotiens 12  8 6 \ 3 a 

Multipliant  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par 

le  quotient  qui  lui  correspond , on  a U 2JI  13.  -L.  JL 

* *•  ' o \ o a n a o é cj  , o 1 


La  réduction  au  même  dénominateur  est  ainsi  faite  sous  la 
forme  la  moins  composée. 

3°.  Toute  fraction  dont  les  deux  termes  contiennent  le  même 
facteur,  prend  donc  une  expression  plus  simple  parla  suppression 
de  ce  facteur,  et  elle  conserve  la  même  valeur.  Si  l’on  amène 
la  fraction  à ne  plus  avoir  de  diviseur  entre  ses  deux  termes,  il 
sera  désormais  impossible  de  lui  faire  prendre  une  forme  plus 
simple;  car  si  7 et  11  étant  premiers  entre  eux  , on  admettait, 
par  ex.;  que  fr  peut  être  réduit  à la  valeur  moins  composée  J, 

on  aurait,  en  réduisant  au  même  dénominateur  ^ 1 ■ 
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ou  7X4  — 3 X n.  Ce  qui  est  absurde  ( n°  24  , 5°.  ) , puisque 
3 X 1 1 devrait  être  divisible  par  7.  Ainsi , pour  réduire  une 
fraction  à une  valeur  égale  plus  simple  et  irréductible , il 
suffit  de  supprimer  tous  les  facteurs  communs  à ses  deux 
termes. 

Pour  cela  , on  décompose  ces  nombres  en  leurs  facteurs  pre- 
miers ( n°  25  ),  et  on  rie  laisse  subsister  que  ceux  qui  ne  sont  pas 
communs.  11  est  plus  simple  de  chercher  le  plus  grand  commun. 
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diviseui  des  deux  termes  ^ n°  28  ) , et  de  diviser  ces  termes  par 
ce  diviseur.  Ainsi,  pour  fff,  on  trouve  que  4 7 est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  799  et  2961  : divisant  ces  nombres 
par  47 , on  a ~ pour  la  plus  simple  expression  de  Nous 
avons  même  indiqué  (n°oo)  un  procédé  facile  pour  déduire 
les  termes  cherchés  de  la  série  des  quotiens  qui  conduisent  au 
commun  diviseur.  Voici  le  calcul  pour  les  deux  fractions 

qu  on  réduit  à ^ et  — • , les  plus  grands  communs  di- 
viseurs étant  27  et  59. 

3429  ïo 62  |4i3 j 177  f 5o 

127  33  28  5 3 2 1 18  11  7 4 3 r 

Comme  une  fraction  peutse  mettre  sous  une  infinité  de  formes  ' 
et  que , sans  changer  de  valeur,  on  peut  l’exprimer  en  nombres 
très  dilférens , il  est  plus  aisé  de  se  faire  une  idée  juste  de  sa 
grandeur,  lorsqu’elle  est  mise  sous  la  forme  la  plus  simple 
{ voy.  n°33). 

4°.  Ajoutons  4 au  dénominateur  de  la  fraction  | , et  cher- 
chons ce  qu’il  faudrait  ajouter  au  numérateur  pour  quelle  con- 
servât la  même  grandeur,  c.-à-d. , combien  il  faut  de  7e*  pour 
composer  les  § de  l’unité.  Pour  cela,  réduisons  au  même  déno- 
minateur f et  la  fraction  qui  lui  équivaut,  dont  7esf  le  dénomina- 
teur : le  numérateur  sera  1 4 pour  l’une,  celui  de  l’autre  deviendra 
triple-,  comme  ces  numérateurs  doivent  être  égaux,  14 est  donc 
égal  au  triple  du  numérateur  cherché  , qui  est  par  conséquent 

/ I a 

if,  ou  4-f-  f;  Ainsi  § = — \ il  a donc  fallu  ajouter  2 4- fan 

numérateur  de  § pour  compenser  le  changement  du  dénomina- 
teur 3 en  7.  Il  est  aisé  de  conclure  de  là  qu’on  ne  peut  ame- 
ner une  fraction  à recevoir  pour  dénominateur  un  nombre 
donné , qui  n’est  pas  un  multiple  de  celui  de  cette  fraction 
à moins  qu’on  n’admette  une  fraction  au  numérateur. 

5°.  Lorsque  deux  fractions  sont  égales , celle  quon  forme 
avec  la  somme  ou  la  différence  des  numérateurs , et  celle  des 
dénominateurs  , leur  est  encore  égale ; car  soit  ~ • — •'!/>  ce 

'•  4 
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fractions  dnt  Un  facteur  coiiimùn  à leurs  cleux  termes  ( 3°.  ), 
et  elles  équivalent  à — : les  numérateurs  sont  des  multiples  dey, 
et  les  dénominateurs,  les  mêmes  multiples  de  il  ; or,  il  est 
clair  que  35  -f-  1 4 est  également  un  multiple  de  7 , et  que 
55  -f*  22  est  le  même  multiple  de  1 1 ; donc 
La.  soustraction  , réitérée  ternie  à terme  , simplifie  de  plus  eri 
plus  la  fraction  composée  , qui , sans  changer  de  valeur  , finit 
par  devenir  identiquement  la  même  qUe  la  fraction  la  plus 
simple,  si  celle-ci  est  irréductible.  En  effet,  tant  que  les  termes 
de  la  irc  sont  plus  grands  que  ceux  de  la  ae,  la  soustraction 
est  encore  possible;  et  lorsqu’enfin  on  ne  peut  plus  .soustraire  y 
si  le  résultat  était  différent  de  la  2e  fraction , il  s’ensuivrait 
qu’elle  pourrait  avoir  une  expression  égale  , conçue  en  termes 
moindres  , contre  l’hypothèse.  Donc,  de  deux  fractions  égales , 
si  l'une  est  irréductible , les  termes  de  l'autre  sont  des  mul- 
tiples de  ceux  de  la  première . 

Non-seulement  la  valeur  d’une  fraction  n’est  pas  altérée  par 
ïa  multiplication  ou  la  division  de  ses  termes  par  un  même? 
nombre  ; mais  tout  autre  changement  doit  en  altérer  la  valeur  : 
par  ex.,  si  l’on  ajoute  ou  si  l’on  ôte  un  même  nombre  aux  deux 
termes,  la  fraction  change  de  valeur  ; car  soit  f , ajoutant  3 
haut  et  bas , on  aura  ; et  s’il  était  possible  qu’on  eût  j=~ , 
en  soustrayant  terme  à terme  , on  aurait  f-  = ~ = 1 ; ce  qui  est 
faux  (*). 

; ; . 


'N 


(*)  Cherchons  les  nombres  x et yi  qu'on  peut  ajouter  ou  ôter  aux  deux  termes 

CL  CL  Cl  x 

dune  fraction  - sans  en  chauger  la  valeur,  ou  - = — — - — En  réduisant  au 
b q t>  zn  y 


même  dénominateur,  il  vient  ay  — bx , et  divisant  par  by , 


donc  , 


tes  nombres  qu’on  peut  ajouter  ou  ôter  aux  deux  termes  d'une  fraction  1 
sans  en  changer  la  valeur , doivent  former  une  fraction  égale  a la  pro- 
posée On  en  tire  les  théorèmes  ci-dessus  ; et  de  plus,  x ne  peut  être  —y 
qu’ autant  que  a —b\  c.-à-cl.,  qu’on  ne  peut  ajouter  ou  ôter  le  meme  nombre 
aux  deux  termes  d’une  fraction,  que  lorsqu’elle  est  = r. 
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Addition , Soustraction Multiplication  et  Division. 


5p.  Rien  n’est  plus  aisé  que  d’ajouter  ou  de  soustraire  des 
fractions  qui  ont  même  dénominateur  ; on  ajoute  ou  on  re- 
tranche les  numérateurs,  et  le  dénominateur  reste  le  même. 
•-2- 4.-*-  — -2-ou  3-*  JL 2_  — -A.  où  A*  — -L-JL-L  ± — JL 

3 2.  I 1 a iî  4.)  1a  12  " 1 4 uu  3 J 1 a 1 1 2 T 1 a 12  12* 

Si  les  dénominateurs  ne  sont  pas  les  mêmes , on  commen- 
cera à ramener  les  fractions  à cet  état  (n°38,  i°iet20.).  Ainsi 
I + y ou  — — ri0U1  + J valent  |f-f||-f- 
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3 i 

4 i 


8 


11  J.. 

4 !•• 

2 f . . 
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8 

IO 
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Pour  IJ-i-Ll  -i Z I Z L.  5 .. 

8 4 l 8 4 la'3i^5e  jo  “ lô»  6 8 4 i 2 ) 

on  trouvera  120  pour  le  plus  simple  dénominateur  (n°32)-  les 
numérateurs  deviendront  60  -f-  80  -f-  72  4"  84  4-  56  -f-  100 
— 45  — 3o— -5o  ou  327  : ainsi  le  résultat  cherché  est 
0U2-f-||. 

Lorsque  les  fractions  sont  accompagnées  d’entiers,  on 
opère  séparément  sur  les  unes  et  sur  les  autres.  Pour  ajouter 
3 + ^ avec  4 +J,  on  prend  J-f-J 
===  | ou  1 -f- 1 ; on  pose  ~ et  on  retient  1 , 
qui,  ajouté  avec  3 et  4,  donne,  pour 
la  somme  cherchée,  8-j-i»  De  même 
pour  ajoutër  11  4-f  > 44- f,  2 + f ; 

-h  et  3 4-  i>  on  trouve  |4*  | 4-  f 
4-ir4-i— + on  pose  f, 

et  on  prend  3 ~f*  1 1 4-  4 4*  2 4*  3 
est  23  -f- 

Pour  ôter  1 -f  J de  3 4"  on  ôte|  de  ’ et  1 de  3;  on  a pour 
reste  2 f.  De  1 3 4“  \ si  on  veut  ôter  7 4-  | , comme  jn  11e 
peut  ôter  \ de  on  ajoute  1 à|,  et  on  cher- 
che f — J : on  trouve  |;  puis  on  ajoute  de 
même  1 au  nombre  7 à soustraire  (p.  10), 
et  on  dit  1 3 — 8 — 5 ; ainsi  5 + J est  la  dif- 
férence cherchée. 

4o.  Multiplier  * par  3 , c’est  ajouter  3 fois  | , ou  ~ -f-  f 4"  f î 
ce  qui  se  réduit  à répéter  3 fois  le  numérateur  2 ; J X 3 =|. 
Pour  multiplier  une  fraction  par  un  entier,  il  faut  multiplier 

4. . 


23  ; donc  la  somr  e 


3 b 
1 4. 


2 

1 


2 


i5  4 
7 f 


5 1 
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numérateur  par  l'entier;  on  pourrait  aussi  diviser  le  dénomma - 
s’il  était  un  multiple  de  l’entier;  car  5X2  donne  — ’ 

4 

ou  | , ou  supprimant  le  facteur  2 commun  aux  deux  termes  , 
l’opération  s’est  réduite  à diviser  par  2 le  dénominateur  de  J. 
On  trouve  de  même  ^7  X 36  = 7X2  = 22;^|x  12^:^. 

' B.éciproquement , pour  diviser  une  fraction  par  un  entier  , il 
faut  multiplier  le  dénominateur  y ou  diviser  le  numérateur  par 
cet  entier . Car,  si  le  numérateur  est  un  multiple  du  diviseur, 
comme  pour  77  I 5,  le  quotient  est  visiblement 77,  puisque,  si 
l’on  multiplie  par  le  diviseur  5,  on  retrouve  le  dividende.  Mais 
si  le  numérateur  n’est  pas  un  multiple  du  diviseur,  comme 
pourf  : 5 , on  peut  aisément  le  rendre  divisible  par  5,  en  mul- 

6x5. 

- — -p  ; la  division  par  d 

7 X d 

donne  donc  77 , calcul  qui  a consisté  à multiplier  le  dénomina- 
teur 7 par  5. 

4**  Venons-en  aux  cas  où  le  multiplicateur  et  le  diviâeur 
sont  fractionnaires  ; prenons,  par  ex.,  3X  f-  La  définition  (n°3) 
de  la  multiplication  ne  peut  ici  s’appliquer;  car  ce  serait  une 
chose  vide  de  sens  que  de  dire  qu’on  veut  ajouter  3 autant  de 
fois  que  7 contient  l' unité.  Ainsi  l’acception  du  mot  multiplier 
ne  peut  demeurer  la  même  lorsque  le  multiplicateur  est  frac- 
tionnaire. Nous  entendrons  à l’avenir  par  multiplier  par  | , 
prendre  les  - du  multiplicande  (*). 


tipliant  les  deux  termes  par  5 ; on  a 


(*)  Le  mot  multiplier  est  donc  pris  dans  deux  sens  différons  , selon  que  le 
multiplicateur  est  entier  ou  fractionnaire  : dans  le  Ier  cas,  il  s’entend  dans 
j’acception  accoutumée  ( n°  3 );  dans  le  2e,  on  lui  donne  la  signification 
ci-dessus.  Mais  il  ne  suffit  pas  , pour  avoir  le  droit,  d’entendre  un  mot  de  deux 
manières  , qu’il  n’en  résulte  pas  de  confusion  ; il  faut , en  outre  , que  les  con- 
séquences n’entralnent  aucune  contradiction.  Pour  nous  -assurer  de  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  actuel,  considérons  les  deux  cas  ou  le  multiplicateur  tient  à 
la  fois  des  nombres  entiers  et  des  fractionnaires. 


/ 8 

3 X 2 = -:»  d'après  la  règle  11®  4°>  tirée  de  la  ire  définition  du  mot 

O O 
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Nous  avons  vu  (n°  3y,  4°*  ) <lue  ^ pour  prendre  les  J de  3,  il 
faut  multiplier  2 par  3 , | X 3 — 5 , équivalent  à 3 X f . De 
même  multiplier  | par  f , c’est  prendre  les  f de  | ; il  faut  donc 
former  7 parts  dans  la  grandeur  J,  et  en  prendre  5,  ou  multi- 
plier | par  5 et  diviser  le  résultat  par  7 : la  première  de  ces 
opérations  donne  Ej2,  et  la  seconde  — . 

Donc,  i°.  pour  multiplier  deux  fractions , il  faut  multiplier 
terme  à terme  , c.-à-d.  , diviser  le  produit  des  numérateurs  par 
celui  des  dénominateurs. 

20.  Le  produit  est  plus  petit  que  le  multiplicande , quand  lé 
multiplicateur  est  une  fraction  <i  1 , 


6 4 6 ik 

multiplier  : et  si  l’on  re'duit  2 entiers  sous  la  forme  - , le  produit  ~ x - = — t? 

o 5 j>  i5 

g 

d’après  la  2«  définition,  se  re'duit  encore  à -• 

] . . ï 

2°.  Si  le  multiplicateur  est  2 -,  soit  qu’on  multiplie  par  2 et  par  -,  et  qu’on 

D J 


ajoute  ; soit  qu’on  multiplie  par  - , on  obtiendra  le  meme  résultat  : 

J 


4 1 8 4 4 ? 

- X 2 — £-{ r — ~P  ’ — ~y/ 

5 5 5 x5  10  5 o îu 


On  voit  donc  que  les  deux  acceptions  du  mot  muhipler  donnent  les  mémos 
résultats,  dans  les  cas  où  l’on  peut  rapporter  ce  mot  h l’une  et  à l’autre  de  ces 
deux  définitions,  ce  qui  établit  le  droit  de  les  adopter  ensemble;  onpjeutméme 
voir  que  la  2«  n’est  qu’une  extension  donnée  à la  ire,  en  sorte  qu’elles  rentrent 
ensemble  dans  un  même  système. 


3 5 i5  . . 3 3 

En  effet , dans  l’opération  -X  - = — , le  multiplicande  7 est  les  - de 

i5  3 fi  , i5 

l’unité  , est  aussi  les  - de  - , d’après  notre  nouvelle  définition  : ainsi  — est 
’ 28  4 7 1 28 


contenu  dans  - autant  que  - l’est  dans  l’unité  : d’une  manière  analogue , pour 

7 4 

3 x 4 — 12,  12  contient  4 autant  de  fois  que  3 contient  l’unité  : si  donc  on 
convient  de  donner  au  mot  composer  l’acception  active  et  passive  de  contenir 
et  être  contenu  , on  pourra  dire  que  le  produit  est  y dans  tous  les  cas  , com- 
posé avec  le  multiplicande , comme  le  multiplicateur  l’est  avec  l unité. 
C’est  ainsi  que  M.  Lacroix  expose  les  principes  de  la  multiplication  des  frac- 
tions ; on  voit  qu’il  y suppose  aussi  tacitement  nos  deux  acceptions  du  mot 
multiplier  y en  donnant  au  mot  composer  la  double  définition  dont  il  viens 
d’être  question. 
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3°.  On  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  , comme  dans  la 
multiplication  des  nombres  entiers  (n°  11  ). 

4°.  Lorsqu’il  y a des  facteurs  communs,  il  convient  de  les 
supprimer  avant  d’effectuer  les  multiplications;  par  ex.,  pour 
avoir  les  * des  ~ des  | des  f de  l’unité , c’est  ce  qu’on  nomme  une 
Fraction  de  fraction , il  faut  effectuer  le  produit  §XjX|Xfj 

2 X O X O X 4 rai  • i r . 

ou  — ou  enfin  | = f > en  supnmant  les  facteurs 

o x 4 ix  b ✓K  t) 

3 , 4 et  5. 

5°.  Le  carré,  le  cube,  et  en  général  toute  puissance  d’une 
fraction  se  forme  en  élevant  les  deux  termes  à cette  puissance  : 
par  ex.,  le  carré  da  | est  3 X f = J ; le  cube  estf  X f = etc.  ; 
donc  si  la  fraction  proposée  est  irréductible , la  puissance  l'est 
pareillement  (n°  24,  6°.). 

Le  quotient  de  J divisé  par  f est  une  fraction  qui,  multipliée 
par  f , produit  | : il  est  visible  qu’il  suffit  d’introduire  dans  J les 
facteurs  5 et  7,  l’un  en  bas,  l’autre  en  haut*,  car,  lorsqu’on 

voudra  multiplier  Par  7?  après  que  les  facteurs  com- 

muns auront  été  supprimés , on  trouvera  J.  Donc , pour  diviser 
par  une  fraction^  on  la  renverse , et  on  multiplie. 

g .3  Qy5 40  71,3  . _5j 3y  TJ _ 33 

^ • 5 u A 3 3 3 j ^ « i i 4 XX  5 * ^ o • 

Le  quotient  est  d’ailleurs  plus  grand  que  le  dividende,  quand 
le  diviseur  est  moindre  que  l’unité. 

Si  les  fractions  renferment  des  facteurs  communs , il  ne  faut 
pas  attendre  que  la  multiplication  soit  effectuée  pour  les  sup- 
primer. f : | est  la  même  chose  que  2 : 4 = f ou  \ \ fl  • 37 

. a . j / 

1 '«  a 4* 

42.  Lorsqu'il  y a des  entiers  joints  aux  fractions , on  les 
convertit  en  nombres  fractionnaires  (n°  37,  20.)  Ainsi 


31  X 7 3 = ^X  22  ~ 631 


25  ff 


45 1 x 17  ! 


1 8 
4 


3 27  — 

1 X ==  -^f9-  = 808  i 


O JL  • / 3 7 . Il  Z V’  -L  •« — • 11 

^3  • 4 4 3*4  3*^19  5 7 * 

Observez  qu’il  est  souvent  plus  court  d’exécuter  séparément. 
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x i 


45 

17 

5i5 

45 


45  X |. . .3o 
17  X 


‘A 


4*  * 


îa  multiplication  de  chaque  partie  , et  d’a- 
jouter. Pour  3 fx8,  on  multipliera  par  8 d’a- 
bord^, et  ensuite  3 •,  on  aura  J ou  2,  et  24; 
le  produit  est  donc  26.  L’exemple  ci-contre 
montre  le  développement  du  calcul  de 
45  -|X  17  | : on  multiplie  45  par  17,  J par 
§,  45  par  3 j et  17  par  J : la  somme  de  ces 
résultats  est  808  f,  produit  cherché. 

Dans  la  division,  on  peut  chasser  le  dénominateur  du  divi- 
seur, en  multipliant  les  deux  quantités  proposées  par  ce  même 
dénominateur  , ce  qui  n’altère  pas  le  quotient  ( n°  i5,  i°).  Pour 
diviser  2 jpar  5 § , je  multiplie  ces  deux  nombres  par  6 ; j’ai  14 
à diviser  par  23  ou  De  même,  i25y 

+ rh=6+Ü3;  1:21=3:7 


.12  j 

808  I 


18  |=5oi  j : 75 


5 o 1 
75 


3 

7* 


Des  Fractions  décimales . 


43.  L’embarras  qu’entraînent,  dans  les  calculs,  les  deux 
termes  des  fractions,  a inspiré  l’idée  de  fixer  d’avance  le  déno- 
minateur et  de  le  sous-entendre , ce  qui  donne  lieu  à deux  sortes 
de  dispositions,  les  fractions  décimales  et  les  nombres  com- 
plexes ; mais  l’une  et  l’autre  sont  assujéties  aux  règles  données 
précédemment , qui  seulement  deviennent  plus  simples.  OcCu- 
pons-nous  d’abord  des  fractions  décimales. 

On  a vu  (n°  6 ) qu’un  chiffre  vaut  dix  fois  moins  que  s’il 
occupait  la  place  qui  est  à sa  gauche  ; si  l’on  continue  la  même 
convention  à la  droite  des  unités  dont  le  rang  sera  marqué  par 
une  virgule,  on  verra  que  le  i*r  chiffre  après  les  unités  repré- 
sentera des  dixièmes , le  2*  des  centièmes  ; le  3e  des  milliè- 
mes, etc.  , . . 3,3  figurera  3 entiers  et  ~ \ 42, o5  vaudra  42 

5 . n / 'Z  4 I S 4o  S 

^ ' J Q O ^ J W'  |‘  '■»  V-,  — J q J Q Q Q ^ Q Q Q # 

Ainsi  la  partie  qui  suit  la  virgule  est  le  numérateur,  et  il  est 
inutile  d’écrire  le  dénominateur,  qui  est  toujours  1 suivi  d’au- 
tant de  zéros  qu’il  y a de  chiffres  après  la  virgule.  Il  est  donc 
îfien  facile  de  lire  une  fraction  décimale  éçritç,  ou  réciproque» 
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ment  d écrire  une  fraction  décimale  proposée , puisque  l’énoncé 
même  est  le  numérateur  ou  la  partie  qui  suit  la  virgule  , et  que 
le  dénominateur  est  marqué  par  le  rang  de  la  dernière  déci- 
male , qui  indique  combien  on  doit  écrire  de  zéros  à la  droite 
de'  î.  Par  ex.,  8,700201  = 8et70O20i  millionièmes;  parce  que 
1 étant  au  6e  rang,  le  dénominateur  est  1000000  : de  même 
554,oo63  — 554  63  dix-millièmes.  Réciproquement  3 dix- 

mi  ;iè  mes  s’écrit  0,0003,  parce  que  dix  mille  porte  zéros  , 
et  que  la  dernière  décimale  doit  être  au  4e  rang. 

Mille  entiers  et  4 centièmes  = 1000,0 4. 
i5  mille  cent  millionièmes  0,00010000. 

44-  On  remarquera  que,  i°.  en  déplaçant  la  vigule,  suivant 
quelle  recule  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  , le  nombre  est 
multiplié  ou  divisé  par  10  pour  un  rang , par  100  pour  deux 
rangs  , par  1000  pour  3 rangs  , etc.  , parce  que  chaque  chiffre 
a pris  une  place  qui  lui  donne  une  valeur  multipliée  ou  divisée 
par  10,  100,  1000;  ainsi  342,53  est  10  fois  34,253  ; 100  fois 
3,4253  ; 1000  fois  0,34253. 

20.  On  peut,  sans  changer  la  valeur  d’une  fraction  déci - 
male  , mettre  ou  ôter  un  ou  plusieurs  zéros  à sa  droite ; car  on 
multiplie  alors  les  deux  termes  delafraction  par  10,  100,  1000... 
0,0  = o,3o  = o,3oo ....  revient  à = ffs-  . « . 

3°.  Deux  fractions  décimales,  formées  d’autant  de  chiffres  , 
ont  même  dénominateur.  Pour  réduire  au  même  dénomina- 
teur , il  suffit  de  rendre  égal  le  nombre  des  chiffres  des  fractions 
décimales  , en  ajoutant  des  zéros  à l’une  d’elles. 

4°.  Pour  distinguer  la  plus  grande  de  deux  fractions  déci- 
males , ce  n’est  pas  le  nombre  des  chiffres  qu’il  faut  consulter  ,, 
mais  la  grandeur  des  chiffres  , à partir  de  la  virgule. 

0,7  > 0,5432 1 , parce  que  7 > 5 ; 0,004  > 0,00078  ; 
o,  687  > o, 683$. 

45.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  règles  de 
l’addition,  la  soustraction.  . . lorsqu’il  s’agit  de  fractions 
décimales. 

Pour  ajouter  ou  soustraire  , complétez  les  nombres  de  déci- 
males en  ajoutant  des  zéros  à la  droite  (n°44j  3°.  ) ; puis  faites 
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ïe  calcul  à l’ordinaire,  comme  s’il  n’y  avait  pas  de  virgule, 
sauf  à la  placer  au  même  rang  dans  le  résultat.  Observez  qu’à 
proprement  parler,  les  zéros  qu’on  ajoute  3^02  4852,791 

sont  inutiles,  et  qu’il  suffit  de  donner  à cha- 
que chiffre  la  place  qui  convient,  eu  égard 
à son  rang  compté  de  la  virgule. 

Voici  quelques  exemples  de  soustraction. 


2,70 

8,00 

4,69 


4,00745 

2,7 

0,049 


18,41  4859,54745 


57,02 

48,1 

8,92 


4,8274 

2,0189 


6,00435 

0,17 


3 , 842 
ï ,oo4554 


a,8i35  5,83435  2,887448 


46.  Pour  multiplier  les  deux  quantités  43,7  et  3,9 1,  obser- 
vons qu’elles  équivalent  à et  t?ïï*  D e produit  des  numéra- 
teurs (n°40  doit  être  divisé  par  celui  des  dénominateurs,  ou 

437X301  I70867  ■ 7X  • 7 

2-1 ü—  — — - — ~ ~ 1 70,067.  Donc  , pour  obtenir  le  pro- 

1000  1000  ' ' r 

duit  de  deux  nombres  décimaux , il  faut  multiplier  sans  avoir 

égard  à la  virgule  , et  séparer , à droite  du  produit , autant  de 

chiffres  décimaux  qu’il  y en  a dans  les  deux  facteurs. 

Voici  divers  autres  exemples  de  multiplication  : 


2,4542 

0 , oo53 

3, 7 

4,Ï2 

21,32 

O, TOOIOS 

0,04 

0,007 

7 3626 

:4 

63g6 

0,000  28 

122  710 

0 7 

2182 

o,oi3o  0726 

14,8 

2 1 32 

M.| 

<Jï 

VJ 

2,13419096 

On  pourrait  exécuter  la  multiplication  en  commençant  par 
le  chiffre  de  l’ordre  le  plus  élevé;  alors  chacun  des  produits 
partiels  devrait  être  avancé  d’un  rang  vers  la  droite  ; la  ire  ligne 
s.  ■ celle  ou’on  a coutume  d’écrire  la  dernière  ; l’avant-der— 


nié:  deviendrait  la  deuxième,  etc.  C’est  ce  ^34  535 

qu’on  peut  remarquer  dans  l’opération  ci-  ^4 

. A , 3. . 2808  575 

contre  ; on  a meme  cet  avantage,  qu  on  trouve  4 ..  3^3  §IOO 

d’abord  les  chiffres  de  plus  haute  valeur  et  2“-  1 8 69050 

1 > 7 6 541675 

leur  ordre,  ce  qui  suffit  quelquefois.  Par  ex.,  6 5607150 

le  îer  produit  ayant  donné  7 chiffres  , et  les  8ao3  1778900 

quatre  autres  multiplicateurs  partiels  exigeant  qu’on  recule  les 


93  4525 
3 4276 


280 

3575 

37 

38ioo 

ï 

86906 

654 1 6 
56o7 
320,31778 
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produits  de  4 rangs , il  y aura  en  tout  7 4-  4 chiffres  au  produit. 
Les  28  qui  commencent  la  ire  ligne  sont  donc  suivis  de 9 chiffres, 
leur  valeur  est  28  suivi  de  9 zéros.  ( Voy.  p.  18  ). 

On  peut  donc  arrêter  chaque  multiplication  à tel  rang  qu’on 
veut,  et  par  conséquent  obtenir  au  produit  tant  de  chiffres  qu’on 
juge  à propos.  Cherchons,  par  ex.,  le  produit  de  93,4525  par 
3,4^78  avec  5 décimales.  Après  avoir  trouvé  le 
produit  partiel  934526  X 3,  je  remarque  que  les 
quatre  autres  chiffres  du  multiplicateur  forceront 
à reculer  de  4 rangs  à droite  ; mais  le  produit  doit 
avoir  8 décimales  ; donc  8 — 4 est  Ie  rang  de  la 
virgule  dans  le  ier  produit  partiel,  qui  sera  à gau- 
che du  4*  chiffre,  où  l’on  a placé  un  trait.  En  gé- 
néral, quand  le  1er  produit  sera  obtenu,  on  y marquera  le 
rang  de  la  virgule,  en  retranchant  de  la  totalité  des  décimales 
du  produit  complet  j le  nombre  des  chiffres  du  multiplicateur 
pour  lesquels  il  reste  à opérer. 

La  place  des  unités  une  fois  marquée,  il  est  aisé  de  ne  pous- 
ser le  calcul  que  jusqu’à  5 figures  décimales.  On  opérera,  pour 
le  facteur  4)  comme  ci-dessus,  ce  qui  donnera  une  5e  déci- 
male ; puis  en  venant  au  multiplicateur  2,  on  ne  commencera 
la  multiplication  qu’au  2e  chiffre  2 ; mais  à 2 X 2 on  joindra  la 
dizaine  retenue  qui  provient  de  2X5.  Pour  le  multiplicateur  7, 
la  multiplication  ne  commencera  qu’au  chiffre  5,  en  y joi- 
gnant 1,  qui  provient  de  7X2.  Enfin  pour  6,  on  dira 
6 X 5 = 3o  ; on  ne  posera  rien,  et  on  retiendra  3;  puis 
4 X 6 -f-  3 = 27  , on  posera  7 au  5®  rang  de  décimales,  et 
on  retiendra  2 , etc. 

On  voit  qu’à  chaque  multiplicateur  partiel , on  supprime  un 
chiffre  au  multiplicande,  à partir  de  l’instant  où  l’on  a le 
nombre  de  figures  décimales  exigé-  Il  convient  de  marquer  d’un 
point  chaque  chiffre  du  multiplicande  à mesure  qu’il  est 
négligé. 

Lorsque  les  facteurs  ne  sont  qu’approchés  , cette  règle  est 
aur-tout  utilç  ; car  le  procédé  général  aurait  l’inconvénient 
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d’alonger  le  calcul  pour  donner  au  produit  plus  de  chiffres  qu’il 
ne  faut,  attendu  qu’on  n’y  doit  conserver  au  plus  que  des  par- 
ties décimales  de  même  ordre  que  dans  les  deux  facteurs  (*). 
Nous  mettrons  ici  le  calcul  pour  4>3$7  X 3,y56, 

avec  2 décimales  au  produit.  4*387 

t 3,n5Ô 

La  dernière  décimale  qu’on  obtient  par  ce  j— 1 — 


10 


16 

°7 

22 

2 


ï6,47 


procédé  est  un  peu  fautive,  à cause  de  la  re-  ^ 3 

tenue  qui  provient  des  colonnes  négligées.  On  [ 

remédie  à cet  inconvénient  en  calculant  une 
figure  décimale , outre  celles  qu’on  veut  conser- 
ver, sauf  à la  négliger  ensuite  ; ou  en  augmentant  d’une  dizaine 
chaque  produit,  qu’on  n’écrit  pas  , lorsque  les  unités  de  ce 
produit  omis  sont  5 ou  plus.  C’est  ainsi  qu’on  en  a usé  dans  le 
dernier  exemple. 

4/.  Pour  diviser  des  quantités  accompagnées  de  chiffres  dé- 
cimaux , on  en  complète  le  nombre  par  des  zéros,  pour  qu’elles 


(*)  Soient  a et  h , deux  nombres  entiers  approches,  a:  et  y les  fractions  qui 
paesuvent  les  erreurs;  le  produit  ab  devrait  (être  remplacé  par 

( flr  -4-  x ) ( b -\~y  ) ~ab  -f-  ay  ■+■  bx  -f-  xy . 

Ainsi  Terreur  du  produit  ab  est  <T=  ay-\~bx- f-  xy. 

Ne  prenons  pour  valeurs  de  x et  y que  la  i^e  décimale  , chiffre  qui  est  de  ï 
à 5 (si  a:  est  5 pu  plus,  on  doit  augmenter  a de  1 , et  l’erreur  x est  négative  de 

r 5 \ r 5 

— à — ) • Prenons  donc  pour  x et  ries  valeurs  extrêmes  — et  — » et  négli- 

ro  ioy  1 J 10  10 

geonsay,  qui  est  des  iooes;  l’erreur  $ sera  intermédiaire  entre  ~ (a  4-  b)  eÇ 

- (n-f-  b).  Ainsi , pour  juger  jusqu’à  quel  point  un  produit  ab  de  deux 

2 ; r r 

nombres  entiers  approchés  est  exact , on  prendra  — et  - de  la  somme  (a-hb) 

de  ces  nombres  ; V erreur  $ sera  intermédiaire  entre  ces  résultats. 

Quand  a et  b sont  eux-mêmes  approchés  en  décimales  , le  déplacement  de 
la  virgule  ramènera  ce  cas  auprécédent  ; par  ex.,  4^87  X 3,756  = 16,477572; 
si  les  facteurs  ne  sont  qu’approchés,  le  résultat  sera  fautif.  Supprimons  la  vir- 
gule , le  iop  et  la  moitié  de  la  somme  des  facteurs  sont  814  et  4071  ; c’est  entre 
ces  nombres  qu’est  renfermée  l’erreur  du  produit,  et  on  n’y  peut  compter  sur 
l’exactitude  que  des  deux  premières  décimales,  puisque  les  quatre  dernières 
peuvent  être  attaquées  : ainsi  le  produit  = 16,48.  Cet  exemple  est  celui  dis 
|exte  ci-dessus,, 
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en  nient  autant  l’une  que  l’autre,  et  on  supprme  la  virgule  ; par 
là  le  quotient  reste  le  même,  puisque  le  dividende  et  le  diviseur 
sont  multipliés  par  la  même  puissance  de  10  ( n°  i5,  i°.).  Soit 
8,447  ? à diviser  par  5,2r>  ; j’écris  3, 2:10,  et  j’ai  8447  à diviser 

par  3220;  le  quotient  est  2,  et  le  reste  2.  7.  Ainsi, 


8,447  , 20°7  j 

= 2 -{-  - — de  meme 


4q,i  __  49,100 


3,22 

49100 


2 + 


3220  ’ 
8q52 


20,0/4  20,074 


OU 


20074  20074 

Cette  règle  se  simplifie  lorsque  le  diviseur  n’a  pas  de  fractions  ; 

G,q345 


car  on  peut  diviser  à part  les  entiers; 


2,3i  i5.  S’il  y 


1 

a plus  de  décimales  dans  le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on 
est  ramené  à ce  dernier  cas,  en  déplaçant  la  virgule  d’autant  de 
rangs  des  deux  parts  , de  manière  que  le  diviseur  devienne  un 

2007 

nombre  entier;  8,447  • — 8 44>7  * ^22  = 2 -f-  (*)• 

Des  Approximations  et  des  Périodes . 

48.  L’erreur  que  l’on  commet,  en  négligeant  le  dernier  chiffre/ 
d’une  fraction  décimale,  est  d’autant  moindre,  que  cette  frac- 
tion a plus  de  figures.  Ainsi,  lorsqu’on  prend  0,4,  au  lieu  de 
c,43,  on  fait  une  erreur  de  3 centièmes  ; elle  n’est  que  de  3 
millièmes  lorsqu’on  pose  0,04,  au  lieu  de  0,043.  Lorsqu’on  se 


(*)  La  division  éprouvé  une  simplification  analogue 


3203176,8  1 9 34*525 
3996a1  8 


26791  8 
7101  3 

559  7 


à celle  cle  la  multiplication  : par  ex.,  320,61768  à divi- 
ser par  93,4520  , si  l’on  ne  veut  que  4 chiffres  déci- 
maux, après  avoir  trouve  les  deux  premiers  chiffres 
3,4  à l’ordinaire , on  supprimera  le  dernier  chiffre  5 
du  diviseur;  de  là  le  quotient  partiel  2 , et  on  aura  à multiplier 93  452  par  2, 
et  à soustraire  de  267918;,  il  restera  71013.  On  supprimera  de  nouveau  un 
chiffre  au  diviseur,  et  on  aura  le  quotient  7 et  le  reste  6697,  etc.  On  aura  soin, 
chaque  fois  qu’on  négligera  un  chiffre,  d’accroître  le  produit  suivant  des  di- 
zaines que  donnerait  ce  meme  chiffre.  Du  reste,  les  derniers  chiffres  du  quo- 
tient sont  défectueux.  Tout  cela  s’explique  facilement. 
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contente  de  2 ou  5 décimales,  et  quon  néglige  les  autres,  on 
suppose  qu’il  n’en  résulte  que  des  erreurs  trop  petites  pour  mé- 
riter qu’on  y ait  égard  ; il  est  même  rare  qu’on  emploie  plus  de 
6 ou  7 figures  décimales. 

Le  résultat  d’un  calcul  étant  4,807 123,  on  peut  prendre 
4,8  ou  4>83,  ou  4,837.  . . . pour  valeur  de  cette  quantité;  et 
comme  elle  est  4,8  et  4>9>  on  voit  ffue  ces  deux  expres- 
sions sont  approchées  à moins  de  — , l’une  par  défaut,  l’autre 
par  excès.  De  même  4,83  et  4,84  Ie  sont  à moins  de  et 
même  on  préférera  4,84,  attendu  que  le  chiffre  suivant  est  7, 
et  que  4,84  approche  plus  que  4,83.  En  général,  si  le  premier 
des  chiffres  qu'on  supprime  est  5 ou  plus , on  augmente  d'une 
unité  le  chiffre  conservé, 

4g.  Il  arrive  souvent  que  le  résultat  d’un  calcul  est  une  frac- 
tion irréductible  compliquée  ; on  se  contente  alors  d’une  ap- 
proximation dont  le  degré  dépend  de  la  nature  de  la  question. 
Ainsi,  au  lieu  de  supposons  qu’on  demande  une  autre  frac- 
tion plus  simple,  et  qui  en  diffère  de  moins  de  Il  est  clair 
que  si  l’on  connaissait  deux  fractions  , telles  que  | et  dont 
le  dénominateur  fat  8,  et  dont  les  numérateurs  ne  différassent 
que  de  1 , elles  rempliraient  l’une  et  l’autre  la  condition  exi- 
gée , si  était  compris  entre  elles  ; d s’agit  de  trouver  ces 
numérateurs  5 et  G.  Multipliant  ces  trois  fractions  par  8 , 
8 X ffr  ou  4yr  sera  encore  compris  entre  les  numérateurs  cher- 
chés ; mais,  en  extrayant  les  entiers,  on  trouve  que— f—est 
entre  5 et  6 ; ce  sont  donc  les  numérateurs  demandés.  En  effet, 
on  vérifie  aisément  que  § ne  diffère  de  ||4  TJri  de  bien 

moindre  que  De  là  cette  règle  (*)  : 


(*)  Pour  approcher  d’une  fraction  - à moins  de  -,  il  faut  déterminer x 

b j q 

OC  Ch  OC  f u-  J 

j par  la  condition  que  <7  - <i  - — : $ multipliant  tout  par  q , il  faut  que 

y MCI 

5 a:  < x-f-  1 ; c.-à-d.  , que  les  numérateurs  inconnus  de  nos  fractions 

sont  les  quotiens  x et  x + 1 , par  défaut  et  par  excès,  de  aq  divisé  par  h . 
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Multipliez  la  fraction  proposée  par  le  dénominateur  donné  ; 
l'entier  approché  du  produit  ( par  excès  ou  par  défaut)  est  le 
numérateur  demandé  De  même,  pour  approcher  de  à moins 
de  77 , on  multiplie  par  1 1 , et  on  a 6 ou  7 en  nombre 

entier;  donc 77  et  77  sont  les  fractions  cherchées.  Pour  appro- 
cher de  -7  à moins  de  ^ , on  à = 4 f » or  f à moins  de  7 est 
entre  f et  1 ; donc  4 ■J  et  5 sont  les  nombres  demandés. 

Appliquons  cette  règle  aux  fractions  décimales.  Proposons-nous 
d’approcher  de  - à moins  deo,i  ; multiplions  j par  io,  il  viendra 
èf , qui  est  entre  5 et  6 ; donc  o,5  et  0,6  sont  les  fractions  de- 
mandées. Pour  approcher  à moins  de  0,01  , il  faut  multiplier 
par  100 , et  on  a 1 entre  57  et  58  ; donc  , 0,67  et  o,58  ne  dif- 
fèrent pas  de  0,01  de^.  En  général,  divisez  le  numérateur  pat 
le  dénominateur,  et  ajoutez  au  reste  de  chaque  division  un  zéro , 
jusquà  ce  que  vous  ayez  obtenu  au  quotient  un  chiffre  de  l'ordre 
de  l’approximation  demandée. 

Ainsi  -y1 , soumis  à cette  méthode  d’approximation,  donne 
5,5  ou  3,57,  ou  3,671 , ou  3,5714.  • • , suivant  qu’on  veut  que  la 
valeur  soit  approchée  à moins  de  7^,  777,  7777. . . . De  meme 
- ffj-- , après  avoir  donné  le  quotient  entier  407  j en  continuant 
la  division  à l’aide  d’un  zéro  placé  après  chaque  reste,  donne 
,38g.... 

5o.  Lorsqu’après  avoir  ajouté  un  nombre  suffisant  de  zéros,, 
la  division  amènele  reste  zéro,  la  fraction  est  exprimée  exacte- 
ment en  décimales.  On  a exactement  ~ — o,5 , 7 — 0,76  , 
| = 0,626  , — • = o,65.  Il  est  aisé  de  prévoir  dans  quel  cas  cela 
arrivera  ; car  la  division  ne  pouvant  s’effectuer  qu  après  avoir 

multiplié  le  numérateur  par  io,  100,  1000 si  la  fraction 

est  irréductible  , il  faut  que  cette  puissance  de  10  soit  divisible 
par  le  dénominateur  ( n°  24 , 4°*  )>  ce  qui  suppose  qu’il  n’a‘ 
d’autres  diviseurs  premiers  que  2 et  5.  Donc,  pour  qu’une  frac- 
tion irréductible  puisse  être  convertie  exactement  en  décimales  , 
il  est  nécessaire , et  il  sujffit  que  le  dénominateur  ne  contienne 
que  des  puissances  de  2 et  de  5 , quel  que  soit  d’ailleurs  le 
numérateur  : le  nombre  de  figures  décimales  est  égal  à la  plus 
.haute  puissance  de  2 et  de  5.  Si  ce  dénominateur  est  23X5'2=2ioc^ 
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il  y a 3 figures;  par  ex.,  — 0,735  : et  observez  que  si 
on  multiplie  par  1000  ou  23  X 53,  en  supprimant  les  fac- 
teurs 23  X 5*=  200,  on  a 147X5  = 735,  qui  est  le  numé- 
rateur de  la  fraction  décimale  (*).  Tout  ceci  est  conforme  à ce 
qu’on  a vu  ( n°  38 , 4°  ) • 

5i.  Dans  tout  autre  cas,  une  fraction  ne  peut  être  exprimée 
en  décimales  que  par  approximation  ; mais  , comme  les  restes 
des  divisions  successives  sont  nécessairement  moindres  que  le 
diviseur , et  que  le  nombre  de  ces  restes  est  indéfini , on  ne 
tarde  pas  à retrouver  l’un  d’entre  eux.  On  a alors  une  seconde 
fois  le  même  dividende  qui  conduit  au  quotient  et  au  reste  sub- 
séquent qu’on  a obtenu  alors,  et  ainsi  de  suite.  On  retrouve 
donc  au  quotient  périodiquement  les  mêmes  chiffres  dans  le 
Ünême  ordre  ; et  puisque  cette  période  s’établit  lorsqu’on  re- 
trouve le  même  reste , et  que  ces  restes  sont  moindres  que  le 
dénominateur,  la  quotité  de  restes  différens  qu’on  peut  trouver, 
est  au  plus  ce  diviseur  moins  un  ; donc  la  période  est  composée 
de  moins  de  chiffres  que  le  dénominateur  n a d'unités.  Nous  in- 
diquerons à l’avenir  la  période , en  la  plaçant  entre  deux  pa- 
renthèses. 

Par  ex.  § = 0,666...  = 0,(6),  ~ = o,  27  27  27...  =0,(27), 
rh  ==  0,(342)...  f = 0,(671428)...  | = o,83333...  = o,8(3), 
” = o,58(3)....  : la  période  est  tantôt  de  1,  tantôt  de  2,  de  3... 
chiffres  ; là  elle  commence  dès  la  virgule  ; ici  elle  ne  prend 
qu’un , deux....  rangs  au-delà. 

62.  Si  le  dénominateur  na  ni  2,  ni  5 pour  facteur , la  pé- 
riode commencera  dès  la  virgule.  Car  supposons  que  pour  y on 
ait  trouvé  le  même  reste  après  12  et  18  divisions,  c.-à-d. , que 
iola  et  io13  divisés  par 7 aient  donné  le  même  reste,  leur  diffé — 
Térence  io18— -1012  sera  donc  (n°  16)  un  multiple  de  7 ; et  comme 


(*)  La  forme  generale  des  fractions  réductibles  exactement  en  décimales  est 

^ 5 le  nombre  des  figures  est  le  plus  grand  des  deux  exposans  m et  n ; et 

si  l’un  surpasse  l’autre  de  A,  la  partie  décimale  esta  x 5*,  ou  a X selon 
•que  77i  est^>  ou  < a j si  m = n , la  partie  décimale  est  a , 
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cette  différence  a io12  pour  facteur,  en  le  suprimant  (n9  243  43-)> 
on  voit  que  io6  — 1 est  multiple  de  7,  ou  que  106  divisé  par  7 
donne  1 pour  reste,  c.-à-d.,  que  le  reste  1 , qu’on  avait  trouvé 
à la  ire  division  revient  après  la  6e.  Pour  | qui  = 5 X 7,  la 
6e  division,  reproduirait  pour  reste  5,  c.-à-d.,  aussi  le  même  di- 
vidende qu’à  la  ire  division  ( voy.  n°  54).  Donc,  etc.  (*). 

Supposons  qu’une  fraction,  telle  que  y,  ait  à sa  période  le 
plus  grand  nombre  possible  de  chiffres,  c.-à-d.,  autant  qu’il  y a 
d’unités  dans  son  dénominateur  moins  1 *,  y = 0,(714280).  On  a 
dit  obtenir  dans  les  divisions  successives  tous  les  restes  1,  2,  3...* 
jusqu'à  6 : si  donc  on  veut  réduire  y en  décimales,  il  est  inutile 
de  recommencer  le  calcul , il  suffit  de  le  reprendre  à l’epdroit 
où  l’on  a obtenu  le  reste  3,  et  de  faire  commencer  la  période 
au  terme  qu’on  a déduit  de  ~ , qui  est  4 j on  a de  suite 
y — 0,(428671)  ; on  voit  qu’on  a seulement  rejeté  à la  fin  les 
deux  premiers  chiffres  71  delà  ire  période.  De  même.... 
7^=0,(062631578947368421),  et  pour  y|  on  rejetera  les  trois 
premiers  chiffres  062  à la  fin,  et  on  aura  (63i . . . 2io52)  ; c’est 
ce  qui  se  voit  aisément,  en  commençant  le  calcul  pour  yf, 
puisqu’on  trouve  que  les  premiers  chiffres  sont  63.  . . 

On  peut  faire  la  même  chose , lorsque  la  fraction  proposée 
n’a  pas  autant  de  chiffres  que  d’unités  dans  le  dénominateur 


(*)  Pour  réduire  une  fraction  — en  décimales , il  faut  ajouter  un  zéro  près 

de  chaque  reste  : admettons  que  ioZJet  10 D'  soient  deux  dividendes  qui  aient 
conduit  à trouver  le  meme  reste  r ; les  quotiens  étant  c/  et  q',  on  a 


10  D=bq-\-r,  10D'  = bq'  -f-  r , 

d’où  retranchant , 10  ( D * — D'  ) ~ b ( q — q'  ). 

Or,  si  b n’apour  facteur  ni  2 ni  5,  10  et  b sont  Iers  entre  eux  ; q — qr  est  <1 10,  puis- 
que chaque  quotient  partiel  n’a  qu’un  chiffre  5 cette  équation  nepeut  donc  sub- 
sister que  par  q — q'—  o,  d’où  D~D'  : c.-à-d.,  que  le  même  r 11e  se  reproduit 
qu’au  tant  que  le  dividende  partiel  est  lui-même  revenu  ; ainsi  q fait  partie  de 
la  période,  puisqu’elle  s’annonce  au  retour  de  l’un  des  restes  déjà  obtenus.  Et 
comme  le  reste  D doit  aussi  provenir  d’un  dividende  qui  a déjà  été  employé, 
il  s’ensuit  qu’il  faut  remonter  au  premier  dividende  a , pour  trouver  l’origine 
de  la  période,  laquelle  commence  par  conséquent  dès  la  virgule. 
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Ricins  i , pourvu  que  le  numérateur  de  la  2e  fraction  soit  un, 
des  restes  obtenus  pour  la  première.  Ainsi  ~ = 0,(037)  i pour 
Jyona  0,(370)  ; pour  on  a 0,(703  ) ; parce  que  10  est  le 
Ier  reste , et  19  le  2e,  dans  le  calcul  de  Pour  f , il  suffit  de 
doubler  les  quotiens  et  les  restes  : ainsi,  ~ 0,(074), 
fy  = o;(74o),  ou  plutôt  — = 0,(407).  On  obtient  de  même, 
en  multipliant  par  5,  ^7— 0,(1 85),  fy  = o,(85i),  — o,(5i8). 

On  conçoit  maintenant  l’usage  des  diverses  périodes  dans  le 
cas  où  le  numérateur  est  1,  en  inscrivant , sous  chaque  chiffre 
de  la  période , le  reste  qui  l’a  donné. 

ï—  o,(3),  7=  0,(1  428  5 7).  fr  — °«  ( 09) 

Reste.  ...  1 Restes.  . . .,  } 3 2 6 | 5 Restes 1 10 

Tj=o,(o  7 6 9 2 3),7y=:o)(o  58825629411  7 647). 
Restes. . . ï ïo  g 12  3 4 Restes. ...  1 10  i5  14  4 6 9 5i  G 723  i3  ri  8 12» 

JT  =0,(027)  ^ = 0,(0  243  9),  etc. 

Restes. ...  1 10  26  Restes ï 10  18  16  87. 

53.  11  est  facile  de  remonter  d’une  fraction  décimale  à sa 
génératrice.  i°.  Si  cette  fraction  est  finie,  comme  0,75,  on  l’é- 
crira sous  la  forme  qu’il  s’agira  ensuite  de  réduire  (n038,30.) 
à la  plus  simple  expression  |. 

20.  Si  la  fraction  décimale  n’est  qu’approchée,  ©t  qu’on  n’en 
connaisse  pas  la  période  en  totalité  , le  problème  admet  une  in- 
finité de  solutions.  C’est  ainsi  que  0,7b  0,756  0,755  0,7512, etc., 
répondent  aux  fractions  | , if|,  etc. , qui,  réduites  en  dé- 
cimales, ont  0,75  pour  premiers  chiffres. 

3°.  Mais  si  la  période  est  connue,  et  quelle  commence  dès 
la  virgule  , comme  pour  0,666.  ....  0,2727.  . . . . , on  obser- 
vera que  jÿ , lyg , réduites  en  décimales,  donnent 

o,(i),  0,(01),  0,(001) On  peut  donc,  par  ex. , regarder 

0,(27)  comme  le  produit  par  27  de  0,(01)  ainsi 

o,( 2 j)  ~ ~ ou  -f-.  De  même  , 0,(6 ) est  le  produit  par  6 de 
o,(  1 )±±r^-}  ainsi  0,(6)  = | ou  |.  Donc,  pour  remonter d’ une. 
fraction  décimale  périodique  à la  fraction  génératrice , il  faut 
diviser  la  période  par  le  nombre  formé  d'  autant  de  9 successifs 


1 * 
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que  la  période  a de  chiffres,  c.-à-d. , par  10  élevé  à une  puis- 
sance marquée  par  le  nombre  de  caractères  de  la  période  , cette 
puissance  de  10  étant  diminuée  de  1. 

On  trouvera  ainsi  que  0,(342)  ==  — | = Ni',  0,(571428) 


57  i 4 s — 4 . q / n3R^ 
99999  y 7 J 


3 6 
999 


4 

111 


4°.  Si  la  période  ne  commence  pas  dès  la  virgule  , on  peut 
décomposer  cette  fraction  décimale  en  deux  autres  dont  elle 
soit  la  somme  ou  la  différence,  la  période  prenant  à la  virgule. 
Ainsi  0,5333=0,2+0,333..  . ou|  -f-  +.  De  même 

o, 5888  revient  à 0,(8)  — o,3  = | — ~ — f-. 

Observez  que  toute  fraction  décimale,  comprise  dans  le  cas 
présent , est  ainsi  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fractions  , 
dont  l’une  a pour  dénominateur  9999....,  l’autre  une  puissance 
de  2 et  de  5.  D’où  il  résulte  que  toute  fraction  qui  a pour 
facteur  de  son  dénominateur  une  puissance  de  2 et  de  5 , co/z- 
duit  à une  période  décimale  qui  ne  commence  qu  à un  rang 
au  delà  de  la  virgule , marqué  par  la  plus  haute  puissance 
de  2 ou  de  5.  Il  est  entendu  que  le  dénominateur  peut  bien, 
dans  la  réduction  à une  plus  simple  expression,  ne  pas  être  le 

produit  du  nombre  999 par  une  puissance  de  10;  mais  la 

puissance  de  2 ou  de  5,  dont  on  a parié  (*),  y doit  toujours  en- 
trer comme  facteur. 


Des  Nombres  concrets  et  complexes . 

54.  Jusqu’ici  les  nombres  que  nous  avons  introduits  dans  nos 
calculs  sont  abstraits , c.~à-d.,  indépendans  de  l’unité.  Mais  ces 
nombres  ne  peuvent  faire  acquérir  la  notion  de  la  grandeur  des- 
objets, que  quand  l’unité  est  définie  et  connue.  Parle  nombre  24, 
on  marque  bien  que  la  grandeur  a mesurer  est  formée  de  24  fois 


P')  On  remarque  que  lorsque  le  diviseur  est  un  nombre  premier,  si  la  pé- 
riode n’a  pas  autant  de  chiffres  que  ce  nombre  à d’unités  moins  1 , du  moins 
elle  en  a une  quotité,  qui  est  facteur  ( partie  aliquote  ) de  cette  différence. 

Ainsi  n’a  que  6 chiffres  à la  période  $ mais  6 est  facteur  de  i3  — i, 

( Fof.  notepag.  41*  ) 
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l’unité , qucn  suppose  connue  : mais  lorsqu’on  dit , par  ex.,  que 
le  jour  est  composé  de  24  heures , on  énonce,  i°.  que  l’unité 
de  temps  est  la  durée  d’une  heure;  2°.  que  24  de  ces  unités 
durent  autant  quun  jour.  Ces  sortes  de  nombres,  composés 
d’une  unité  particulière  , qu’on  répète  autant  de  fois  que  l’indi- 
vjue  une  quantité  abstraite  , sont  ce  qu’on  nomme  des  Nombres 
concrets  : ce  sont  de  véritables  produits  , dont  le  multiplicande 
est  l’unité  , et  le  multiplicateur  un  nombre  -abstrait  ; l’énoncé 
24  Francs  revient  à 24  fois  un  franc.  Nous  devons,  avant  tout, 
faire  connaître  les  dénominations  qui  servent  à désigner  les  di- 
verses unités. 

i°.  L’unité  de  longueur  se  nomme  Mètre  ; c’est  la  dix-mil- 
îionnième  partie  de  Tare  du  méridien  de  Paris  , et  qui  s’étend 
du  pôle  à l’équateur. 

20.  Un  carré  dont  le  côté  a 10  mètres,  est  l’unité  de  surface  ; on 
le  nomme  Are. 

3°.  Le  cube,  qui  a pour  côté  la  dixième  partie  du  mètre  , est 
l’unité  de  volume  -,  c’est  le  Litre.  On  se  sert  aussi  du  mètre  cube, 
ou  Stère , pour  mesurer  le  bois  de  chauffage. 

4°.  Le  poids  d’un  cube  d’eau  , qui  a pour  côté  le  centième  du 
mètre  , est  l’unité  de  poids  ; c’est  le  Gramme.  Comme  le  poids 
d’un  volume  croît  avec  la  densité  , il  faut  ajouter  que  l’eau  doit 
ctre  pure  , et  au  maximum  de  densité  , qui  est  à 4 degrés  du 
thermomètre  centigrade , le  baromètre  tenant  le  mercure  élevé 
à 0,76  mètres. 

5°.  L’or  et  fargent  monnayés  doivent  contenir  d’alliage, 
c.-à-d.,  être  à 0,9  dejin.  L’unité  monétaire  est  le  Franc,  pièce 
d’argent  du  poids  de  5 grammes. 

Mais  ces  unités  sont,  pour  divers  usages,  ou  trop  grandes,  ou 
trop  petites  : par  ex.,  la  distance  de  deux  villes  et  l’épaisseur 
) d’un  livre  , exprimées  en  mètres  , seraient  d’une  part  un  trop 
j grand  nombre  , et  de  l’autre  une  fraction  gênante.  On  a réuni 
plusieurs  de  nos  unités  de  chaque  espèce  en  une  seule  , pour 
mesurer  les  grandeurs  considérables,  et  sous-divisé  chacune  en 
, parties  propres  à mesurer  les  petites  quantités.  La  longueur  de 

5., 
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dix  mètres  forme  le  Décamètre  ; la  capacité  de  dix  litres,  le 
Décalitre;  le  poids  de  dix  grammes,  le  Décagramme , etc. 
La  longueur  de  cent  mètres  est  Y Hectomètre  ; le  volume  de  cent 
litres,  Y Hectolitre;  cent  grammes,  Y Hectogramme  ; cent  ares, 

Y Hectare , etc.;  mille  mètres  font  le  Kilomètre  ; mille  litres,  le 
Kilohtre , mille  grammes,  ]e  Kilogramme,  etc.;  dix  mille  mètres 
valent  un  Myriamètre,  etc.,  ces  nouvelles  unités  devenant  ainsi 
de  10  en  10  fois  plus  grandes. 

On  partage  de  même  le  mètre , le  litre. . . . , en  dix  parties  ; 
en  nomme  Décimètre  le  îo*  du  mètre  , Décilitre  le  io*  du  litre. 
Décime  le  io*  du  franc , etc.  ; chacun  de  ces  dixièmes  se  par- 
tage de  même  en  dix  ; le  Centimètre  est  le  iooe  du  mètre;  le 
Centime  le  iooe  du  franc  ; le  Millimètre  est  le  millième  du 
mètre,  etc. 

Ainsi,  en  se  réglant  toujours  sur  Tordre  décimal , la  nomencla- 
ture s’est  trouvée  comprise  dans  nos  six  noms  d’unités  principal  es, 
devant  lesquels  on  place  des  additifs  empruntés  à la  langue  grec- 
que pour  désigner  des  mesures  de  dix  en  dix  fois  plus  grandes  : 
déca  r dix;  hecto , cent;  kilo,  mille;  myria,  dix  mille;  et  les 
additifs  dérivés  du  latin:  deci , dix;  centi , cent;  milli , mille, 
pour  indiquer  des  unités  de  dix  en  dix  fois  plus  petites.  Par  ex., 
un  kilogramme  vaut  mille  grammes;  un  centimètre  , le  iooe  du 
mèîre,  etc.  De  même  5827,5  grammes  valent  5 kilogrammes-, 
8 hectogrammes  , 2 décagrammes , 7 grammes  et  5 décigram- 
anes;  ou,  si  l’on  veut,  38,276  hectogrammes  , ou  0,8275  ki- 
logrammes. On  énonce  ces  grandeurs  de  la  manière  accoutumée 
aux  fractions  décimales;  la  deuxième,  par.  ex.,  se  lit  ainsi  : 
38  hectogrammes  et 

Il  s’en  faut  de  beaucoup  qu’on  ait  besoin  de  toutes  les  espèces 
d’unités  comprises  dans  cette  exposition;  mais  on  rejette  celles  qui 
n’ont  pas  d’usage.  Nous  dirons  donc  qu ele Mètre  est  la  cent  mil - 
lionnième  partie  de  Tare  du  méridien,  qui  va  du  pôle  à T équa- 
teur ; Y Are  est  le  décamètre  carré;  le  Litre,  le  décimètre  cube;  l& 
Stere,  le  mètre  cube ; le  Gramme  est  le  poids  d'un  centimètre  cube 
d’çau  distillée , au  maximum  de  densité  ; le  Franc  est  le  poids 
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% 

de  5 grammes  d’argent  à - % de  Jin  (*).  La  conception  simple 
et  grande  qui  a donné  naissance  à ce  système,  repose  sur  cette 
idée , qu’il  faut  prendre  dans  la  nature  un  terme  invariable , 
le  mètre , et  déduire  ensuite  de  cette  mesure  toutes  les  autres  : 
par  là,  si  quelque  catastrophe  venait  à détruire  tous  nos  étalons 
de  mesures  , ils  seraient  faciles  à retrouver. 

Cet  admirable  système  a rencontré  une  opposition  devant 
laquelle  on  a cru  devoir  fléchir  ; on  permet  l’usage  des  anciens 
noms  : ainsi  on  traduit  le  mot  hectare  par  arpent , décalitre 
par  velte  , litre  par  pinte,  hectolitre  par  septier,  décalitre  par 
boisseau , kilogramme  par  livre , etc.  Ce  ne  fut  pas  une  idée 
heureuse  que  de  céder  ainsi  sur  la  nomenclature;  car  ce  ne  sont 
pas  les  noms  dont  l’usage  est  gênant,  mais  une  habitude,  con- 
tractée dès  l’enfance  , qui  a mis  nos  besoins  en  relation  avec  des 
mesures  qu’il  faut  changer.  Ainsi  l’on  ne  remédia  qu’à  un  mal 
imaginaire,  et  l’opposition  demeura  dans  toute  sa  force. 

55.  Le  plus  bel  éloge  qu’on  puisse  faire  des  nouvelles  me- 
sures est  l’exposition  des  anciennes.  Nous  présentons  ici  le 
tableau  de  celles  qui  étaient  en  usage  à Paris  ; car  elles  chan- 
geaient avec  les  provinces  , et  souvent  avec  les  villes  d’un  même 
Etat(**). 


(*)  Les  pièces  de  5 francs  pèsent  25  grammes  ; 4 de  ces  pièces  pèsent  un  hec- 
togramme ; ioo  francs  pèsent  un  demi-kilogramme.  On  accorde,  sur  le  poids  et 
le  titre  des  monnaies  d’argent,  une  tolérante  de  o,oo3  en  plus  et  en  moins.  Le 
kilogramme  d’argent  pur  vaut  environ  222  francs.  Les  pièces  de  5 fr.  ont’37 
millimètres  de  largeur  diamétrale;  27  de  ces  pièces,  placées  sur  une  meme 
ligne  , bout  à bout , donnent  la  longueur  du  mètre;  8 pièces  forment  h peu  près 
3 décimètres. 

Les  pièces  de  40  fr.  pèsent  i2,go32  grammes  ; celles  de  20  fr.,  6, ^5i6  gram- 
mes. On  accorde  une  tolérance  de  0,002  sur  le  titre  et  sur  le  poids , soit  eu  plus, 
soit  en  moins.  34  pièces  de  20  fr.,  ou  T ï de  4o  fr.,  placées  bout  h bout  sur  une 
ligne,  forment  la  longueur  du  mètre.  Le  kilogramme  d’or  pur  vaut  environ 
3^4*  fr*  La  valeur  de  l’or  est  à peu  près  i5  fois  et  demie  celle  de  l’argent. 

(+*)  Ces  irrégularités  tiennent  soit  aux  besoins,  soit  aux  usages  des  pays. 
Tantôt  on  pvéferaiHa  sous-division  par  12  , tantôt  par  20  : on  choisissait  des’ 
mesures  en  relation,  ici  î^vec  les  travaux  de  l’agriculture,  là  avec  les  consomma- 
tions. Par  ex.?  le  bo.issea'u  ras  de  blé  en  grain  pesait  20  ib  ; un  septier  de  farine 
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L’unité  de  longueur  se  nommait  Toise  ; elle  se  divisait  en 
6 Pieds , chacun  de  12  Fouces,  et  chaque  pouce  de  12  Lignes 3 

* rr 

L’unité  de  poids  était  la  Livre  îb , partagée  en  16  Onces  g, 
chacune  de  8 Gros  ou  Dragmes  3 ; divisés  chacun  en  72 
Grains  gr,  ou  en  3 Scrupules  E)  ( de  24  grains).  La  livre  était 
encore  partagée  en  2 Marcs , de  8 onces  chaque,  etc.  Le  signe  $ 
désigne  une  demi  ; ainsi  3 veut  dire  2 gros  et  demi. 

La  livre-monnaie  , dite  Tournois , était  composée  de  20  Sous 3 
chacun  de  12  Deniers. 

L’unité  pour  peser  les  pierres  précieuses  est  le  Karat,  poids 
de  quatre  grains  (*). 


posait22oïb,  etc.  5 lalivre  deLyon  avait  1 fonces;  ailleurs  ellen’en  contenaitqite 
12,  etc.  LP  arpent , qu'on  supposait  être  retendue  labourable  en  un  jour,  par 
une  seule  charrue  de  deux  ou  trois  chevaux,  devait  varier  à raison  de  la  force 
des  terres,  etc.  On  considérait  l’arpent  comme  formé  de  100  perches,  ou. 
soo  carrés,  dont  le  côte  avait  une  perche  de  long;  mais  cette  perche  variait 
de  iSp*  à 25rc  Près  Paris,  la  perche  avait  18  pieds  ou  3 toises  de  long  5 en  sorte 
que  la  perche  carrée  ayant  gf  ou  32^pi  carrés,  l’arpent  avait  900*  carrées.  On, 

mesurait,  dans  toute  la  France  , les  foi'èts  à la  perche  de  22P'  ou  3 - toises,  ce 


qui  donnait  i3f  - » ou  q ' carrés  pour  la  perche  carrée.  Ces  deux  surfaces 

étant  entre  elles  dans  le  rapport  de  324  à 484,  environ  2 à 3,  l’accroissement, 
de  4pi  par  perche  donne  à l’arpent  une  étendue  plus  grande  du  double.  La 
perche  de  ou  4f  de  long,  donnait  i(ic  pour  la  perche  carrée,  et  1600'  carrées 
pour  l’arpent. 

L’acre  de  Normandie  avait  160  perchesde  22 P\  ou  2i5r  toises  carrées. 

Le  Journal  de  Bretagne  était  un  peu  plus  de  la  moitié  de  l’acre. 


Le  Journal  de  Bourgogne  avait  30o  perches  de  igP1',  ou  36iof  carrées,  etc.. 
En  faisant  disparaître  toutes  ces  variations,  le  nouveau  système  a rendu  un  ser- 
vice incontestable  aux  hommes;  mais  il  a malheureusement  l’inconvénient  de 
ne  pas  être  en  relation  avec  nos  besoins. 


(*)  La  valeur  d’un  diamant  dépend  de  son  poids,  de  sa  taille,  de  sa  figure, 
de  son  eau  ( son  éclat  et  sa  transparence  ).  . . Pour  l’évaluer,  d’après  la  règle 
de  Jefferics,  on  exprime  d’abord  le  prix  du  poids  d’un  karat  , et  on  multiplie 
ce  prix  pas  le  carré  du  nombre  de  karats.  Par  ex.,  si  le  karat  vaut  5o  fr  , un 
d i amant  de  1 33  karats  vaut  Go  x(i33)a,  ou  884  L)0  L,  Le  Pitre,  diamant  de 
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Le  Jour  se  partage  en  24  Heures , l’heure  en  60  Minutes  y 
chacune  de  Go  Secondes.  . . . 

Les  étoffes  étaient  mesurées  avec  une  longueur  nommée 
Aune  t d’environ  44  pouces  ( 43po,Q028— 43po  io?\8536  ). 

Le  Boisseau  y capacité  de  655,78  pouces  cubes,  contenait  16 
litrons  (de  4o>p8G  pouces  cubes  chaque).  Le  Septier  valait 
12  boisseaux  , c.-à-d.,  7889,36  pouces  cubes  ; la  Mine  , 6 bois- 
seaux; le  Minot , 3;  le  Muid , i44>  c.-à-d.,  12  septiers. 

La  Pinte,  qui  , selon  l’ordonnance  des  Echevins , devait  con- 
tenir 48  pouces  cubes,  n’en  avait  réellement  que  48» 9&.  La 
T^elte  valait  6 pintes  ; le  Muid  288;  il  se  divisait  en  2 Feuillettes 
ou  4 Quartauts.  Le  Tonneau  valait  2 muids  ou  576  pintes. 
A Bordeaux , le  tonneau  contenait  3 muids  ou  864  pintes  ; la 
Queue  d’Orléans  valait  432  pintes. 

Récapitulons  les  mesures  ci-dessus  énoncées. 


Toise. 

Pieds.  Pouces.  Lignes. 

Jour.  Heures.  Minutes.  Secondes 

1 — 

= 6 — 72  = 864 

1 

= 24  = 1 

44°  = 

86400 

1 =12  = 144 

I -1 

60  = 

36oo 

1 = 12 

1 — 

60 

Livre.  Marcs.  Onces. 

Gros.  Srupules. 

Grains. 

1 = 2 = l6  rr: 

1 28 

11 

CO 

00 

Il 

= 9216 

1 = 8 = 

64 

= Î92  = 

4^°S 

* 

1 — 

8 

— 24  = 

= 576 

1 

= 3 = 

= 7 2 

1 = 

= 24 

Muid. 

Septiers.  Boisseaux.  Litrons. 

Livrer  Sols. 

Deniers. 

1 

— 12  ~ 144  = 2004 

! = 20 

— 240 

1 = 12  = 192 

1 

= 12 

1 = 16 

Quant  auxrapports  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  mesures, 
voyez  à la  fin  de  l’Arithmétique , page  1 19. 

Il  nous  reste  à parler  des  moyens  défaire  les  quatre  règles  sur 


la  couronne  , du  poids  de  i36  karats  -,  fut  paye  2 millions  et  demi , ce  qui 

revient  à t 34  fr  le  premier,  karat.  f e Sancy,  autre  diamant  de  la  couronne 
pèse  106  karats.  Au  reste,  la  règle  de  Jefferies  ne  subsiste  que  jusqu’à  un  cer- 
tain poids,  pas^è  lequel  le  diamant  n’a  qu’un  prix  d’affection. 
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des  nombres  complexes  : on  nomme  ainsi  ceux  qui  sont  formés 
d’unités  principales  et  de  sous-divisions.  Nous  n’avons  rien  à 
dire  pour  les  nouvelles  mesures  qui , n’admettant  que  des  frac- 
tions décimales , rentrent  dans  ce  qu’on  aoensçigné  ( noî  45 > 4^ 
et  47  ). 

5b.  Pour  ajouter  ou  soustraire  les  quantités  complexes  > on 
écrit,  au-dessous  les  unes  des  autres,  les  parties  qui  ont  une 
même  dénomination;  et  on  opère  successivement  sur  chacune , 
en  commençant  par  les  plus  petites.  Si  la  somme  d’une  colonne 
surpasse  le  nombre  d’unités  nécessaire  pour  former  une  ou  plu- 
sieurs unités  de  l’ordre  supérieur,  on  les  retient,  et  l’on  ne  pose 
que  l’excédant. 

Exemples  d’addition  : 


Toises. 

Pieds. 

Ponces. 

Lignes. 

Marcs.  Onces. 

Gros. 

Grains. 

i54 

3 

7 

9 

) 

2 

10 

3 

6 

42 

23 

2 

8 

1 1 

1 

3 

217 

7 

7 

60 

132 

5 

LO 

3 

5^ 

b 

41 

6 

5 

17 

20 

2 

7 

1 

4 

5 

6 

ÎO 

3i  1 

2 

10 

1 

a 

J 

280 

0 

1 

57 

Livres. 

Sous. 

Deniers. 

Jours.  Heures. 

Minutes.  Secondes. * 

322 

>7 

5 

2 ÎO 

42 

54 

43 

1 1 

7 

$ 9 

J7 

*9 

7 

8 

4 

O 21 

3 

48 

] 8 g 7 g 


43  1 6 b £ — — — - 

435  16 5^ 

Dans  le  premier  de  ces  exemples,  la  colonne  des  lignes  donne. 
^5  lignes  § , ou  2 pouces  î ligne  f , parce  que  12  lignes  valent 
1 pouce  ; on  pose  donc  seulement  1 § , et  on  reporte  2 à la  co- 
lonne des  pouces,  qui  donne  34,  ou  2 pieds  10  pouces;  posez  10 
et  retenez  2 , etc. 

Voici  quelques  soustractions  : 

Livres.  Onces.  Gros.  Grain*.  Toises.  Pieds.  Pouces.  Lignes, 

32  9 2 44  487  OOO 

12  12  5 12  3iq  4 3 1.0 

1 9 1,2  5 32 


1 67  1 8 2 
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Livres.  Sons.  Deniers. 

3 49  1 7 4 

127  8 7 

222  8 9 


*]3 

Jours.  Heures.  Minutes.  Secondes. 

\ 1 7 11  47  5 

i5  18  55  4° 

3 ib  5i  2,5 


On  voit  qu’après  avoir  soustrait  12  grains  de  44»  on  passe  aux 
gros  ; mais  comme  2 — 5 ne  se  peut , on  ajoute  i once  ou  8 
gros  , et  on  a 10  — 5 = 5;  puis  on  ajoute  pareillement  une 
once  aux  12  qu’il  faut  ôter  de  9 ; de  sorte  qu’on  dira  9 — i3  ne 
se  peut  ; ajoutant  une  livre  ou  16  onces,  on  a 25 — i3=ri2,  etc.... 
Cette  operation  est  fondée  sur  le  même  principe  que  pour  les 
nombres  entiers. 

Descartes,  né  le  3 avril  1696,  est  mort  le  1 1 février  i65o; 
Pascal , né  le  19  juin  1623,  est  mort  le  19  août  1662  ; Newton  , 
ne  le  i5  décembre  i64a»  est  mort  le  18  mars  1727.  Ondemande 
la  durée  de  la  vie  de  ces  grands  géomètres. 

57.  Pour  la  multiplication  des  nombres  complexes,  d’après 
les  principes  donnes  ( n°42),  on  opérera  séparément  sur  les 
entiers  et  sur  les  fractions.  On  remarquera  que  le  multiplica- 
teur doit  toujours  être  un  nombre  abstrait  (n°  54),  destiné  à 
marquer  combien  de  fois  on  répète  le  multiplicande.  Multiplier 
12  francs  par  3 aunes , ce  ne  peut  être  répéter  12  francs  3 aunes 
de  fois  , mais  bien  répéter  1 2 francs  autant  de  fois  que  l’unité 
est  comprise  dans  trois  aunes,  c.-à-d.,  3 fois.  Ainsi,  lorsque 
les  deux  facteurs  paraissent  concrets , c’est  que  la  question  est 
mal  interpretee.  Au  reste,  ceci  s’éclaircira  par  la  suite. 

Il  se  présente  deux  ças  , suivant  que  le  multiplicateur  est  ou 
n’est  pas  complexe. 

1er  Cas.  On  voudrait  savoir  le  prix  de  17  aunes  § d’une 
étoffe  qui  coûte  4$  livres  12  sous  6 deniers  l’aune;  il  est  clair 
qu’il  faut  répéter  ce  nombre  17  fois  et  J , de  sorte  que  le  multi- 
plicateur 17  | cesse  de  représenter  des  aunes,  et  devient  un 
nombre  abstrait  (nG  54  )•  Pourrépéter  45  livres  12  sous  6 deniers 
37  fois,  on  multiplie  par  17,  d’abord  45  livres  , puis  12  sous, 
puis  enfin  6 deniers.  Le  premier  de  ces  calculs  n’offre  pas  de 
difficultés.  Décomposons  12  sous  en  10  -f- 2 : puisque  1 livre. 
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répétée  17  Fois,  donne  17  livres,  10  sous  ou  f livre  doit  donner 
la  moitié  de  17  livres  ; 2 sous  en  donne  le  10e , ou  le  5e  du  pro- 
duit de  10 sous.  On  a,  pour  G deniers,  le  quart  du  produit  que 
donne  2 sous.  On  prend  ensuite  les  2 tiers  du  multiplicande , et 
on  ajoute  le  tout. 

Voici  l’ordre  qu’on  suit  dans  ce  calcul  : 


1 2S  6^ 

'7§ 

3l5#  1 r . /rit 

45o  j '7  fois  45*- 


8tt..ios pour  10^,  la  moitié  de  17^. 

1...14 pour  o,sy  le  1 oe  de  17^,  ou  le  5ede  8^  iojr. 


o...  8..  6*..  pour  G9',  le  du  produit  qu’a  donné  zs , 

i5...  4..  2...  pour  le  tiers  du  multiplicande. 

i5...  4**  pour 

80  S1^  o'^  10^ 


Tout  l’art  de  ce  genre  d’opérations  consiste  à décomposer 
chaque  fraction  en  d’autres  qui  aient  Yunité  pour  numéra- 
teur ( c’est  ce  qu’on  nomme  Fractions  aliquotes  ) , ce  qui  se 
réduit  à partager  le  numérateur  en  facteurs  du  dénominateur. 
Ainsi  19  sous,  ou  de  livre,  se  décompose  en^  = ~ = ^-,  et 

4*  il  faudrait  donc,  pour  19  sous,  prendre  la  f , le  7 et  le  | de 
l’entier  multiplicateur  , considéré  comme  étant  des  livres.  On 
pourrait  aussi  prendre  £§■  = \y  — \ et  deux  fois  ^ = 777. 
De  meme  pour  \ on  prendra  ±z=  i = -J  et^. 

* On  voit  donc  que  , pour  multiplier  une  fraction  complexe, 
après  l’avoir  exprimée  en  fraction  à deux  termes,  il  faut  décom- 
poser son  numérateur  en  parties  qui  divisent  le  dénominateur;  les 
fractions  composantes  seront  donc  réduites  à d’autres  dont  le  nu- 
mérateur est  1 . Par  ex.,  pour  10 pouces,  ou -7^  de  pied,  on  coupera 
10  en  G -f-  2 -J-  2 , ce  qui  fera , en  réduisant,  {- , A et  ~ ; ou  bien 
en  4 + 4 + 2 , qui  font  3- , ^ et  ; ou  en  G -f-  o -f-  1 , qui  don- 
lient  ~ } \ et  ~~  ; et  ainsi  des  autres  cas, 
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I 

Observons  que  si  le  multiplicateur  n’a  Liv.  0nc  Gros.  Gra;ns. 
qu’un  seul  chiffre , il  est  plus  simple  d’o-  57  5 4 18 

pérer  comme  pour  l’addition.  Dans  l’ex. 
ci-contre,  on  dira  7 fois  18  grains  126 


401  6 5 54 


grains  = 1 gros  5 4 grains.  On  pose  5 4 et  on  retient  1.  Passant 
au  produit  de  4 gros  par  7,  on  a 4 X 7 + 1 = 29  gros  > 011 
3 onces  5 gros;  on  pose  5 gros  et  on  retient  3 onces,  etc. 

Pour  multiplier  14  s.  par  483  , il  faut  prendre  les  ££  ou  les 
de  483  livres  ; on  a — p—  ou  338, 1 , ou  enfin  338  liv.  2 s.  Cet 
exemple  prou  ve  que,  pour  multiplier  par  un  nombre  pair  de  sous % 
il  faut  en  prendre. la  moitié  , faire  le  produit  de  cette  moitié,  et 
mettre  au  rang  des  sous  le  double  des  unités  de  ce  produit , 
Pour  1 8 s.  X 56  , comme  56  X 9 — 5o4,  on  a 5o  liv.  8 s.; 
80  pièces  de  12  s.  font  8 X 6 = 4$  livres. 

2e  Cas.  Cherchons  la  valeur  de  36  marcs  6 onces  4 gros  d’ar- 
gent à 5i  liv.  i5  s.  5 den.  le  marc.  On  répétera  d’abord  36  fois 
5i  liv.  i5  s.  5 den.  ; et  ensuite  autant  de  fois  que  6 onces  4 gros 
sont  contenus  dans  le  marc  : le  multiplicateur  est  abstrait  et  cesse 
de  représenter  des  marcs.  Ainsi  on  ne  multipliera  d’abord  5 1 liv. 
i5s.5  d.  que  par  36,  comme  on  le  voit  ci-contre,  d’après  la  règle 
exposée  ci-dessus.  11  reste  ensuite  à multiplier  par  la  fraction 
6 onces  4 gros:  en  prenant  d’abord  pour  4 onces  la  moitié  du 
multiplicande  total  5i  liv.  i5  s.  5 den.,  parce  que  4 onces  équi- 
vaut à ou  la  moitié  d’un 
marc  : pour  2 onces,  on  prend 
ensuite  la  moitié  de  ce  pro- 
duit, etc. 


faciliter  les  calculs,  on  fait  un 
produit  auxiliaire  : par  ex. , si  on 
avait  eu  1 4 s.  au  lieu  de  i5  s., 
il  aurait  fallu  de  même  faire  le 
produit  de  1 sous,  qu’on  aurait 
effacé  après  avoir  trouvé  le  pro- 
duit des  4 den. 


5lff 

ibs 

5* 

36m 

6° 

4§r 

3o6* 

i53 

1 4S. 

..2.5 

4S 

1S. 

. . 1 

l6 

4K 

. . 0 

12 

1 . 

. . 0 

3 

4°. 

. .25 

17 
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.Voici  deux  autres  exemples  : 
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58.  Puisque  le  quotient , multiplié  par  le  diviseur,  produit  le 
dividende,  la  division  doit  offrir  aussi  deux  cas , suivant  que  le 
quotient  ou  le  diviseur  représente  le  multiplicateur,  et  doit  être 
considéré  comme  abstrait. 

1er  CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicateur,  le  quotient  est  le 
multiplicande  et  doit  être  de  la  même  espèce  d’unités  que  le  di- 
vidende , qui  représente  le  produit. 

Lorsque  le  diviseur  n’est  pas  complexe,  on  opère  tour  à tour 
sur  chaque  espèce  d’unités  du  dividende,  en  commençant  parla 
plus  grande.  Ainsi,  pour  diviser  q34  liv.  i5  s.  7den.  par 4,  on 
prendra  le  quart  de  234  îiv.,  qui  est  58  liv.,  avec  le  reste  2 liv., 
qu’on  réduira  en  sous  pour  les  joindre  aux  j5  s.  du  dividende, 
4o -h  *5  =55,  dont  le  quart  est  i3s.  avec  le  reste  3 s,  ou  3G  d.  ; 
36  -f-  7 = 43  den . , dont  le  quart 
est  10  \ den.,  le  quotient  estdonc 
58  liv.  i3  s.  10  | den. 

Un  ouvrier  a reçu  i5i  liv.  1 4 s. 

6 den.  pour  42  jours  de  travail  ; 
pour  savoir  ce  qu’il  a gagné  cha- 
que jour,  on  divisera  1 5 1 liv.  14  s. 

6 den.  par  le  nombre  abstrait  42. 

On  voit  ci-contre  le  détail  du 
calcul. 
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NOMBRES  COMPLEXES.  *)*] 

Quand  le  diviseur  n’a  qu’un  seul  chiffre  , comme  dans  le 
1er  ex.,  au  lieu  de  suivre  tous  les  details  de  ce  type  de  calcul  * 
il  n’est  besoin  d’écrire  que  le  quotient , attendu  que  la  mémoire 
suffit  pour  retracer  les  restes  successifs.  C’est  ainsi  qu  on  en  a 
usé  (p.  22),  et  même  dans  les  exemples  démultiplications  com- 
plexes , lorsqu’il  a fallu  prendre  la  moitié  , le  tiers,  le  quart.... 

Si  le  diviseur  est  complexe , mais  qu’on  doive  encore  le  re- 
garder comme  abstrait , il  faut  d’abord  faire  disparaître  les  frac- 
tions qui  l’affectent  : pour  cela,  on  multipliera  le  dividende  et 
le  diviseur  par  le  nombre  qui  exprime  combien  la  plus  petite 
espèce  d’unités  de  celui-ci  est  contenue  dans  la  plus  grande. 
Cette  opération  n’altérera  pas  le  quotient  (n°  1 5)  ; et  comme  cha- 
que espèce  de  fractions  du  diviseur  produira  des  unités  entières, 
il  sera  rendu  entier.  Ainsi , 42  toises  5 pieds  4 pouces  ont  coûté 
554  liv.  i3s.  1 1 d,  -g  \ on  demande  le  prix  de  latoise?  Il  faut  diviser 
ce  dernier  nombre  par  le  premier , considéré  comme  nombre 
abstrait.  Comme  4 pouces,  ou  J de  pied,  est  contenu  18  fois  dans 
latoise,  on  doit  multiplier  les  deux  nombres  proposés  par  18. 
La  question  devient  : 772  toises  ont  coûté  9984  liv.  10  s.  8 d.; 
quel  est  le  prix  de  la  toise  ? La  division  de  9984  liv.  10  s.  8den. 
par  le  nombre  abstrait  772  donne  pour  quotient  12  liv.  18  s.  8 d. 

De  même,  pour  diviser  806  liv.  o s.  10  den.  par  17  il  faut 
multiplier  par  3,  et  on  a 2418  liv.  2 s.  6 den.  à diviser  par  53, 
Si  le  diviseur  est  3m  70  4§r,  on  multipliera  par  16,  parce  que 
4 gros , ou  la  moitié  de  Fonce,  est  contenu  16  fois  dans  le 
marc. 

2e  Cas.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicande  , il  doit  être  de 
la  même  espèce  que  le  dividende;  le  quotient  est  abstrait, 
et  indique  combien  de  fois  l’un  contient  l’autre.  On  fera  dis- 
paraître les  fractions  du  dividende  et  du  diviseur,  ainsi  qu’il 
vient  d’être  dit  ; puis  on  les  regardera  l’un  et  l’autre  comme 
des  nombres  abstraits  : en  effet,  12  liv.  contiennent  3 liv.  autant 
de  fois  que  12  contient  3. 

Par  ex.,  pour  diviser  364  liv.  1 4 s.  3 d.-^-  par  37  liv.  i5  s.  8d., 
on  multipliera  ces  deux  nombres  par  20  X iû  X 18  ou  4020, 
parce  que  le  18e  de  denier  est  contenu  4320  fois  dans  la  livre. 


*-$  ARITHMETIQUE. 

11  faudra  donc  diviser  1 575  565  par  168224,  ce  qui  donne 
9 fïïlMl*  P°ur  ^aire  la  P^uve  de  la  multiplication  page  76, 
il  faut  évaluer  la  fraction  ÿg-fa-fj  en  parties  de  la  toise,  comme 
on  va  le  dire  n°  59. 

Combien  de  fois  14^  liv.  17  s.  6 den,  contient-il  11  liv.  ? 
Il  faut  multiplier  par  4°  > et  diviser  entre  eux  les  produits 
6755  et  44 0 > on  trouve  i3  fois  et  j*. 

59.  Les  fractions  à deux  termes,  les  décimales  et  les  com- 
plexes sont  les  trois  sortes  de  fractions  en  usage.  Nous  savons 
déjà  convertir  les  deux  premières  l’une  en  l’autre  (p.  62);  voyons 
à les  changer  en  la  troisième,  et  réciproquement. 

On  réduit  une  fraction  en  nombre  complexe,  en  divisant  le 
numérateur  par  le  dénominateur.  Ainsi,  pour  avoir  les  f-de  Ja 
livre  , on  divisera  5 liv.  par  7,  et  on  aura  1 4 s.  3 den.  y. 

Réciproquement  pour  convertir  un  nombre  complexe  en  frac- 
tion à deux  termes,  il  faut  le  réduire  à sa  plus  petite  espèce. 
Ainsi,  1 4 s.  3 den.  y vaut  171  den.  y,  ou  ■L~-  de  den.  : comme 
la  livre  vaut  240  den. , on  divisera  par  240  , et  on  auraÿ|-—  ou 
f de  liv. 

Pour  évaluer  en  sous  et  deniers  la  fraction  0,71b  liv.,  il  faut 
multiplier  par  20,  et  on  a 1 4^,3  sous*  de  même  multipliant 
o,3  sous  par  12,  on  a 3,6  deniers  -,  donc  0^,715  = 1 4S  3,6*. 

On  réduit  une  fraction  complexe  en  décimales , en  la  con- 
vertissant d’abord  en  fraction  à deux  termes,  puis  celle-ci  en 
décimales  ( n°  49  )• 

\ 

III.  PUISSANCES  ET  RACINES. 


Formation  des  Puissances . 

60.  En  multipliant  un  nombre  par  lui-même  , 1 , 2 , 5. . . * 
fois  consécutives , on  en  obtient  les  puissances  2,  3 , 4*  • ••  Le 
tableau  suivant  donne  les  9 premières  puissances  de  1 à 9. 


PUISSANCES. 
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6 

35 

2l6 

1296 

7776 

46656 

279936 
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1007769c) 

7 

49 
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16807 
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823543 

5764801 
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8 

54 

5l2 

4ü96 

32768 

262144 

2097 I 52 

16777216 
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9 

81 
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656 1 

5s°49 

53i44 1 

4782969 

43046721 

387420489  1 

Le  carré  ( n°  4b  5°.  ) de  § est  § X J —ts  Ie  cube  est  1 

Lorsqu’on  veut  former  une  puissance  élevée , on  peut  éviter 
dépasser  successivement  du  carré  au  cube,  du  cube  à la  qua- 
trième puissance , etc.  Soit  demandé  311;  comme  il  s’agit  de 
rendre  3 onze  fois  facteur,  je  décompose  il  en 
vient  3“  = 33  X^X  3b  On  voit  donc  qu’il  faut  décomposer 
la  puissance  proposée  en  d’autres  dont  elle  soit  la  somme , et 
multiplier  ces  résultats  entre  eux  ; en  sorte  que  , dans  la  multi- 
plication , les  exposons  s'ajoutent.  Ici,  33  = 27,34=81,  en 
multipliant  on  a 37  = 2187  ; multipliant  de  nouveau  par  81  , 
on  trouve  3n  = 177  1 47* 

Observez  que  3+  X 34  n’est  autre  chose  que  le  carré  de  3^,  ou 
81 2 = 656 1 ; ainsi,  multipliant  (34)%  ou  656 î,  par  33  = 27,  on 
obtient  de  même  3n.  La  puissance  1 2 est  34  X 3+  X 34=le  cube 
de  3+ ou  (34)%  on  trouve  3l2  = 813  = 53 1 441  m>  divisant  par  3, 
il  vient  311  = 177  1^7*  En  général  , décomposez  la  puissance 
proposée  en  deux  facteurs , formez  la  puissance  indiquée  par 
l’un  j et  élevez  le  résultat  à la  puissance  marquée  par  l’autre  ; 
ou  autrement  , pour  élever  à une  puissance  , multipliez  l’expo- 
sant par  le  degré  de  la  puissance  ( voy.  n°  ] 2 4 ).  Par  ex.,  pour 
5l%  faisons  J x518.  Or  1 8 = 2X3x3;  5,8  = 52*3*3  : on  fera 
donc  le  carré  de  5,  on  l’élevera  au  cube,  puis  le  résultat  encore 
au  cube , et  on  aura  la  1 8e puissance  ; après  quoi  on  diviser,;  par  5 
pour  avoir  la  17e.  Voici^ecalcul  : 52=a5  ; 253=56  — 15  625, dont 
îe  cube  est  5l8=3  814  697  265  625;  enfin  5 17  = 762959  453  is5. 


S O arithmétique. 

On  remarquera  avec  quelle  rapidité  les  puissances  croissent. 
La  6 oe  puissance  de  2 est  1 16292  suivi  de  i3  autres  chiffres; 

i 

Extraction  des  Racines  cariées . 

61.  Le  carré  d’un  nombre  de  2 chiffres,  tel  que  35,  se  forme 
par  la  multiplication  de  35  par  35,  opération  qui  exige  quatre 
produits  partiels  ; i°.  5x5,  ou  le  carré  des  unités  ; 20.  3o  X 5, 
ou  le  produit  des  dizaines  par  les  unités;  3°.  une  seconde  fois 
3o  X 5 ; 4°.  3o  X 3o , ou  le  carré  des  dizaines.  Donc  le  carré 
d’un  nombre  de  2 chiffres  est  formé  du  carré  des  dizaines , deux, 
fais  le  produit  des  dizaines  par  les  unités -}  plus  enfui  le  carré 
des  unités.  Ainsi  352  ~ 9004-  3oô  -f-  25==  1225. 

Pour  multiplier  7 -j-  5 par  7 -f-  5 , on  multiplie  7 et  5 d’abord 
par  7,  puis  par  5,  et  on  ajoute  ; ce  qui  donne  7a-f-  7X5  d’une 
part,  et 7X5-f-5a de  l’autre. Donc  122  est— 40+2  5+2X35=1 44» 
Donc,  pour  faire  le  carré  de7-j-5,  il  ne  suffit  pas  de  carrer 7 et  5, 
il  faut  encore  ajouter  le  double  du  produit  de  7 par  5.  Le  carré 
d'un  nombre  composé  de  deux  parties , se  forme  des  carrés  de 
chacune , augmentés  du  double  de  leur  produit  (voy.  n°  97,  10.). 

G2.  Les  carrés  de  10,  100,  1000....  sont  100, 10  000,  1000  coo, 
ou  1 suivi  de  deux  fois  autant  de  zéros  qu’il  y en  a à la  racine  : 
ainsi  tout  nombre  d’un  seul  chiffre , ou  compris  entre  1 et  10,  a 
son  carré  entre  1 et  100,  c.-à-d.,  composé  de  1 ou  2 chiffres: 
de  même  tout  nombre  de  2 chiffres  en  a 3 ou  4 à son  carré,  etc. 
En  général , le  carré  a le  double , ou  le  double  moins  1 , des 
chiffres  de  la  racine  ( page  18  ). 

Procédons  au  calcul  de  l’extraction  des  racines  carrées.  Celles 
des  nombres  de  1 ou  2 chiffres  sont  comprises  dans  les  tables 
nos  14  et  60  . quant  aux  autres  , il  faut  distinguer  deux  cas. 

1e1'  Cas.  Si  le  nombre  proposé,  tel  que  784,  a 3 ou  4 chiffres, 
sa  racine  en  a deux;  et  784  est  composé  du  carré  des  dizaines 
de  la  racine,  de  celui  des  unités,  et  du  double  du  produit  des 
dizaines  parles  unités.  Or,  la  première'de  ces  parties  se  forme 
en  ajoutant  deux  zéros  au  carré  du  chiffre  des  dizaines  (n°  i3, 3°.); 
d’où  il  suit  que  ce  carré  n’entre  dans  l’addition  de  ces  trois  parties 
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qu'au  rang  des  centaines.  En  séparant  les  2 chiffres  84,  7 con- 
tient donc  le  carré  du  chiffre  des  dizaines , considérées  comme 
des  unités  simples,  et  en  outre  les  centaines  produites  par  le* 
autres  parties  du  carré. 

On  prendra  la  racine  du  plus  grand  carré  4 contenu  dans  7 : 
elle  sera  le  chiffre  des  dizaines  cherché  ; car  7 étant  compris 
entre  les  carrés  de  2 et  de  3,  le  nombre  proposé  784  l’est  entre 
soa  et  3o2  *,  ainsi  la  racine  est  entre  20  et  3o „ et  l’on  a 2 pour  le 
chiffre  des  dizaines. 

En  retranchant  4 de  7,  le  reste  3 est  la  retenue  produite  par 
le  carré  des  unités  et  le  double  des  dizaines  multiplié  par  les 
unités  : 384  est  donc  composé  de  ces  deux  parties. 

On  forme  le  produit  du  double  des  dizaines  par  les  unités , 
en  multipliant  le  double  du  chiffre  des  dizaines  par  les  unités  , 
et  mettant  un  zéro  à droite.  Ainsi ,,  dans  l’addition,  ce  produit 
est  compris  au  rang  des  dizaines,  et  contenu  par  conséquent 
dans  38 , en  séparant  de  384  Ie  chiffre  4 des  unités  : 38  con- 
tient en  outre  les  dizaines  produites  par  le  carré  des  imités,  et 
celles  qui  proviennent  de  ce  que  784  peut  n’etre  pas  un  carré 
exact.  Si  ces  dixaines  étaient  connues , en  les  ôtant  de  38 , le 
reste  serait  le  double  produit  dont  il  est  ici  question  • donc  , en 
le  divisant  par  4 , double  du  chiffre  des  dizaines  , le  quotient 
serait  les  unités.  Divisons  donc  58  par  4 » le  dividende  sera 
plus  grand  que  celui  qu’on  doit  employer , et  le  quotient  pourra 
être  trop  grand  ; mais  il  sera  facile  de  le  rectifier. 

Car  si  le  quotient^-,  ou  9 en  nombre  entier,  représente  en 
effet  les  unités  , en  plaçant  9 à côté  du  double  4 du  chiffre  des 
dizaines,  49  sera  le  double  des  dizaines  ajouté 
aux  unités  ; et  49  X 9 sera  le  double  du  pro- 
duit des  dizaines  par  les  unités,  plus  le  carré 
des  unités  ; or,  49  X 9 —44 1 > qul est  ^ 384, 
donc  9 est  trop  grand.  On  éprouvera  le 
chiffre  8 de  la  même  manière  ; et , comme 
^}8  X 8 = 384  > qui  > retranché  du  reste , 
donne  o , on  voit  que  784  est  le  carré  exact 

i. 


7-8  4 

5 8-4 

3 8 4 

28 

49 

9 

48 

8 

0 

44 1 

384 

27.3  5 

2 3.5 

204 

i,  52 

102 

2 



3 1 

204 

Arithmétique. 


I . 2 I 
2.  I 
2 I 


31 

21 

I 


21 


de  28.  On  a mis  ici  le  type  du  calcul , ainsi  que 
celui  de  '[/  2y55  , qui  est  52  , avec  le  reste  3i  ; 
de  sorte  que  5q  est  la  racine  du  plus  grand 
carré  contenu  dans  27 j5  , c’est-à-dire  , celle  de 
27 35 — 3i,  ou  2704.  On  trouve  aussi  ]/ 121  = 11. 

2e  CAS  On  raisonnera  de  meme  si  le  carré  a plus  de  4 chif- 
fres ; car  alors,  bien  que  la  racine  en  ait  plus  de  2,  on  peut 
encore  la  regarder  comme  composée  de  dizaines  et  d’unités  * 
par  ex.,  520  a 52  dizaines  et  3 unités. 

Ainsi,  pour  273  529  , on  verra  , par 
la  meme  raison,  que  le  carré  des  di- 
zaines, considérées  comme  simples  uni- 
tés, est  contenu  dans  2735,  et  que  la 
racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans 
2j35  donne  les  dizaines.  On  a trouvé  ci-dessus  52  pour  cette 
racine,  et  3i  pour  reste;  de  sorte  que  descendant  29  à côté  de 
3i,  ona3i29  pour  le  double  produit  des  dizaines  par  les  unités, 
plus  le  carré  des  unités;  supprimant  le  chiffre  9 , on  divisera 
3i2  par  104  , double  des  dizaines  52  ; on  aura  les  unités  de  la 
racine,  ou  un  nombre  plus  grand. 

Enfin,  plaçant  le  quotient  3 à droite  de  104,  et  multipliant 
io43  par  3,  on  retranchera  le  produit  3129  du  reste  3129  ; ainsi 
523  est  exactement  la  racine  cherchée. 
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Ce  raisonnement  s’applique  atout  nombre  ; on  voit  qu’il  faut 
le  partager  en  tranches  de  deux  chiffres  , en  commençant  par 
la  droite , ce  qui  ne  laissera  qu’un  seul  chiffre  dans  la  dernière 
tranche,  lorsque  le  nombre  des  chiffres  sera  impair.  Chaque 
tranche  donne  un  chiffre  à la  racine,  en  opérant  sur  chacune 
comme  il  vient  d’être  dit.  Il  est  donc  bien  facile  de  juger  à priori 
du  nombre  de  chiffres  de  la  racine  d’un  nombre  donné.  Quand 
cette  racine  n’est  pas  exacte  , le  calcul  conduit  à un  reste  ; nous 
allons  montrer  l’usage  de  ce  reste  pour  approcher  de  la  racine. 

Observez  aussi  qu’il  est  inutile  d’écrire  les  divers  produits và 
soustraire  , et  qu’on  peut,  comme  pour  la  division  (p.  20)* 
faire  à la  fois  chaque  multiplication  et  la  soustraction. 
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2 2 0.8 
i989 

2 1 9 8-8 

189  1989 

6 663  66  663 

1 9 9 8 9 

3 3 

s 

i 9 9 9 8.9  19989  199989 

Reste,.,  o 

On  peut  aussi  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : [/  y 283  291 
\ZZ  179  421  > qui  sont  2638  et  1783. 

63.  On  appelle  Commensurables  ou  Rationnels  les  nombres 
qui  ont  une  commune  mesure  avec  l’unité  : tel  est  1 , parce  que 
le  5e  de  l’unité  est  contenu  5 fois  dans  1 , et  2 fois  dans  |4 
Mais  tout  nombre  entier  , qui  n est  pas  le  carré  exact  d'un 
entier , ne  saurait  l'être  non  plus  d'un  nombre  fractionnaire  , 
et  par  conséquent  est  incommensurable  avec  l'unité . Car  s’il 
y avait  une  commune  mesure,  contenue,  par  ex.,  5 fois  dans 
l’unité  et  i3  fois  dans  \/y}  en  sorte  que  (36)  la  racine  de 
7 fût  représentée  exactement  par  — = [/y,  en  élevant  au  carré 
on  aurait  = 7;  ce  qui  est  absurde  , ces  deux  fractions  étant 
irréductibles  ( n°  41 > 3°.  ). 

Puisqu’ en  divisant  l’unité  en  parties  égales , on  ne  peut 
jamais  prendre  celles-ci  assez  petites  pour  que  l’une  d’elles  soit 
contenue  exactement  dans  V7>  et  qu’aucune  fraction  ne  peut 
être  la  valeur  juste  de  \/y  y si  l’on  veut  la  mesure  exacte , il 
faut  prendre  une  autre  unité  ( 36  ) ; à moins  qu’on  ne  se  con- 
tente d’une  approximation , en  rendant  les  parties  de  l’unité 
assez  petites,  pour  que  la  différence  entre  \/y  et  un  certain 
nombre  de  ces  parties  puisse  être  négligée  comme  de  peu 
d’importance.  Par  ex.,  si  l’unité  contient  100  parties,  et  qu’on 
trouve  que  2 unités  -f-  64  de  ces  parties  sont  <^\ /y,  tandis  que 
65  surpassent  \Zyy  c.-à-d.,  que  7 soit  entre  les  carrés  de  2,64  et 
2,65,  on  dit  que  \/y  est  entre  ces  nombres,  et  qu’on  a cette 
racine  à moins  de  un  centième.  C’est  ce  qui  explique  ce  para-* 
doxe,  qu’on  peut  approcher  autant  qu’on  veut  de  1/7,  quoique 
\/y  n’existe  pas  numériquement. 


6.. 
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Si  l’on  veut  négliger  les  quantités  moindres  que  le  5e  d@ 
l'imité  , il  faudra  donc  trouver  combien  y/y  contient  de  ces  5es, 
c.-à  d.,  chercher  deux  fractions,  telles  que  -y.  et  -payant  5 pour 
dénominateur,  dont  les  numérateurs  ne  diffèrent  que  de  î , 
et  qui  comprenent  y/y  entre  elles,  ou  plutôt  7 entre  leurs  carrés. 
Pour  obtenir  ces  numérateurs  i3  et  1 4,  concevons  les  carrés 
de  nos  fractions  et  celui  de  ^7,  mu'tipliés  par  25  ; 25  X 7 
sera  compris  entre  les  carrés  des  numérateurs  inconnus,  et  par 
conséquent  i/(a5X7)  ou  1/175  sera  compris  entre  ces  numéra- 
teurs. Or,  y/iy 5 tombe  entre  i3  et  1 4 ; donc  -ÿ  et  sont  les 
fractions  cherchées  , ou  les  valeurs  approchées  de  y/y,  à moins 
de  l’une  par  défaut,  l’autre  par  excès  (*)• 

De  même  pour  avoir  y/(3j),  à moins  de  ~ t on  multipliera 
3 f par  112  ou  121  ; on  aura  449  7 > dont  il  faudra  extraire  la 
racine  en  nombre  entier  : elle  est  21  , en  sorte  que  y 3 y est  com- 
prise entre  — et  ~ ou  2.  Observez  qu’on  supprime  dans  449  f 
non-seulement  la  fraction  f , mais  même  toute  la  partie  de 
449  qui  excède  le  carré  de  21.  Pour  extraire  la  racine  d'un 
nombre  avec  une  approximation  déterminée , on  le  multiplie 
par  le  carré  du  dénominateur  donné , et  on  extrait  en  nombre 
entier  la  racine  du  produit  : elle  est  le  numérateur  cherché. 

64.  Si  l’on  veut  approcher  à l’aide  des  décimales,  c.-à-d.  , 
à moins  de  0,1,  0,01.... , il  faut  multiplier  le  nombre  par  le 
carré  de  10,  de  100... , ce  qui  revient  à reculer  la  virgule 
vers  la  droite  d'autant  de  fois  deux  rangs  qu'on  veut  obtenir 
de  décimales , en  ajoutant  un  nombre  convenable  de  zéros,  si  cela 
est  nécessaire,  y/o,3  à moins  de  0,01  est  ^ y/3ooo,  en  reculant 


(r)  L’unité  étant  divisée  en  q parties  égales  , pour  connaître  le  pins  grand 
nombre  x de  ces  parties  contenu  dans  y/ IV,  c.-à-d. , pour  obtenir  une  fraction 

OC  r 

~ approchée  de  moins  d’un  qe  de  l’unité,  il  faut  déterminer  x,  de  sorte 

qu’on  ait  - < N < ÿ or,  y/^r=  - y/JV=.  : donc 

9 9 9 9 

x < y/OYq')  <i.x  -f- 1 , c.-à-d.;  que  x est  le  plus  grand  eatiei;  contenu  dans 

VW)- 
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la  virgule  de  quatre  rangs,  ou  y—X  54  = o>54'  De  même 
4/5,7  , à moins  de  ~ , est  4/ 57000  , ou  2,38. 

Au  lieu  de  placer  une  longue  suite  3.  ai 
de  zéros  après  le  nombre  proposé  , 2g'*o  0 
on  peut  se  contenter  d’adjoindre  ces 
zéros  par  couple  , après  chaque 
reste.  C’est  ce  qu’on  peut  observer 
dans  les  calculs  ci-contre  de  4/321 
et  4/ 2,  On  voit  que  pour  avoir  une 
décimale  , on  se  contente  de  placer 
une  tranche  de  deux  zéros  près  du 
reste  02  ou  1 . Pour  une  2e  décimale , 


5 90.0 
2 3i  90.0 

16  94  4 etc* 


17,916. 

~ 

349 

358  r 
35826 


2 

10.0 
4o.o 
11  90.0 
60  40.0 
3 836oo 


i 


1 ,4i421356 

H 

281 

2824 

28282 
38284 r 


1 00759  etc. 

on  place  de  meme  deux  zéros  après  le  reste  5q  ou  4>  etc * 

En  marquant  de  suite  la  place  de  la  virgule  dans  la  racine, 
on  pousse  ainsi  le  calcul  de  l’approximation  jusqu’au  degré 
nécessaire , en  mettant  deux  zéros  après  chaque  reste  successif. 

La  racine  d’un  produit  est  le  produit  des  racines  des  facteurs  : 
ainsi  de  144—9X16,  on  tire  4/  i44—  4/9  X V 1 6=3x4— 1 
Cette  règle,  qui  est  fondée  sur  ce  qu’on  a dit  (n®  60)  , peut  servir 
à simplifier  les  extractions  de  racines  : 

3/8  = 4/  (2  X 4)  = 2 \/2  = 2 X i,4142...  =2,82842712. 

65.  La  racine  d’une  fraction  s’obtient  en  extrayant  la  ra- 
cine de  chacun  de  ses  deux  termes.  Ceci  résulte  de  la  manière 
dont  on  forme  le  carré  (n°4i,  6°).  4/^  = ?-,  4/7^-  = |. 

La  racine  est  irrationnelle . lorsoue  les  deux  termes  ne  sont 

* - 

pas  des  carrés  exacts;  si,  par  exemple  4/ y pouvait  être  une 
autre  fraction,  telle  que  77,  il  en  résulterait  que  § = } 

ce  qui  est  impossible  (n°38,  5°).  On  ne  peut  donc  avoir  la 
racine  qu’en  approchant  à un  degré  donné  par  la  nature  de  la 
question;  on  procède  alors  comme  il  a été  dit  (nü63).  Par 
exemple  4/ y à moins  de  se  trouve  en  multipliant  y par 
121  = ii2,  et  on  a 4/242.  ■ 


4/ 5 1 y ; et  ne  prenant  4/5 1 


qu  a moins  de  une  unité , on  a 4/7  comprise  entre  ~ et  -f. 

1/3 

Observez  que  4/7  peut  bien  être  pris  = "4/7  J Pu*s(lue 


si 
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on  multiplie  cette  expression  par  elle-même , on  trouve  -f  pour 
produit.  Mais  outre  que  cette  double  extraction  exigerait  deux 
valeurs  approchées  , le  degré  d’approximation  du  résultat 
serait  incertain.  Il  arrive  souvent  que  ce  degré  n’est  déterminé 
qu’à  la  lin  du  calcul  ; cette  partie  de  l’opération  doit  donc 
être  dirigée  de  manière  à permettre  une  approximation  illi- 
mitée. Pour  cela,  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction 
par  son  dénominateur , afin  de  rendre  celui-ci  un  carré  ; f- de- 
vient en  multipliant  haut  et  bas  par  7,  et  ; 

on  poussera  p/21  jusqu’au  degré  exigé.  Par  ex.,  si  p/21  est 
prise  =4^82,  c.-à-d.,  à moins  de  0,001  , le  7e  est  . . . 
V\  = 0,654  , valeur  qui  ne  diffère  pas  d’un  7000®. 

Si  l’on  eût  demandé  p/-|  à moins  de  j , le  calcul  eûbde  même 
conduit  à y {/si,  entre  f et  f.  Pour  p/(3  f ) , on  écrira 

t/4r  = j \/  26  X 7 ; or,  \/i82  ~ 13,4907....,  dont  le  7®  est 
p/(3  f)  = 1,9272..... 

66.  Lorsqu’on  soumet  des  radicaux  incommensurables  au 
calcul , comme  ils  ne  peuvent  avoir  d’utilité  qu’autant  qu’on 
en  exprime  la  valeur  par  approximation,  il  faut  toujours  con- 
cevoir que  les  raisonnemens  sont  établis  sur  leur  valeur  ainsi 
approchée  (u.  n°  n4,i°.).  On  pourra  donc  expliquer,  comme 
pour  les  nombres  fractionnaires,  les  théorèmes  suivans  : 

4X  Vl—  V 7X4—  [/(  1 6x7)  ; p/5x  V2-— V^X  1/3=  1/6. 

On  a le  droit  de  multiplier  par  le  même  nombre  les  deux 
termes  d’une  fraction  irrationnelle  ; c’est  ainsi  par  ex.  que 


3 v/5_2V/5. 

V7  y 7 


1/(5- 3) 


i/fx  i/î=i/(f.xî)  = \/j 


a > 


Vi7-3) 

VI  : v/|xt/f=  cf=!  [/b. 

Nous  terminerons  par  plusieurs  remarques. 
i°.  On  doit  toujours  préparer  les  nombres  de  manière  à ne 
soumettre  que  des  entiers  au  calcul  de  l’extraction. 

20.  Le  nombre  des  décimales  d’un  carré  est  toujours  pair  et 
double  de  celui  de  la  racine  : on  doit  ajouter  des  zéros  ou  sup- 
primer des  décimales,  pour  que  cette  condition  soit  rempli© 
dans  tous  les  cas. 
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5®.  Chaque  tranche  ne  devant  donner  qu’un  seul  chiffre  , 
on  ne  peut  mettre  à la  fois  plus  de  q à la  racine. 

4°.  Le  carré  d’un  entier,  tel  que  18,  étant  donné,. pour 
avoir  celui  du  nombre  suivant  iq,  comme  iq  — 1 8 -j-  î , le 
carré  est  i82  -f-  2 X 18  -1-  i ( n°  6 1 ) ; on  ajoutera  donc 
à r>2 4,  carré  de  18,  et  on  aura  36 1 = iqa.  En  général  , 
quand  on  a le  carré  d'un  entier  en  ajoutant  un,  plus  le 
double  de  ce  nombre , on  a le  carré  de  rentier  suivant.  Il  suit 
de  là  que  chaque  tranche  ne  peut  donner  un  reste  plus  grand 
que  le  double  de  la  racine  obtenue  ; car  alors  il  faudrait  mettre 
une  unité  de  plus  à cette  racine. 

5°.  La  preuve  de  l’extraction  se  fait  par  l’élévation  de  la  racine 
au  carré;  il  faut  qu’en  multipliant  la  racine  par  elle-même, 
et  y ajoutant  le  reste,  on  retrouve  le  nombre  proposé;  ce 
reste  doit  d’ailleurs  être  moindre  que  2 fois  la  racine.  On 
peut  aussi  appliquer  ici  la  preuve  par  q,  par  n,..  exposée 
n°  35,  5°. 


Extraction  des  racines  cubiques. 

\ 

67.  Avant  d’extraire  la  racine  cubique , il  convient  d’ana- 
lyser la  loi  suivant  laquelle  se  forme  le  cube  , qui  est  le  pro- 
duit d’un  nombre  par  son  carré.  En  imaginant  ce  nombre 
décomposé  en  deux  parties,  on  a vu  (n°  61)  que  le  carre 
est  composé  du  carré  de  la  première,  du  carré  de  la  seconde , 
et  du  double  de  leur  produit  : c’est  le  système  de  ces  trois 
quantités  qu’il  faut  multiplier  par  les  deux  parties  du  nombre 
donné.  Or,  en  les  multipliant  d’abord  par  la  première  , on 


obtient 


72+2X7  X5+5S 

7+5 


Calcul  de 

‘C7  + &)3* 


i°.  Le  cube  de  la  ire  partie 73 

2°  2 fois  le  carré  de  la  ire  x la  2e.. 

3°.  La  ire  x le  carré  de  la  2e.  ... . 

De  meme  en  multipliant  les  tiois  parties 
du  carré  par  la  2e  du  nombre  donné,  il  vient  : 

3°.  Le  carré  de  la  ire  x la  2e 

2°.  2 fois  le  carré  de  la  2e  X la  l re. . 

3°.  Enfin  le  cube  de  la  2e 


2 x 7s  x 5 


7x5* 


7 2 X 5 


2 X 7 X 55 


73 


©n  réunissant  ces  six  résultats  7+*3X7flX54-3X7X53-b5:i 
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on  voit  que  le  cube  de  tout  nombre  formé  de  deux  parties  , 
se  compose  de  quatre  ( voy.  n°  97 , 20.  ) ; i°.  le  cube  de  la  pre - 
mière  ; 20.  3 /ois  le  carré  de  la  première  multiplié  par  la 
seconde  ; 3°.  3 /ois  le  carré  de  la  seconde  multiplié  par  la 
première  ; 4°*  cube  de  la  seconde. 

Concluons  de  là  que  le  cube  de  tout  nombre  composé  de 
dizaines  et  d’unités  est  formé  du  cube  des  dizaines . 3 fois  le 
carré  des  dizaines  multiplié  par  les  unités,  3 fois  le  carré  des 
unités  par  les  dizaines , enfin  le  cube  des  unités. 

68.  Le  cube  de  1 , 10,  100,  icoo est  formé  de  l’unité 

suivie  de  trois  fois  autant  de  zéros  ; ainsi  un  nombre  de  deux 
chiffres,  c.-à-d.  entre  10  et  100,  a son  cube  entre  1000  et 
1000000;  il  est  donc  composé  de  4>  b ou  6 chiffres.  En  géné- 
ral, le  cube  d’un  nombre  a le  triple  des  chiffres  de  sa  racine , 
ou  le  triple  moins  î , ou  moins  2. 

Les  racines  des  nombres  <jooo , n’ayant  qu’un  chiffre,  le 
tableau  (p.  79)  les  fait  connaître.  Nous  partagerons  l’extraction 
des  autres  nombres  en  deux  cas. 

1er  CAS.  Si  la  racine  n’a  que  deux  chiffres,  comme  l’est 
celle  de  21  902 , je  remarque  que  le  cube  des  dizaines  cherchées 
se  forme  en  cubant  le  chiffre  des  dizaines,  et  plaçant  3 zéros 
à droite  (p.  i5).  Donc  en  séparant  les  trois  chiffres  962  du 
nombre  proposé,  21  contient  le  cube  du  chiffre  des  dizaines 
considérées  comme  des  unités  simples,  et  en  outre  les  milles 
qui  proviennent  des  autres  parties.  Le  plus  grand  cube  con- 
tenu dans  21  est  8,  dont  la  racine  est  2;  c’est  le  chiffre  des 
dizaines:  car  puisque  21  est  compris  entre  les  cubes  de  2 et 
de  3,  21952  l’est  entre  ceux  de  20  et  de  3o. 

Otons  8 de  21,  il  reste  13962,  qui  représente  les  trois  autres 
parties  du  cube  : or  le  produit  de  trois  fois  le  carré  des  dizaines 
par  les  unités  se  forme  en  multipliant  par  les  unités  le  triple  du 
carré  de  2,  c.-à-d.  12,  et  plaçant  en  outre  deux  zéros  à droite  : 
ainsi  séparons  les  deux  chiffres  52,  i3g  contiendra  12  fois  les 
unités,  et  les  centaines  produites  par  les  deux  autres  parties  du 
cube.  En  divisant  i3g  par  11 2,  le  quotient  sera  donc  les  unités. 
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ou  un  nombre  plus  grand  ; et  comme  ce  chiffre  ne  peut  excé- 
der 9,  on  prendra  9 pour  le  quotient  de 

Il  s’agit  de  vérifier  si  9 est  plus  grand  que  les  unités.  Pour 
cela,  sous  j 200  , qui  est  le  triple  du  ( arré  des  dizaines  , plaçons 
le  triple  du  produit  des  dizaines  parg,  ou  5. 20. 9 = 540;  puis 
le  carré  de  q ou  81  , et  multiplions  la  somme  1821  par  9.  Si  9 
est  le  chiffre  des  unités  , le  produit  devra  être  égal  au  reste,  ou 
moindre  eue  lui  , puisqu’on  forme  ainsi  les  trois  parties  que  ce 
reste  contient.  Ce  produit  excède  i3p52, 
d’où  il  suit  que  les  unités  sont  <^9.  On  21.9  52 
essaiera  donc  8 ; et  comme  en  faisant  ^ 
la  même  épreuve  on  trouve  précisément  13  9 5a 
13962,  on  reconnaît  que  â8  est  la  racine 
cubique  exacte  de  21962.  Ce  raisonne- 
ment est  analogue  à celui  qu’on  a fait 

pour  la  division  et  la  racine  carrée  (nc$  18,  62  ) ; on  tirera  faci- 
lement la  règle  qu’il  faut  suivre  daas  ces  sortes  de  calculs. 

2e  CAS.  Si  la  racine  a plus  de  deux  chiffres,  comme  pour  le 
nombre  12  3o5  472  000  , on  raisonnera  comme  précédemment 
( n°  62,  20.  ).  On  verra  qu’il  faut,  i°.  couper  le  nombre  en  tran- 
ches de  trois  chiffres , à partir  de  la  droite. 

j?  2°.  Extraire  la  racine  cubique  de  la  dernière  tranche  1 2 ; efje 
est  2,  qui  est  le  chiffre  des  mille  de  la  racine  : retranchant  de  12 
le  cube  8 des  mille,  il  reste  4* 

3°.  Descendre  à côté  de  ce  reste  4 lu  tranche  suivante  3o5, 
dont  on  séparera  deux  chiffres  o5*,  et  diviser  43  pur  12  , triple 
du  carré  du  chiffre  obtenu.  Le  quotient  3 doit  être  éprouvé 
comme  on  vient  de  le  dire.  On  reconnaît  qu’il  y a 3 centaines  ; 
le  reste  est  i38. 


21. q 52  ( 

8 1 

i3  9-52  | 

i3  9 52  v, 

28  Rncïne. 

12 

54 

8r 

12 

48 

H 

0 

1821 

1^44 

9 

8 

16389 

18952 

49*  Descendre  près  de  ce  reste  la  tranche  472  , dont  on  sé- 
parera de  même  72  ; et  diviser  i384  par  1687  , triple  du  carré 
de  23  y on  posera  à la  racine  le  quotient  zéro. 

5°.  Descendre  près  du  reste  la  tranche  000  et  diviser  1 384720 
par  158700. 

Et  ainsi  de  suite.  Yoici  le  type  du  calcul. 


9° 
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33  3 o5.4  73.000  r 33 08  Racine. 

4 3.o5  j I2  i5  8-0  o 

- 4 1 }7  J 18  55  20 

i 38  4-72  i 9 t>4 

1 38  4 73  0.00  ^ ,389  Î5'  025  2G4 

1 27  4 03  1 12  3 8 

fes4e 11  o 69  8 88  4167  127  402  112 

69.  On  démontrera , comme  au  n°  63,  que,  i°.  lorsqu’un 

nombre  entier,  tel  que  5,  n’a  point  de  racine  cubique  entière  , i! 
n’en  a pas  non  plus  de  fractionnaire;  mais  on  peut  en  appro- 
cher indéfiniment.  Pour  obtenir  \/3  à moins  de  f , on  multipliera 
3 par  le  cube  de  4 * et  on  aura  3 X 64,  ou  192,  dont  la  racine 

cubique  en  nombre  entier  est  5 : donc  \ est  îe  nombre  de- 

3 3 

mandé  , et  y 3 tombe  entre  |et|.  De  mêmepour  y/(3f)àmoins 

derr>  on  a 3f  X 1 13—  4g43  7 * racine  cubique  est  17  ; donc 

3 

~Y  est  approché  de  l/(3f)  à moins  de 

20.  Pour  approcher  à laide  des  décimales , on  reculera  la 
virgule  d’autant  de  fois  trois  rangs  à droite  qu  on  veut  de  chif- 
fres décimaux  ; on  ajoutera  pour  cela  un  nombre  convenable 

3 

de  zéros,  si  cela  est  nécessaire.  Ainsi,  pour  avoir  \/o,3  à moins 

3 3 

de-^,  on  prendra  \/3oo  000  qui  est  67,  d’où  4/0, 3 — 0,67. 

3 3 

De  même  V&>7  à moins  de  fs  se  trouve  en  prenant  ^/B/ooqui 

3 

est  18,  et  on  a 1,8.  Enfin,  ^3,2178  à moins  de  est  == 
rs  1/3217  — 1,5. 

3°.  Si  le  nombre  proposé  est  entier,  on  se  contentera  de  pla- 
cer, près  de  chaque  reste,  une  tranche  de  3 zéros,  jusqu’à  ce 

qu’on  ait  obtenu  le  nombre  de  chiffres  décimaux  qu’on  désire. 

3 

Yoici  le  calcul  pour  ^477* 


477 

f 7,8i339 

343 

1 07 

18252 

i3  jo. 00 

l 1O8 

234 

t 3 1 5 52 

64 

1 

24  480.00 

15444 

1827541 

l8  2o5  4 T 

8 

ï 

6 204  5yo.co 
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3 3 

On  trouve  ,\/2  =1,253321,  y'3=  i,442249* 

4°.  La  racine  cubique  d’une  fraction  se  trouve  en  prenant 

3 

celle  de  chacun  de  ses  deux  termes  : Vtj  — J.  Mais  si  ces  termes 
11e  sont  pas  l’un  et  l’autre  des  cubes  exacts  , on  prouve,  comme 
n°  £3  , que  la  racine  est  incommensurable  , et  qu’on  n’en  peut 
avoir  qu’une  valeur  approchée.  Si  le  degré  d’approximation  est 

donné  d’avance,  on  opérera  comme  il  vient  d’être  dit  i°.  ; {/ § a 

3 3 \ 

moins  de  £ = ~ v/(§X27)  = § (/(lof),  valeur  comprise  entre 
J et  1 , qui  sont  les  résultats  demandés.  Mais  si  l’approximation 

doit  demeurer  arbitraire , on  rendra  le  dénominateur  un  cube 

3 

exact,  et  on  approchera  de  la  racine  du  numérateur.  Pour  y 7, 

3 3 

on  prendra  ~ p/5,43=y  î/24^~y  X,^}^73~°}8g3g.  De  même 

|/(i7§)  ou  i/yf  esH  V477  — 3-  X 7, 8i33g  = 2,604463. .. . 

Nous  ne  dirons  rien  ici  sur  l’extraction  des  racines  4es>  5®*...  pour 
lesquelles  on  trouverait  des  méthodes  analogues  aux  précédentes 
( voy . ^483);  mais  nous  ferons  observer  que,  d’après  ce  qu’on 
a dit , n°  60,  lorsque  le  degré  de  la  racine  est  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs , elle  peut  se  décomposer  en  racines  successives 
de  degrés  moindres.  Ainsi  de  12  — 2X2  X 3,  on  conclut  que  la 
racine  12e  revient  à deux  racines  carrées  et  une  racine  cubique. 

1 2 

Pour  \/244  14°  625,  on  prendra  d’abord  la  racine  cubique  qui 
est  625,  puis  i/625  qui  est  26  ; enfin  \/qS  = 5,  qui  est  la  racine 
12e  cherchée.  Cette  extraction  de  racines  est  une  opération  très 
pénible  , mais  qui  sera  bientôt  facile  par  les  belles  propriétés 
des  logarithmes  (n°  87  ). 

IV.  DES  RAPPORTS. 


Des  Équidiffèrences  et  Proportions . 

70.  On  peut  comparer  les  grandeurs  sous  deux  points  de 
vue  , en  cherchant  ou  l’excès  de  l’une  sur  l’autre  , ou  le  nombre 
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de  fois  qu'elles  se  contiennent  mutuellement.  Le  résultat  de 
cette  comparaison  s’obtient  par  m e sou  fraction  dans  le  premier 
Cas , et  par  une  division  dans  le  second.  On  nomme  Raison  ou 
Rapport  de  deux  nombres  le  quotient  qu’on  trouve  en  divisant 
l’un  par  l’autre.  C’est  ainsi  que  3 est  Je  rapport  de  12  à 4>  puis- 
que 3 est  le  quotient  de  î 2 : 4*  On  pourrait  également  dire  que 
le  rapport  de  12  à 4 est  ■—  ou  puisqu’il  est  indifférent  de  dire 
que  le  premier  des  nombres  est  tripie  du  second,  ou  que  celui- 
ci  est  le  tiers  de  l’autre.  Nous  conviendrons  à l’avenir  de  diviser 
le  premier  nombre  énoncé  par  le  second. 

Le  premier  terme  d’un  rapport  est  Y Antécédent,  le  second  est 
le  Conséquent. 

On  sait  ( n°  4 ) que  la  différence  de  deux  nombres  demeure 
la  même,  lorsqu’on  les  augmente  ou  diminue  de  la  même  quan- 
tité , et  qu’on  ne  change  pas  un  rapport  ( n°  i5)  en  multi- 
pliant ou  divisant  ses  deux  termes  par  un  meme  nombre. 

1 2 — 5=  i3  — 6 = 1 1 — 4 ; ri  = }-£  = b 

Il  est  aisé  d’attacher  un  sens  net  au  rapport  des  quantités 
irrationnelles,  puisqu’elles  n’entrent  dans  le  calcul  que  comme 
représentant  leurs  valeurs  approchées  ( n°  6G  ).  Du  reste  , ce 
rapport  peut  quelquefois  être  commensurable  : ainsi  , 

V’12 /12 y/4 2 

1/3  “V  T~~T~~Tm 

71.  Lorsque  la  différence  entre  deux  nombres,  tels  que  10 
et  8,  est  la  même  qu’entre  deux  autres  7 et  5 , ces  quatre  quan- 
tités forment  une  i Ê qui  différence;  10  — 8 = 7 — 5.  Quand  le  rap- 
port de  deux  nombres  est  le  même  que  celui  de  deux  autres  , ces 
quatre  quantités  forment  une  Proportion,  qui  résulte  de  Y égalité 
de  deux  rapports  : 20  et  10,  aussi  bien  que  14  et  7,  ont  2 pour 
rapport  ; on  a donc  une  proportion  entre  20,  10,  14  et  7,  qu’on 
écrit  ainsi  20  1 10  \ l i4*  7>  et  qu’on  énonce  20  est  à 10  comme 
14  est  à 7.  On  peut  aussi  indiquer  ainsi  = Lorsque  nous 
préférerons  cette  dernière  notation,  ce  qui  arrivera  le  plus  sou- 
vent, nous  lui  conserverons  l’énoncé  reçu  : 20  est  à io  comme 


Proportions.  g3 

î 4 est  à 7 ; et  non  pas  20  divisé  par  10  égale  14  divisé  par  7, 
quoique  ces  locutions  soient  éaïuvalentes. 

Les  termes  20  et  7 sont  les  Extrêmes , 10  et  14  les  Moyens 
de  la  proportion. 

Lorsque  les  deux  moyens  sont  égaux  entre  eux  , on  dit  que  la 
Proportion  est  Continue  : telle  est  la  suivante  1 hî  ?4  ••  24  • 369 
qu  on  écrit  ainsi  -H  16  *24  *36.  Le  second  terme  se  nomme 
Moyen  proportionnel. 

Il  est  visible  que  l’idée  la  plus  générale  qu’on  puisse  se  faire 
de  la  mesure  des  grondeurs  ( u®  % ),  consiste  à avoir  leur  rap- 
port avec  ï unité  de  leur  espèce . Ainsi,  lorsqu’on  dit  qu’une 
chose  est  = f,  ou  est  5 fois  le  septième  de  l’unité  , cela  revient 
à dire  que  le  rapport  de  cette  grandeur  à l’unité  est  le  meme 
que  celui  de  5 a 7*  De  meme  ( n°  s5)  on  mesure  l’incommen— 
surable  [/y,  en  remplaçant  son  rapport  avec  l’unité,  par  celui 
de  deux  nombres,  tels  que  i3  et  5,  qui  donnent  la  proportion 
inexacte  , mais  approchée  , y y : » ::  i3  : 5. 

T2-  Suivant  que  les  restes  de  deux  soustractions  1 o — 8 et 7 5 

sont  égaux  ou  inégaux,  ils  le  seront  encore  après  leur  avoir 
ajouté  la  somme  8 -f-  5 des  quantités  soustractives  ; ce  qui  donne 
10-f  5 et  7-f-8.  Donc,  lorsqu’on  a l’équidifférence  1 o — 8=7—5, 
la  somme  des  èxtremes  est  égale  à celle  des  moyens  ; et  récipro- 
quement si  1 o-f-7r==7"î”^>  on  a l’équidifférence  10 — -8 — '7— 5, 

Il  est  donc  bien  aisé  de  trouver  un  terme  d’une  équi différence, 
connaissant  les  trois  autres  ; car  soit  demandé  le  4e  terme  x,  les 
trois  iers  étant  10, 8 et  7;  puisque  l’inconnue  x,  augmentée 
de  10,  doit  être  = 8-4-7,  faut  (n°  4)  que  r =8  + 7—10  = 5; 
on  a donc  l’équidifférence  10  — 8 = 7 5. 

Soient  pareillement  deux  rapports  f et  pour  juger  s’ils  sont 
égaux  ou  inégaux,  il  faut  les  réduire  au  meme  dénominateur  ■ 
on  a 6 X 7 d’une  part,  et  14  X 3 de  l’autre.  Donc,  si  le  pro- 
duit des  extremes  est  égal  a celui  des  moyens , il  y a propor- 
tion, et  réciproquement. 

On  voit  que  , i°.  si  l’on  a quatre  nombres  8,  o,  î4  et  7,  tels 
que  les  produits  6x  7 et  3 X i4se  trouvent  égaux,  on  en  con- 
clura l’égalité  de  leurs  rapports , ou  la  proportion  | = 0u 
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6:3::  14  ! 7.  De  sorte  qu’on  pourra  toujours  former  une  pro- 
portion avec  les  facteurs  de  deux  produits  égaux. 

2°.  Le  produit  des  moyens  devient  un  carré  , s’ils  sont  égaux. 
Donc  le  moyen  proportionnel  entre  deux  nombres  est  la  racine 
carrée  de  leur  produit.  Entre  3 et  12,  le  moyen  proportionnel 
est  i/(3 X 12)  = 6,  savoir  h3:6;  12.  Réciproquement  si  l’on 
a62  = 3x  12  on  pourra  former  la  proportion  continue 

~ 3 : 6 : 12. 

3°.  Si  une  proportion  renferme  un  terme  inconnu , telle  que 
6:3  ::  1 4 : x ; comme  3 fois  14  doit  être  égal  à 6 fois  l’incon- 
nue , elle  est  ( n°  5 ) le  quotient  de  3 X 1 4 > 011  42>  divisé  par  6, 
ou  ^ y • donc  6 : 3 : : i4  : 7.  En  général , l’un  des  extrêmes 
se  trouve  en  divisant  le  produit  des  moyens  par  V extrême 
connu . Si  l’inconnue  était  un  moyen , on  diviserait  le  produit 
des  extrêmes  par  le  moyen  connu. 

4°.  On  peut,  sans  détruire  une  proportion,  faire  subir  aux 
divers  termes  qui  la  composent  tous  les  changemens  qui  con- 
duisent encore  à donner  le  produit  des  extrêmes  égal  à celui 
des  moyens.  Ainsi  pour  6 : 3 ::  14  : 7,  qui  donne  6X7— 3X  i4> 
on  pourra 

I.  Déplacer  les  extrêmes  entre  eux , ou  les  moyens  entre  eux 
(ce  qu’on  désigne  par  Alternando  ) *,  ainsi  , 

6 : 14  ::  3 : 7 
ou  7 : 3 ::  14 : 6 
ou  7 : 14  ::  3 6. 

II.  Mettre  les  extrêmes  à la  place  des  moyens  (ce  qu’on 
nomme  Jnvertendo  ). 

3 : 6 ::  7 : 14. 

III.  Enfin  , multiplier  ou  diviser  les  deux  antécédens,  ou  les 
deux  conséquens,  par  le  même  nombre  ( n°  70). 

73.  En  appliquant  le  théorème  du  n°  38,  5°.  à la  proportion 
3o  : 6 ::  i5  : 3 , ou  — • = -ÿ  , on  trouve 

3o  =h  1 5 1 5 3o  + 1 5 3o  — 1 5 

6 ÜT  1T  et  6-f-3  6 — 3~a 
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Si  l’on  fait  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des  moyens , 
5 X i5,  commun  à l’un  et  à l’autre  , peut  être  supprimé  , et  il 
reste  les  quantités  3o  X 3 et  i5  X 6,  égales  d’après  la  propor- 
tion donnée. 

Donc , i°.  la  somme  ou  la  différence  des  antécédens  est  à 
telle  des  conséquens,  comme  un  antécédent  est  à son  consé- 
quent. 


3,0 • La  somme  des  antécédens  est  à leur  différence  comme  la 
somme  des  conséquens  est  à leur  différence. 

3°.  Soit  une  suite  de  rapports  égaux  -J-  rrr  ~ ^ =r; ±2, 

_ ^ -f-  10  ~f-  3o  \À  3o 

5 + y i5  ==  ' Y = 75  * doîlcb  dans  toute  suite 

de  rapports  égaux , la  somme  des  antécédens  est  à celle  des 
conséquens , comme  un  antécédent  est  à son  conséquent. 

4°.  Si  on  renverse  la  proportion  donnée,  on  a 3o  : i5  n G : 3 
« , 3 o±S  6 

G ou  ^ ^ omponendo  , Dividende  ). 


7 4*  D/i  peut  multiplier  deux  proportions  terme  à terme . 
En  effet , 3o  : i5  " 6 ; 3 et  2 * 3 4 “ 6 donnent  les  fractions 

égales  ïf  ~ f et  f = f *,  on  trouve  en  les  multipliant.  ...... 

30X2*.  i5x 5 ::  6x4 :3x  6. 

Donc,  on  peut  élever  une  proportion  au  carré , au  cube , et  par 
conséquent  on  peut  aussi  en  extraire  la  racine  carrée , cubique .... 


Des  Réglés  de  Trois . 


y5.  Lorsque  les  élémens  d’un  problème  peuvent  former  une 
'proportion  dont  1 inconnue  est  Je  dernier  ternie  , un  calcul 
simple  ( n°  72 , 3°.  ) donne  la  valeur  de  ce  terme  : c’est  ce  qu’on 
nomme  une  Règle  de  trois . Ainsi  3o  ouvriers  ont  fait  20  mètres 
d ouvrage;  combien  21  ouvriers  en  feraient-ils  dans  le  même 
temps?  Accordons,  pour  un  moment,  que  les  conditions  de 
celle  question  soient  exprimées  par  la  proportion  3o:2o  "ai  ; r 
en  désignant  par  x le  nombre  de  mètres  demandé  ; on  en  con- 


clut que  cette  inconnue 


X: 


20.21 


3q 
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Lorsqu’on  veut  résoudre,  à l’aide  d’une  règle  de  trois,  tme 
question  proposée,  il  est  nécessaire  de  s’assurer  si  la  solution 
peut  dépendre  des  proportions  ; après  quoi  il  ne  reste  d’autre 
difficulté  qu’à  placer  les  nombres  contenus  dans  la  question,  aux 
rangs  qui  leur  conviennent  dans  la  proportion. 

On  reconnaît  que  la  solution  d’une  question  dépend  des  règles 
de  trois,  lorsque  l’énoncé  est  formé  de  deux  périodes  : les  deux 
termes  de  la  première  étant  Homogènes  respectivement  à ceux 
de  la  seconde,  c.-à-d.,  de  même  nature , deux  à deux  ; et  que 
de  plus  ces  termes  peuvent  être  multipliés  ou  divisés  par 
le  même  nombre.  Ainsi , dans  notre  problème  , 3o  ouvriers  et 
21  ouvriers  sont  homogènes,  et  on  pourrait  multiplier  ces  deux 
nombres  par  4 ou  par  3....,  sans  rien  changer  au  problème.  Au 
contraire , le  temps  qu’une  pierre  emploie  à tomber  n’étant  pas 
double  lorsque  la  hauteur  est  double  ; un  tonneau  n’employant 
pas  à se  vicier  un  temps  triple , lorsque  sa  capacité  est  triple  , 
ces  élémens  ne  peuvent  faire  partie  d’une  règle  de  trois. 

76.  Après  avoir  reconnu  que  la  solution  d’un  problème  peut 
être  donnée  par  une  proportion , il  s’agit  d’assigner  à chaque 
terme  le  rang  qu’il  y doit  occuper.  Le  dernier  et  le  troisième 
sont  d’abord  l’inconnue  et  son  homogène  , le  seul  qui  puisse 
lui  être  comparé.  Le  second  rapport  étant  ainsi  une  fois  établi, 
il  reste  à former  le  premier,  lequel  est  composé  des  deux  autres 
nombres  compris  dans  le  problème,  et  homogènes  entre  eux,, 
Or,  la  question  fait  connaître  lequel  doit  être  le  plus  grand  des 
deux  termes  déjà  proposés , c.-à-d.,  de  l’inconnue  et  de  son 
homogène  ; et , comme  les  antécédens  doivent  être  ensemble 
plus  grands  l’un  et  l’autre,  ou  moindres  que  leurs  conséquens, 
il  est  facile  de  décider  lequel  de  ces  deux  termes  homogènes  qui 
restent  à placer  doit  occuper  le  ier  et  le  2e  rang. 

Ainsi , dans  la  question  précédente , après  avoir  posé  20 
mètres  t a:  mètres,  on  voit  que  21  ouvriers  doivent  faire  moins 
d’ouvrage  que  3o  , et  que  le  conséquent  x est  20  ; donc  , des 
deux  nombres  3o  et  21,  3o  est  le  premier , et  on  a..... 
3o  : 21  ::  20  : x. 

Les  deux  exemples  aiiyans  éclairciront  ceci  : 


RÈGLES  DE  TROIS. 


97 


Un  ouvrage  a été  fait  en  5 jours  par  5/  ouvriers  ; combien 
faudrait-il  de  jours  à 19  ouvriers  pour  faire  le  même  ouvrage? 
Puisqu’on  pourrait  prendre  2 ou  3 fois  plus  de  jours  et  autant 
de  fois  moins  d’ouvriers,  la  question  dépend  des  proportions.  On 
placera  d’abord  5 jours  : æ jours  ; et  comme  il  faut  plus  de 
jours  à 19  ouvriers  qu’à  5?  pour  accomplir  la  même  tâche,  le 
conséquent  x est  é>  que  5 ; 5y  est  donc  le  conséquent  du  premier 


U a fallu  h métrés  d une  étoffé  large  de  ^ pour  couvrir  un 
meuble  ; combien  en  faudra-t-il  d’une  étoffe  large  de  § ? Quoi- 
qu’ici  les  quatre  termes  soient  des  mètres  , on  reconnaît  que  les 
uns  expriment  des  longueurs  et  les  autres  des  largeurs  , et  que 
6 mètres  et  l’inconnue  sont  les  deux  homogènes.  Ainsi,  la  pro- 
portion est  terminée  par  6 mètres  : x mètres.  Or , il  faut  moins 
de  longueur  à l’étoffe  qui  est  la  plus  large  ; comme  J > 4,  on  a 


77.  Quoiqu’il  soit  toujours  facile  défaire  ce  raisonnement 
en  l’évitant  on  donne  plus  de  rapidité  au  calcul.  On  distingue 
deux  sortes  de  rapports  ; le  Direct , qui  est  formé  de  nombres 
qui  croissent  ou  décroissent  ensemble  : l’un  décroît  au  contraire 
quand  l’autre  croît,  dans  le  rapport  Inverse.  Les  3o  ouvriers  et 
20  mètres  de  la  première  question  sont  en  rapport  direct,  parce 
que  plus  il  y a d’ouvriers,  et  plus  ils  font  d’ouvrage.  Dans  la 
seconde , au  contraire,  57  ouvriers  et  5 jours  sont  en  rapport  in- 
verse, parce  que  plus  il  y a d’ouvriers,  et  moins  on  doit  les 


employer  de  jours  pour  faire  un  ouvrage 


Lorsque  les  termes  d’une  question  sont  en  rapport  direct  il 
s’y  présentent  dans  les  mêmes  rangs  qu’ils  doivent  occuper  dans 
la  proportion  , pourvu  qu’en  exprimant  la  question  , on  donne 
le  même  ordre  aux  termes  homogènes  dans  les  deux  périodes. 
Mais  si  le  problème  a ses  rapports  inverses,  les  termes  doivent 
procéder  en  sens  opposé  dans  la  proportion , de  sorte  que  Je 


dernier  des  nombres  énoncés  soit  écrit  le 
1. 


premier , l’ayant- 
7 
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dernier  le  second  , etc ; /’ inconnue  étant  toujours  à la  qua- 

trième place.  Cela  résulte  de  ce  qui  a été  dit  ci-dessus. 

Voici  encore  plusieurs  exemples  de  règles  de  trois. 

I.  En  8 jours,  un  homme  a fait  5o  lieues  ; combien  sera-t-il 
de  jours  pour  faire  80  lieues  ? Celte  règle  est  directe,  parce  que 
plus  on  marche  , et  plus  on  fait  de  chemin.  Mais  les  termes  ho- 
mogènes ne  se  présentent  pas  dans  le  meme  ordre  dans  les  deux 
périodes,  et  on  commettrait  une  erreur,  si  on  posait... 
8 : 5o  ::  80  : x.  Énonçons  la  question  dans  ces  termes  : 

Un  homme  a fait  5o  lieues  en  8 jours;  combien  sera-t-il  de 
jours  à faire  8o  lieues  ? et  il  viendra  5o  : 8 *1  8o  : x ~ i 2 |. 

IL  Un  homme  a fait  une  route  en  8 jours,  marchant  7 heures 
par  jour,  combien  eût-il  mis  de  temps  s’il  eût  marché  10 heures 
par  jour  ? Pvègle  inverse,  parce  qu’en  marchant  plus  d’heures 
par  jour,  il  faut  moins  de  jours  pour  parcourir  la  même  distance  : 
ainsi  10*7  *.*.  8 l x r=5  |. 

III.  Si  17  marcs  5 onces  4 gros  d’argent  ont  coûté  809  liv. 
i5  s.  6 den.,  combien  coûteraient  14  marcs  3 onces  2 gros  | ? 
Règle  directe  ; donc 

17™  5 0 4sr  l 869  liv.  1 5 s.  6 den.  " i4m  3°  2gr  \ \ a:  liv. 

On  simplifie  le  calcul  ( nos  58  et  70  ) en  multipliant  les  deux 
antécédens  par  16  ; et  on  a 283m  \ 8691  1 5S  6(i  23om  5°  \ x . 
On  trouve  x — 708* 1 69  1 û 

IV.  6 escadrons  ont  consommé  un  magasin  de  fourrage  en 
54  jours  ; en  combien  de  jours  9 escadrons  l’eussent-ils  con- 
sommé? Règle  inverse,  d’où  9 * 54  h l x = 36. 

V-  Un  vaisseau  a encore  pour  10  jours  de  vivres;  mais  on 
veut  tenir  la  mer  encore  i5  jours  : à quoi  doit  être  réduite  cha- 
que ration  ? On  ne  trouve  pas  ici  quatre  termes  ; mais  il  est  évi- 
dent que  l’un  est  sous-entendu,  et  que  le  problème  doit  être 
conçu  de  cette  manière.  On  donnerait  la  ration  1 à chaque 
homme,  s’il  fallait  tenir  la  mer  10  jours;  011  doit  la  tenir  i&>, 
que  donnera-t-on  ? R.ègle  inverse  : ainsi  i5  : io  1 : x = § . 

VI.  Une  fontaine  emplît  un  réservoir  en  6 heures,  une  autre 
en  5 heures-^,  une  troisième  enfin  en  4 heures  § ; en  combien  ds 
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temps  ces  trois  fontaines,  coulant  ensemble,  empliront  - elles 
ce  bassin?  Cherchons  quelle  portion  la  ire  fontaine  emplit  en 
A Si  en  6À  un  réservoir  est  rempli , quelle  portion  le  sera  en  ih  ? 
d’où  6 I i ::  1 ; æ De  même  pour  les  deux  autres  fon- 
taines on  a 5 i ::  î : a?=i  : 4 f : i : : i 

Ainsi  ces  trois  fontaines  , coulant  ensemble,  empliront,  par 
heure,  cette  fract  ion  du  bassin,  4.  £ + A , ou  X ■ -f-  X ==f . 

Donc,  si  les  f d’un  réservoir  sont  remplis  en  ik,  combien  fau- 
dra-t-il d’heures  pour  emplir  1 ? La  solution  est  1 : f ou  J — 1 J. 
Il  faudra  1 heure  f pour  que  les  trois  fontaines  emplissent  le  bas- 


sin. En  général,  on  divisera  l’unité  par  la  somme  des  fractions 
du  réservoir  qu’emplit  chaque  fontaine  en  ih. 

7 8.  Règles  de  trois  composées.  On  ramène  souvent  aux  propor- 
tions des  questions  qui  renferment  plus  de  trois  termes  donnés. 
Il  faut  alors  qu’elles  soient  formées  de  deux  périodes  qui  con- 
tiennent des  nombres  homogènes  , deux  à deux , et  variables 
proportionnellement.  En  voici  un  exemple. 


Si  20  hommes  ont  fait  1 60  mètres  d’ou-  Hommes.  Mètres.  joim 
vrage  en  1 5 jours,  combien  5o  hommes  20  160  15 

en  feraient-ils  en  12  jours?  Nous  accou-  x 12 

plerons  dorénavant  les  termes  homogènes,  comme  on  le  voit 
ci-  contre. 


Il  se  présentera  deux  cas,  suivant  que  les  termes  qui  ne  répon- 
dent pas  à l’inconnue  sont  en  rapport  direct  ou  inverse.  Ici , 2G) 
hommes  et  i5  jours  sont  en  rapport  inverse  ; car  plus  on  emploie 
d’ouvriers,  et  moins  il  est  nécessaire  de  les  occuper  de  temps  pour 
accomplir  une  même  tâche  ; en  sorte  qu’on  peut  doubler,  tri- 
pler... l’un  des  nombres  , pourvu  qu’on  divise  l’autre  par  2 3 
et  la  question  reste  la  même.  Multiplions  20  hommes  par  1 5 et 
divisons  i5  jours  par  i5',  il  viendra  3oo  hommes  et  1 jour  • 
de  même  multiplions  3o  hommes  par  12  , et  nous  aurons  3Gq 
hommes  et  1 jour.  La  question  devient 

donc  , si  3oo  hommes  ont  fait  160  mè-  Hommes.  Mètres.  Jours, 
très  en  un  jour,  combien  56o  hommes  1^°  1 

en  feront-ils  en  un  jour?  Le  temps  étant 
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Je  même  de  part  et  d'autre , il  est  inutile  d’y  avoir  égard,  et  (*) 
on  a la  règle  directe  3oo  : 160  ::  36o  la:  =192  mètres. 

Lorsque  le  rapport  est  direct,  on  pro- 
cède différemment.  Par  ex.,  si 20 hommes  Hommes.  Mètres.  Jours. 

Ps.  p r • 20  1 bo  1 5 

ont  fait  100  métrés  en  10  purs,  com-  l^0  x 

bien  faudra-t-il  de  jours  à 3o  hommes 

pourfaire  192  mètres? 

Plus  il  y a d’hommes,  et  plus  ils  font  de  mètres  ; 20 hommes 
et  160  mètres  sont  en  rapport  direct.  Ainsi,  après  avoir  multiplié 
l’une  de  ces  quantités  par  2,  3...,  il  faudra  aussi  multiplier  l’autre 
par  le  même  nombre.  Prenons  192  pour  facteur  de  20  hommes 
et  160  mètres,  puis  160  pour  facteur  de  5o  hommes  et  192  mè- 
tres, et  il  est  clair  que  le  nombre  des  mètres  (**)  sera  , dans  les 
deux  cas,  192  X 160.  On  a donc  cette  question  : si  20  X 192 
hommes  ont  fait  un  ouvrage  en  i5  jours  , combien  de  jours  se- 
raient 3oX  160  hommes  à faire  ce  même  ouvrage?  Cette  règle 
est  inverse,  et  on  a 

_ n - 20.lQ2.l5 

3o  x 160  : i5  ::  20X 192  :#=:-■  • â — , 

3o.ibo 


ou 


2.  192.5 192 

I.160  16 


On  raisonnera  de  même  dans  tout  autre  cas  : le  2e  de  ces  pro- 
blèmes peut  servir  de  preuve  à l’exactitude  du  ier  calcul;  et,  en 
général , en  renversant  le  problème , on  fera  la  preuve  de 
l’opération.  Voici  encore  un  exemple  assez  compliqué. 

Si  4°  ouvriers  ont  fait  3oo  mètres  en  8 jours,  en  travaillant 
y heures  par  jour  , combien  5i 

Hommes.  Mètres.  Jours.  Heures. 

3oo 

45g 


ouvriers  seraient-ils  de  jours  à 110™^  ^00  8 

• / p*  \ , •il 


faire  4^9  mètres  en  travaillant  5 1 
6 heures  par  jour  ? 


x 


7 

6 


(*)  C’est  même  h la  réduction  de  ces  deux  nombres  à Légalité  que  l’on  doit 
Tendre  : on  aurait  pu  se  contenter  de  diviser  20  et  i5  par  5,  et  3o  et  12  par  4; 
en  un  mot , il  suffit  que  les  jours  soient  en  meme  nombre  dans  les  deux  cas. 

(++)  On  aurait  rempli  le  même  but  avec  un  facteur  plus  simple  que  1925 
toyez  ce  qu’on  a dit  pour  la  réduction  an  même  dénominateur  ( p.  48)  ; nous 
a,vons  pris  ici  192,  pour  mieux  faire  concevoir  la  conséquence  qui  suit. 


Heures. 

Mètres. 

Jours. 

40  X 7 

5oo 

8 

5i  X 6 

459 

x 

Heur 

es. 

Jours. 

4°  x 7 

X 4^9 

8 

01  X 6 

X 3oo 

x 
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On  verra  d’abord  que  les  ouvriers  et  les  heures  sont  en  rap- 
port inverse  ; on  mettra  donc  /(o  X 7 heures  d’une  part,  et 
5i  X 6 heures  de  l’autre,  durant  un  jour, 
ce  qui  donnera  lieu  à la  question  indi- 
quée ci-contre  , et  qu’il  est  inutile  d’é- 
noncer. 

Les  heures  et  les  mètres  sont  en  rap- 
port direct  ; on  fera  donc  9 multi- 
plicateur des  termes  de  la  première 
période,  et  3oo  celui  de  la  seconde  ; ce 

qui  réduira  le  nombre  des  mètres  à être  le  même  de  part  et 
d’autre.  On  aura  une  règle  de  trois  inverse,  qu’on  posera  ainsi 

5i  x6x 3oo  : 8 ::  40 x 7 x 4^9  • * = 

On  peut  même  , avant  d’effectuer  le  calcul , supprimer  le  fac- 
teur 3,  dans  3oo  et  6 , puis  9 dans  4^9  d’où 

4oX7X5iX8  4X7X4 

X—  — JL  sa:  11/2. 

5i  X 2 X 100  10 

On  peut  encore  éviter  ces  divers  raisonne  mens;  car,  en  îes 
reproduisant  sur  chaque  terme , comparé  à l’inconnue  , on  voit 
que,  lorsque  le  rapport  sera  direct , le  terme  devra  changer  de 
place  avec  son  homogène ; tandis  que  s’il  forme  un  rapport  in- 
verse, on  le  laissera  où  il  est . Enfin , on  multipliera  tous 
les  nombres  contenus  dans  chaque  ligne , et  l'on  égalera  les 
produits  entre  eux.  Ainsi,  dans  la  dernière  question,  les  ouvriers 
et  les  jours  sont  en  rapport  inverse,  ainsi  que  les  heures  et  les 
jours;  mais  les  mètres  et  les  jours  forment  , v . ,r 

' ’ , 1 , , 40x45.9x8x7 

un  rapport  direct  : on  changera  de  place  5ix3ooX<^XS 
seulement  3oo  et  4^9;  on  formera  le  produit 
des  nombres  contenus  dans  chaque  ligne,  et  égalant  il  viendra 
40X459X  8X7  = 5i  X 3co  X 6 X oc  y ce  qui  donne  la  même 
valeur  que  ci  devant  : en  effet  l’inconnue  sera  le  quotient  (n°5) 
de  40  X 4^9  X 8 X 7 divisé  par  5i  X 3oo  x 6. 

Cette  opération  peut  même  s’appliquer  aux  règles  de  trois 
simples. 
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79.  Règle  de  société . Trois  associés  ont  mis  dans  le  com-» 
merce,  l’un  12000  fr.,  l’autre  8000  fr.,  le  troisième  4000  fr.  Ils 
ont  gagné  5/fio  fr.  ; on  demande  de  partager  ce  gain  à raison  de 
leurs  mises. 

La  somme  totale  24000  fr.  a rapporté  54'3o  fr.  On  fera  donc 
ces  trois  proportions  ; 

24  000  * 543o  ou  2400  : 543  11  12000  1 x = 27i5fr* 

2000  ; 543  il  8000  : x — 1810 

2400  : 543  ::  4 000  - x = d°3 

On  yoit  que  la  totalité  des  mises  est  à celle  des  bénéfices , 

comme  chaque  mise  particulière  est  au  bénéfice  qui  lui  est 
échu. 

Soit  encore  proposé  le  problème  suivant  : 

Trois  négociant  ont  mis  dans  le  commerce,  savoir,  Fun  1 o ooofr. 
pendant  7 mois , l'autre  8000  fr.  pendant  5 mois  , le  troisième 
4000  fr.  pendant  20  mois  ; on  demande  quelle  est  la  part  de 
chacun  dans  le  bénéfice  de  1600  fr.  ? 

On  remarquera  que  les  mises  et  les  temps  sont  en  rapport 
inverse  : en  les  multipliant  respectivement,  on  retombe  sur  une 
règle  de  la  première  espèce.  L’un  des  associés  est  supposé  avoir 
mis  70  000  fr.,  le  second 4û  ooofr.,  le  dernier  80  000;  les  temps 
sont  égaux.  On  trouvera  , parla  règle  précédente , 552fr.,G3... 
ôî5  fr.,7g...  63 1 fr.,58...  pour  les  gains  respectifs. 

Si  l’on  cherche  d’abord  le  bénéfice  que  rapporterait  une  mise 
de  ico  fr.,  on  pourra  poser  aussi,  pour  chacune,  cette  propor- 
tion : si  100  fr.  rapportent  un  tel  bénéfice,  quel  est  celui  qui 
est  dû  à une  telle  mise  ? Le  ier  terme  ou  diviseur  est  100  dans 
cette  règle  de  trois.  Ainsi  toutes  ces  proportions  seront  plus  fa- 
ciles à résoudre , ce  qui  sera  sur-tout  utile  lorsqu’il  y aura  un 
grand  nombre  de  sociétaires  , puisqu’on  est  conduit  à autant  de 
règles  de  trois  qu’il  y a de  parts  à faire. 

80.  Règle  d' intérêt.  Elle  a pour  but  de  trouver  la  somme  due 
pour  de  l’argent  prêté  sous  certaines  conditions.  Cet  intérêt  se 
stipule  de  deux  manières  : ou  en  indiquant  celui  que  porte  la 
somme  de  100  fr. , ce  qu’on  désigne  par  les  mots  tant  pourcent 
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>(  5 pour  cent  s’écrit  ainsi  : 5 p.  \ ou  en  fixant  la  somme 
qui  doit  rapporter  un  franc  d’intérêt;  le  Denier  1 4 signifie  que 
1 4 francs  rapportent  î franc. 

La  relation  qui  lie  ces  deux  manières  de  stipuler  l’intérêt  se 
trouve  par  une  proportion.  Ainsi,  le  denier  2 5 équivaut  à 
4 p.  o ; puisque  si  l’on  pose  cette  règle  de  trois  , si  a5  fr.  rap- 
portent î fr.,  quel  est  F intérêt  de  îoofr.  ? on  trouve  4 fr.  De 
même  le  denier  2 revient  à 5o  p.  £ , le  denier  20  à 5 p. 

Un  exemple  de  règles  d’intérêt  suffira  pour  montrer  comment 
on  doit  résoudre  toutes  les  questions  semblables.  Quel  est  l’inté- 
rêt de  10  000  à J p.  | par  mois  durant  7 mois?  Ce  problème 
revient  à celui-ci  : Si  100  fr.  rapportent  £ fr.  durant  1 mois, 
combien  10  000  fr.  rapporteront-ils  pendant  7 mois?  Cette  règle 
de  trois  composée  se  résout  à l’ordinaire  (n°  78).  On  peut  aussi 
la  résoudre  comme  il  suit  : 100  l j I*  10000  \ x — 25 fr.,  in- 
térêt de  îo  000  fr.  pendant  un  mois  ; 7 X 2,5,  ou  175  fr.,  est 
donc  l’intêrêt  cherché. 

81.  Règle  d’ escompte . Lorsqu’une  somme  n’est  due  qu’à  une 
époque  encore  éloignée , et  qu’on  en  obtient  sur-le-champ  le 
paiement,  on  nomme  Escompte 'l’intérêt  qu’on  perçoit  pour  cela. 
Si  donc  on  a 10  000  fr.  à recevoir  dans  7 mois,  en  retenant  l’in- 
térêt de  cette  somme  à £ p.  £ par  mois,  on  devra  déduire  i75fr., 
et  il  restera  9825.  Cette  manière  d’opérer  s’appelle  prendre 
F escompte  en  dehors  ; elle  est  la  plus  usitée,  quoiqu’on  retienne 
l’intérêt  de  10  000 fr.,  et  qu’on  ne  paie  en  effet  que  9825 fr. 

Pour  F escompte  en  dedans  y il  ne  faut  retrancher  que  l’intéréî 
de  la  somme  qu’on  paie.  Voici  ce  qu’on  doit  faire.  Chaque  mois, 
on  devra  retenir  £fr.  par  100  fr.  ; donc  après  7 mois,  ioo-f- ift- 
seront  réduits  à 100  fr,  ; on  posera  donc  cette  proportion  : Si 
101  | sont  réduits  à îoofr. , à combien  loooofr.  seront-ils 
réduits.  On  trouve  9828  fr.  ~j.  En  effet,  si  l’on  ajoute  à cette 
somme  son  intérêt  à ~ p.  £ par  mois  durant  7 mois , on  retrou- 
vera 10,000  fr. 

82.  Règle  conjointe.  Prenons,  pour  expliquer  cette  règle, 
l’exemple  suivant  : 5o  liv.  de  Pâtis  valent  5i  Hy.  de  Hambourg; 
2 5 liv.  Hambourg  en  valent  24  de  Francfort  * on  demande 


^5° 


donc  ( liv.  P.  = (jf)  i;v.F.;ou5oX25frP.  = 24x5i#F„ 
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le  rapport  de  la  livre  de  Paris  à celle  de  Francfort.  Dési- 
gnons  ces  villes  parles  initiales:  on  a 5oliv.  P =5i  liv.  H.,  d’où 

gy^liv.  P.  ==  i liv.  H.;  de  même  i liv.  H.  liv.  F.  • 

5o 

\ 5i  J 

c’est  le  rapport  cherché.  On  écrira  donc  les  nombres  donnés 
sous  forme  d’équations  , comme  on  le  g0üv  p 5i  üv  H 
voit  ci-contre,  faisant  en  sorte  que  le  s5 iiv< H.  ~ 2 ^liv.  F 
second  membre  de  la  première  équation 

soit  de  même  nature  que  le  premier  membre  de  la  seconde  ; il  ne 
restera  plus  qu’à  multiplier  terme  à terme  ces  équations  , en 
conservant  au  premier  membre  la  première  espèce  d’unités , et 
au  second  membre  la  dernière. 

On  peut  donner  un  plus  grand  nombre  de  rapports  qui  s’en- 
chaînent. Quel  est,  par  ex.,  le  rapport  du  mètre  à la  verge  d’An- 
gleterre , sachant  que  9 verges  valent  7 aunes  de  France  , et  que 
Faune  vaut  1,1884  niètre?  On  prendra , pour  premier  terme 
de  la  règle  conjointe,  9 verges,  qui  est  de  l’espèce  cherchée, 
et  on  posera  g verges  = 7 aunes  ; en- 
suite on  écrira  les  autres  rapports, 
en  observant  la  règle  ci-dessus  ; et 
on  réduira  les  deux  1ers  rapports  en 
un  seul. 


g verges 
1 aune 
1 mètre 


9 X iv- 

I métro 


— rj  aunes 

— i.i884m“ 

~ X verges 
= 7X1,1884^. 
= x verSes 


Il  est  clair  qu’on  a de  même  9X1X1  verges =7X1,1 884X3? 
mètre , ce  qui  revient  à multiplier  encore  les  trois  équations 
terme  à ternie  ; on  a donc  9 verges  = 8,3189  fois  l’inconnue  x, 

d’où  x—  ^ et  enfin  x ou  1,08184  verges  r=  î niètre. 

On  remarquera  que  le  premier  terme  et  le  dernier  x étant  de 
même  espèce,  les  deux  membres  remplissent  aussi  la  même 
condition  après  la  multiplication , les  termes  intermédiaires 
étant  censés  être  des  nombres  abstraits  ; aussi , dans  l’équation 
finale,  les  deux  membres  sont  ramenés  à la  même  unité,  ce  qui 
est  toujours  nécessaire. 


IOD 


5/f 

— ■ 

3a*‘"  st 

240^”  “ 

— 

2 liv  st 

1 *,*v  st 

; 

3 4S0U  sr 

1 sou  gr 

— 

2 r-^den  gr 

o5denzr 

— 

2 duc 

j duc 

— 

3y5mar 

io88mar 

- T-, 

j pis* 

!OOpm 

r * 

xfr 

REGLES  CONJOINTES. 

Voici  une  dernière  question.  Combien  100  pistoles  d’Espagne 
valent-elles  de  francs,  sachant  que  i du- 
cat d’Espagne  vaut  95  deniers  de  gros 
d’Amsterdam-  que  34  sous  de  gros  va- 
lent une  livre  sterling  de  Londres,  et 
que  3a  deniers sterlings  valent  3 francs? 

On  sait  d’ailleurs  que  la  pistole  d’Es- 
pagne vaut  1088  maravédis,  dont  il 
en  faut  3y5  pour  un  ducat  ; la  livre  de 

gros  et  la  livre  sterling  valent  20  sous  de  12  deniers  chaque, 
L’opération  s’écrit  comme  on  le  voit  ci-contre,  et  l’on  trouve 

3.24o. q5. 1088. 100  . , , . , 

* = Se  redult  a x = 4 X 19  X 20  ; 

ainsi  100  pistoles  valent  i52ofr.  Cette  opération,  connue  sous 
le  nom  d 'Arbitrage,  est  souvent  usitée  dans  les  changes. 

Pour  convertir  une  quantité  donnée,  en  sa  Valeur  exprimée 
en  une  autre  unité , il  faut  avoir  le  rapport  de  Ces  deux  unités , 
et  recourir  aux  proportions , ou  aux  règles  conjointes.  La  muL 
titude  de  ces  mesures  nous  dispense  de  donner  leurs  rapports  ; 
nous  nous  bornerons  à établir  ceux  des  mesures  anciennes  et 
nouvelles,  tels  qu’on  les  trouve  à la  page  119.  Voyons  quel  est 
l’usage  de  cette  table  pour  convertir  les  toises , boisseaux  , ar- 
pens.  ...  en  mètres,  litres,  hectares.  . . 

On  demande  combien  5yT  5P  8pG  valent  de  mètres?  Je  vois, 
page  1 19,  que  la  toise  = im,949  ; je  pose 


iT  : i“,94s  ••  $7T  5p  8po  : x=  112™, 9337. 

Combien  i3m  5°  yST  valent -ils  de  kilogrammes?  Je  trouve 
qu’une  livre  ou  2 marcs  valent  0^,4895  ; d’où 

2m  : 0^4895  ::  i3m  5°7Sr  : x==3^,36iSm 

Pour  convertir  44m> ^^9  en  toises,  on  pose 

im  : ot,5i3c74  II  44m>669  : 07=: 22t,  919  ; 

ou  (page  78),  multipliant  la  fraction  par  6,  et  celle  du  produit 
par  12,  x=  22t  5p  6po,i7. 
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Dans  ces  calculs,  il  convient  d’exprimer  les  parties  complexes 
en  décimales  pour  faciliter  les  multiplications.  Nous  avons 
donné,  dans  la  table,  page  119,  outre  les  rapports  exacts, 
d’autres  valeurs  approchées,  dont  l’usage  est  plus  facile,  et  qui 
sont  suffisamment  exactes  (yoy  n°  546).  La  table  contient  aussi 
les  logarithmes  des  rapports,  afin  d abréger  les  calculs,  ainsi 
qu’on  va  l’exposer  p.  110. 

Quel  est  le  rapport  de  l’arpent  à l’hectare  ? On  sait  que  l’arpent 
a 900  toises  carrées;  la  toise  vaut 
1 ,949  mètres;  carrant,  il  vient,  pour 
la  toise  carrée,  3,799  mètres  carrés. 

II  faut  1 00  de  ces  mètres  pour  com- 
poser un  décamètre  carré,  ou  un 
are;  enfin  l’hectare  contient  100 
ares.  Ces  rapports  s’enchaînent, 

comme  on  le  voit  ci-contre , et  on  trouve  enfin  100 —34,191  a:; 
en  divisant  par  34,191,  il  vient  x — 2,9261;  donc  l’hectare 
vaut  2 arpens  et  C’est  par  de  semblables  règles  conjointes 

qu’on  a déduit  la  plupart  des  nombres  du  tableau , de  ce  que 
le  quart  du  méridien  a 5 1 30740  toises  (v.  p.  67). 


1 arP  = q oo* c 
î*  c — 3,799™  ' 


are 


1 OOm c — 1 
iooam—  ihect 

j hect  j^atpens 

100.100  — 9co.3,79gx 


Des  Progressions . 


83.  Une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  pré- 
cède , ou  en  est  surpassé,  delà  même  quantité,  est  ce  qu’on 
appelle  une  Progression  par  différence  : tels  sont  les  nombres 

i,4,7,  10 On  l’indique  ainsi  f 1 .4*  7. 10. i3. 16. La 

raison  ou  différence  est  ici  3. 

Il  est  clair  que  le  second  terme  est  égal  au  premier  plus  la 
raison  ; le  troisième  au  second  plus  la  raison,  c.-à-d.,  au  pre- 
mier plus  2 fois  la  raison  ; le  quatrième  est  de  même  composé 
du  premier  plus  3 fois  la  raison,  etc.  En  général,  un  terme 
quelconque  d'une  progression  par  différence  est  composé  du 
premier  plus  la  raison  répétée  autant  de  fois  qu’il  y a de  termes 
qui  précèdent.  Donc 

i°.  On  peut  trouver  un  terme  quelconque  d’une  progression 
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sans  calculer  tous  ceux  qui  précèdent.  C’est  ainsi  que  notre 
100e  terme  est  — 1 +3  X 99  ou  298. 

20.  Pour  insérer  entre  4 et  02 , six  moyens  proportionnels  par 
différence,  c.-à-d.,  pour  lier  ces  deux  nombres  par  6 autres 
intermediaires , qui  forment  une  progression  composée  de  8 ter- 
mes , je  remarque  que  le  dernier  terme  5a  de  la  progression  étant 
égal  au  premier  4 augmenté  de  la  raison  prise  7 fois , 52  — 4 
ou  28  est  7 fois  la  raison  inconnue;  donc  (5)  la  raison^ — 4 i 
et  Ton  a la  progression  ~ 4 • 8 . 1 2 . 1 6 . 20 . 24 ■ 28 . 32. 

En  général,  pour  insérer,  entre  deux  nombres  donnés,  des 
moyens  proportionnels  par  différence , on  divisera  la  diffé- 
rence de  ces  quantités  par  le  nombre  de  moyens  plus  un  ; le 
quotient  sera  la  raison. 

De  même  , pour  insérer  huit  moyens  entre  4 et  11,  on  trouve 

, 11—47, 

la  raison  = — ~ - ; la  progression  est 

3 3 

^ 4 • • 5 1 . 6f, 7! . y§ . 8§ . gf  . lof. 11. 

84-  Une  progression  par  quotient  est  une  suite  de  termes 
dont  chacun  contient  celui  qui  le  précède,  ou  est  contenu  en  fui,  le 


même  nombre  de  fois.  Telle  est  la  suite  ~3:6: 12:  24:48!  9^**'  S 


la  raison  ou  le  quotient  est  2. 

Le  second  ternie  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison; 
le  troisième  est  égal  au  second  multiplié  par  la  raison  , et  par 
conséquent  au  premier  multiplié  par  le  carré  de  la  raison  ; de 
même,  le  4e  est  le  produit  du  1er  par  le  cube  de  la  raison  , etc. 
En  général,  un  terme  quelconque  d'une  progression  par  quo- 
tient , est  le  produit  du  premier , par  la  raison  élevée  à une 
puissance  marquée  parle  nombre  des  termes  qui  précèdent.  On 
peut  donc 

i°.  Calculer  la  valeur  d’un  terme  , sans  être  obligé  de  passer 
par  tous  ceux  qui  le  précèdent.  Le  dixième  terme  de  notre  pro- 
gression ci-dessus  est  3 X 29  — 5 X 5 12  = i538. 

2°.  Pour  insérer,  entre  deux  nombres  donnés,  des  moyens  pro-» 
portionnels,  par  ex.,  pour  avoir  huit  moyens  entre  5 et  1 538,  je 
remarque  que  lq  dernier  terme  1 536  de  la  progression  étant 
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égal  au  premier  3,  multiplié  par  la  raison  élevée  à la  puis- 
sauce  g,  si  l’on  divise  1 536  par  3,1e  quotient  5 1 2 est  la  ge  puis*- 

sauce  de  la  raison , d’où  la  raison  — (/5i2  = a (p.  g i).  Donc* 
pour  insérer  entre  deux  nombres  donnés  des  moyens  proportion- 
nels} il  faut  prendre  leur  quotient,  et  en  extraire  une  racine 
d’un  degré  égal  au  nombre  des  moyens  plus  un  : cette  racine 
sera  la  raison. 

Pour  insérer  quatremoyens  entre  8 et  64,  il  faudrait  extraire  la 

5 

racine  5e  de-^-ou  y/8  , quantité  irrationnelle  (n°  63)  ; on  ne 

peut  donc  assigner  exactement  en  nombre  ces  moyens  ; mais  on 

5 

en  approche  autant  qu’on  veut.  La  raison  est  \/‘o  •=.  1,0167; 
ainsi  la  progression  cherchée  est 

f-f  8 : 12,1257  • 18,3792  : 27,8676  : 4^2243  1 64* 

Coj  >ez  à cë  sujet  ne  i53,  10®. 

Des  Logarithmes . 

85.  Remarquons  que  les  théorèmes  relatifs  aux  progressions 
par  différence  deviennent  ceux  qui  se  rapportent  aux  progres- 
sions par  quotient,  en  changeant  l’addition  en  multiplication, 
la  soustraction  en  division , la  multiplication  en  élévation  de 
puissances , et  la  division  en  extraction  de  racines.  C’est  sur 
cette  observation  qu’est  fondée  la  théorie  des  Logarithmes. 

Concevons  deux  progressions , l’une  par  quotient,  l’autre  par 
différence , dont  les  termes  se  répondent  deux  à deux,  telles  que 

“i  t 5 : 9 ! .27  : 8 1 : 243  : 729  : 2187....  Nombres. 
vo.2-4*  6.  8 . 10.  12  . 14  Logarithmes. 

Chaque  terme  de  la  seconde  est  appelé  le  Logarithme  du 
nombre  correspondant  de  la  première;  o est  le  logarithme 
de  1 , 2 l'est  de  3,  4 de  g ; 6 est  le  logarithme  de  27,  etc.. 
Les  logarithmes  sont  donc  des  nombres  en  progression  par  dif- 
férence , qui  répondent , terme  à terme , à d’autres  nombres  en 
progression  par  quotient. 

Comme  les  logarithmes  n’offrent  d’utilité  qt^’en  vertu  de  pro-' 
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priétés  qui  supposent  que  ces  progressions  commencent , l’une 
par  i , l’autre  par  o , nous  ne  nous  occuperons  que  de  celles  qui 
remplissent  cette  condition. 

8d.  Il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ( n°*  85  et  84),  et  de  ce  que 
nos  progressions  commencent,  l’une  par  un,  l’aMtre  par  zéro> 
qu’un  terme  quelconque  est  formé  de  la  raison  , autant  de  foi# 
facteur  pour  la  première,  et  autant  de  fois  ajoutée,  pour  la 
seconde , qu’il  y a de  termes  avant  lui.  Les  sixièmes  termes , 
par  ex.,  sont  243  et  io  : dans  l’un  , la  raison  3 est  élevée  à la 
puissance  5,  et  dans  l’autre  , la  raison  i est  ajoutée  5 fois.  Ainsi 
la  raison  est  autant  de  fois  facteur  dans  un  ternie  de  la  pre- 
mière, quelle  est  de  fois  ajoutée  dans  son  correspondant. 

si  r on  multiplie  entre  eux  deux  termes  de  la  progession  par 
quotient,  tels  que  9 et  243 , la  raison  3 sera  7 fois  facteur  dans 
le  produit  ( page  79),  parce  qu’elle  l’est  2 fois  dans  9 , et  5 fois 
dans  243  : le  produit  9 X 243 > ou  2187,  sera  donc  le  huitième 
terme  de  la  ire  progression.  Mais  si  l’on  ajoute  les  termes  4 
et  10  correspondans  dans  la  progression  par  différence,  la  rai- 
son 2 sera  aussi  7 fois  ajoutée  dans  la  somme  i4;  donc  le  pro- 
duit 2187  et  somme  14  seront  des  termes  correspondans  : ce 
qui  s’exprime  en  disant  que  la  somme  des  logarithmes  de  deux 
nombres  est  le  logarithme  de  leur  produit.  Pour  multiplier  9 
par  27,  par  ex. , il  suffit  d’ajouter  4 et  6,  qui  répondent  à ces 
facteurs  , et  de  chercher  le  nombre  243  , qui  répond  à 10  pris 
parmi  les  logarithmes  ; 2^5  est  le  produit  cherché. 

Il  suit  de  là  que  le  double  du  logarithme  d’un  nombre  est  le 
logarithme  du  carré  de  ce  nombre;  le  triple  est  le  logarithme 
du  cube  ; et,  en  général,  en  multipliant  le  logarithme  d'un 
nombre  par  un  facteur  quelconque , on  aura  le  logarithme  â,e  la 
puissance  de  ce  nombre  marquée  par  ce  facteur . Pour  q3,  on  triple 
le  4,  qui  répond  au  nombre  9 et  en  est  le  logarithme;  3 X4~ 12 
répond  à 729  — 93. 

87.  Les  inverses  de  ces  opérations  sont  faciles  à démontrer; 
car  le  logarithme  du  quotient  plus  celui  du  diviseur  devant  don- 
ner celui  du  dividende  , il  s’ensuit  que  le  logarithme  du  quo- 
tient de  deux  nombres  est  la  différence  des  logarithmes  de  ces 


I IO 
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nombres.  Pour  diviser  243  par  27,  qu’on  retranche  G de  10,  la 
différence  4 est  le  log  de  9;  ainsi  9 est  le  quotient  demandé. 

De  même  aussi  , le  logarithme  de  la  racine  quelconque  d'un 

nombre  j est  le  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par 

3 

le  degré  de  celte  racine.  4/729  s’obtient  en  prenant  le  tiers 
de  12  , et  cherchant  4 parmi  les  log.  Le  nombre  9 est  la  racine 
cherchée, 

88.  Si,  au  lieu  de  prendre  3,  on  eût  choisi  pour  raison  de 
la  progression  par  le  quotient  une  quantité  beaucoup  plus  pe- 
tite, ces  propriétés  auraient  encore  subsisté  : les  quantités  dont 
elle  est  composée  auraient  été  plus  près  les  unes  des  autres,  et  l’on 
y aurait  trouvé  , par  approximation , les> nombres  1,  2,  3,  4>  5... 
Concevons  donc  qu’on  ait  formé  une  progression , dont  le  quo- 
tient eût  été  assez  petit  pour  qu’on  y ait  trouvé , à très  peu 
près , tous  les  nombres  entiers,  et  qu’on  en  ait  composé  une 
table,  dans  laquelle  on  aurait  inscrit  ces  nombres  et  leurs  log, 
en  supprimant  d’ailleurs  tous  les  autres  termes  intermédiaires  : 
les  principes  qu’on  vient  de  démontrer  auraient  également  été 
vrais.  Supposons  cette  table  formée  : on  voit  que 

i°.  Pour  multiplier  des  nombres  entiers  donnés,  il  suffit  de  pren- 
dre dans  la  table  leurs  logarithmes,  de  les  ajouter  et  de  chercher 
la  somme  parmi  les  logarithmes  : le  nombre  correspondant  est 
le  produit  cherché  (*).  x 

20.  Pour  diviser  deux  nombres,  on  retranchera  le  logarithme 
du  diviseur  de  celui  du  dividende;  on  cherchera  le  reste  parmi 
les  logarithmes  : le  nombre  correspondant  sera  le  quotient  de- 
mandé (**). 


(*)  O11  demande,  par  ex.,  le  produit  47  x863  ; ^ 

la  table  donne  les  logarithmes  de  ces  nombres;  iglr  ZI  ./c)36ou)8 

on  les  ajoute,  comme  on  le  voit  ci-contre;  on  Somme  = 4’,  608  ^87 
cherche  la  somme  parmi  les  logarithmes  , et  la 

table  dorme  4°  061  pour  le  nombre  correspondant,  qui  est  le  produit  de- 
mande. 

(**)  Si  l’on  veut  diviser  4o  56T  par  863  , la  table  fera  connaître  les  log.  de  ces 
deux  nombres;  et,  les  retranchant,  on  cherchera  la  différence  parmi  les  loga- 
rithmes des  tables:  le  nombre  4;  qui  J correspond  sera  le  quotient. 
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3°.  Pour  faire  une  règle  de  trois,  on  ajoutera  les  logarithmes 
des  moyens  ; on  en  retranchera  celui  de  l’extrême  connu  : 1s 
nombre  répondant  au  résultat  sera  l’inconnue  (*). 

4°.  Pour  obtenir  ie  logarithme  d’une  fraction,  on  retranchera 
îe  logarithme  du  dénominateur  de  celui  du  numérateur  : le 
reste  sera  le  logarithme  demandé.  Les  tables  ne  contiennent  que 
les  logarithmes  des  nombres  entiers  ; ce  théorème  en  étend 
l’usage  aux  fractions  {n°gx,  I.  ) (**). 

5°.  Pour  élever  un  nombre  à une  puissance,  on  multipliera 
son  logarithme  par  le  degré  de  la  puissa  nce  ; on  cherchera  le 
produit  parmi  les  logarithmes  ; il  répondra  à la  puissance  de- 
mandée (***). 

6°.  Pour  extraire  une  racine  d’un  nombre , on  divisera  le  lo- 
garithme de  ce  nombre  par  le  degré  de  la  racine,  et  on  cher- 
chera le  quotient  parmi  les  logarithmes;  le  nombre  qui  s’y  rap- 
porte sera  la  racine  cherchée  (****). 


log  ï~j  — 1,2304489 
log  4$9  — 2,6678127 

1 5 J ~ 2,i84%t4 


log 


(*)  Pour  la  proportion  ï 53  : 4^9  ••  *7  ° 
après  avoir  pris  les  logarithmes  de  ces  trois 
nombres,  on  retranchera  celui  du  Ier  ternie 
i53  de  la  somme  des  deux  autres;  et  observez 
que  cette  double  operation  peut  être  faite 
d’un  seul  trait.  On  peut  aussi  ajouter  le  complément  arithmétique  du  loga- 
rithme de  1 53  ( voy.  n°  10),  au  lieu  de  retrancher  ce  log.  Le  résultat  cherché 
dans  la  table  parmi  les  log,  répond  & 5i  , qui  est  le  4e  terme  inconnu. 


ï, 7070702 


5 26 

(**)  Pour  avoir  le  log  de  3-  ou — f onretran- 
, t ° 7 7 

chera  le  log  7 du  log  26.  Pour  obtenir  le  pro- 

duit  de  3 - par  2 —7 , ou  de  — par  — > il  faudra 
7 i3  7 i3 


log  26 


>4149734 


log  28  = 1,4471080 

— log  7 = 0,84.80980 

— log  i3  = 1,11 3()4 3 \ 

0,9030900 


ajouter  les  logarithmes  de  ces  deux  fractions, 

ou  log  26  — log  7-f-log  28 — log  i3.  On  voit  ce  calcul  effectué  ici  d un  seul 
coup.  Le  résultat  est  log  8 : donc  8 est  le  produit  demandé  , ce  qui  est  d ail- 
leurs visible. 

(***)La  puissance  5e  de  17  se  trouve  en  répétant 
5 fois  log  17,  et  cherchant  îe  produit  dans  la  co- 
lonne des  logarithmes;  il  répond  au  nombre  cherché 
i75  = 1 4*9  867. 

5 4 , 

(f-***)  La  y/14^857  s’obtient  en  divisant  par  5 le  log  du  nombre  propose, 

etcherchant  le  quotient  parmi  les  log  de  la  table.  Le  nombre  correspondant  est 

i 7,  racine  cherchée. 


log  17  = 1,2804489 


6, 1622448 
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On  voit  donc  que  les  calculs  les  plus  compliqués  sont  rendus 
très  simples  : les  multiplications  et  divisions  sont  remplacées 
par  des  additions  et  soustractions  ; les  élévations  de  puissances 
et  les  extractions  de  racines  sont  réduites  à des  multiplications 
et  des  divisions.  Ces  admirables  propriétés  des  logarithmes  en 
rendent  l’usage  si  important,  que  c’est  un  devoir  de  consacrer 
la  mémoire  de  l’inventeur,  qui  est  NÉPER,  célèbre  géomètre 
écossais. 

8p.  Formation  des  tables.  Il  s’agit  maintenant  d’expliquer 
comment  on  peut  obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
entiers.  Jusqu’ici,  nos  progressions  par  différence  et  par  quotient 
ont  été  quelconques  l’une  et  l’autre;  ainsi,  un  même  nombre  a 
une  infinité  de  logarithmes.  Nous  verrons  bientôt  la  raison  qui 
a fait  préférer  les  séries  suivantes. 


— 1 : 10  : 100  ! ÎOOO  : 10  ooo  : Nombres . 

fo.i.  2 . 3 . 4 Logarithmes . 


0,1,  2....  sont  les  logarithmes  de  î,  10,  ioo....,  et  il  s’agit  de 
trouver  ceux  de  2, 3,  4***>  qui  sont  visiblement  compris  entre 

o et  1 ; ceux  de  1 1,  12 99  sont  entre  1 et  2,  etc.  On  ne  peut 

obtenir  ces  logarithmes  que  par  approximation  ; on  se  contente 
ordinairement  de  7 décimales. 

Observons  que  siq^dans  une  progression,  telle  que 
t o. 2. 4*6. 8. 10.  . . on  omet  un  terme  sur  2 consécutifs,  ou 
2 sur  3.... , on  formera  d’autres  progressions....  - 0.4*8.12..., 
ou  ; 0.6.12....  On  peut  de  même  imaginer  que  les  progres- 
sions que  nous  avons  prises  font  seulement  partie  de  deux  autres 
dont  les  termes  étaient  beaucoup  pms  voisins  entre  eux  , et  dont 
on  avait  omis  un  certain  nombre  d’entre  eux. 

Ainsi,  concevons  qu’on  ait  inséré  entre  1 et  10  un  très  grand  < 
nombre  de  moyens  proportionnels  par  quotient;  comme  on 
monte  alors  de  1 à 10  par  des  degrés  très  serrés  , il  arrivera  que, 
parmi  ces  moyens,  on  rencontrera  les  nombres  2,3 , 4***>  à un 
dîx-millionnième  près.  Cela  posé,  si  on  insère  un  pareil  nombre 
de  moyens  par  différence  entre  o et  1 , ceux  de  ces  moyens  qui 
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occuperont  le  même  rang  que  2,  5,  4--«*  » seront  les  logarithmes 
de  ces  nombres.  On  raisonnera  de  même  de  10  à 100,  etc. 

Il  est  vrai  que,  pour  insérer  un  grand  nombre  de  moyens 
par  quotient,  il  faudrait  extraire  une  racine  d’un  degré  très 
élevé  (84);  mais  on  évite  cette  difficulté  à l’aide  de  diverses 
racines  carrées  successives.  Par  exemple,  cherchons  le  loga- 
rithme de  3 ; le  moyen  par  quotient  entre  1 et  1 o est. . .3, 1 622776b, 
et  par  différence  entre  o et  1 est  o,5  ; o,5  est  donc  le  logarithme 
de  3, 1 622.... , nombre  déjà  voisin  de  3.  Une  pareille  opération 
pour  1 et  3,1622....  d’une  part,  et  pour  o et  o,5  de  l’autre, 
donné  o,25  pour  le  logarithme  de  1,77827941.  De  meme  entre 
1,7782. i..;  et  3,1622....  d’une  part,  et  entre  0,9.5  et  o,5  de 
l’autre  , on  trouve  pour  moyens  2,37137370  et  0,575.  En  conti- 
nuant de  resserrer  ainsi  ces  limites,  on  trouvera  0,30102993 
et  0,47712125  pour  logarithmes  de  2 et  3. 

Ces  calculs  sont  très  pénibles;  il  est  vrai  qu’on  n’est  obligé 
de  les  pratiquer  que  pour  les  nombres  premiers,  puisque  les 
autres  logarithmes  s’en  déduisent.  Mais  malgré  cela*  il  en  reste 
assez  pour  lasser  la  patience  la  plus  persévérante.  Aussi  n’a- 
vons-nous présenté  ce  procédé  que  comme  un  moyen  de  con- 
cevoir la  formation  des  tables,  nous  réservant  d’en  donner  de 
plus  expéditifs  (575). 

90.  Il  est  aisé  maintenant  d’expliquer  pourquoi  on  a attribué 
la  préférence  aux  deux  progressions  adoptées.  Tout  logarithme 
est  formé  d’une  partie  entière,  qu’on  nomme  Caractéristique , et 
d’une  fraction  décimale  : or, 

i°.  Les  nombres  compris  entre  1,  10,  ïoo , ont  leurs  loga- 

rithmes respectivement  compris  entre  o,  1,  2..,,  c’est-à-dire,  que 
le  logarithme  de  tout  nombre  a pour  caractéristique  autant  d'u- 
nités que  le  nombre  a de  chiffres  entiers  moins  un;  ce  qui  per- 
met de  fixer  ce  nombre  de  chiffres,  lorsque  la  caractéristique 
est  donnée,  et  réciproquement;  Le  nombre  543,2  1 a 2 unités 
entières  a son  logarithme  : et  3,47712125  est  le  logarithme  d’un 
nombre  dont  la  partie  entière  a quatre  chiffres.  On  évite  souvent 
de  charger  les  tables  de  cette  caractéristique  qui  y est  inutile* 
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a0.  Lorsqu’on  veut  multiplier  ou  diviser  un  nombre  par  10, 
100,  1000.... , il  faut  ajouter  ou  ôter  à son  logarithme  î , a,  3... , 
unités;  d’où  il  suit  qu’augmenter  ou  diminuer  la  caractéristique 
de  i,  2,  3...,  c’est  multiplier  ou  diviser  le  nombre  correspon- 
dant par  îo,  ioo...,  c’est  ajouter  i,  2,  3 zéros  ou  les  suppri- 

mer, enfin,  c’est  reculer  la  virgule  de  i,  2,  5....  rangs  à droite 
ou  à gauche.  Les  logarithmes  des  nombres  3,4578;  34,678; 
345,78;  ont  la  meme  partie  décimale;  seulement  les  caracté- 
ristiques sont  respectivement  o,  1,  2... 

Tels  sont  les  avantages  que  présente  le  système  de  logarithmes 
de  Briggs , qui  l’ont  fait  préférer  dans  la  composition  des  tables. 
Nous  l’indiquerons  à l’avenir  par  le  signe  log  ; ainsi,  log5  dési- 
gnera le  logarithme  tabulaire  de  5,  c’est-à-dire,  le  logarithme 
pris  dans  l’hypothèse  des  deux  progressions  du  n°  89. 

gi.  Usage  des  tables . Il  faut  avoir  des  tables  de  logarithme* 
entre  les  mains  pour  en  concevoir  fus  âge  ; celles  de  Callet,  de 
Borda  et  de  Delambre  sont  les  plus  usitées.  Nous  n’entreprendrons 
pas  ici  d’expliquer  leur  usage;  mais  il  est  quelques  points  qui 
tiennent  à la  doctrine  même  et  qu’il  est  bon  d’éclaircir. 

I.  Les  logarithmes  des  nombres  <5  i,  présentent  une  diffi- 
culté : en  général  (n°  88,  4®-)  , il  faut  retrancher  le  logarithme 
du  dénominateur  de  celui  du  numérateur  pour  avoir  le  log  d’une 
fraction  : mais  lorsque  celle-ci  est  moindre  que  1 , la  soustraction 
devient  impossible.  Par  exemple,  pour  multiplier  5 par  J, 
comme  cela  équivaut  à diviser  5 par  3 , il  est  indifférent  d'ajou- 
ter log  J à log  5,  ou  de  retrancher  log  j de  log  5;  c’est  alors 
cette  dernière  opération  qu’on  préfère.  On  voit  donc  qu’il  faut 
soustraire  le  logarithme  du  numérateur  de  celui  du  dénominateur, 
mais  qu’on  doit  employer  ce  logarithme  en  sens  inverse;  c’est- 
à-dire,  le  soustraire  s’il  fallait  l’ajouter,  et  réciproquement.  On 
donne  le  nom  de  Logarithmes  négatifs  à ces  valeurs;  on  les 
distingue  par  le  signe  — qu’on  place  devant. 

Un  peu  d’attention  suffit  pour  éviter  les  erreurs.  Voici  divers 
exemples  propres  à faciliter  l’intelligence  de  ces  calculs. 
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,0.  x — * f log  5 = 0,6989700 

0,04  — log  3=  0,4771213 

log  f-  — — 0,2218487 
log  42,2 12  = 1 ,6254359 

I,4o35872 

2°.  x =]/  f;  on  ôte  log  5 de  log  7,  et 
on  prend  la  moitié.  Pour  trouver  le  nom- 
bre qui  répond  à ce  résultat  qui  est  un 
logarithme  négatif,  on  le  retranche  de  1, 
ce  qui  rend  le  nombre  1 o fois  trop  grand  ; 
on  a 4-0,9269360,  qui  répond  à 8,461 54; 
donc  jc  = o,845i54. 


log  IOO  ~ 2,0000000 

— l°g  4=  0,6020600 

log  0,04  = — 1 ,3979400 
1,4035872 

log  X — 2,8015272 

x = 633, 18 


l°o  7 — 
— log  5 — 


0,8450980 

0,6989700 


log  l = — o,  146x280 
log  x = — 0,0730640 
comph  = 0,9269360 


3».  x = P°’oooa7 
32,4l 


; on  prend  le  tiers  log  100000=  5,0000000 

log  27=  1, 43 1 3638 
de  log  100000 — log  27,  etc.  On  retranche  log 0,00027= — 3,5686362 

îog;r  de  3,  ce  qui  rend  le  nombre  1 000  fois  *e  l’ers  ~ 
trop  grand;  il  vient  4 0,2997786,  qui  ré- 
pond à 1,9942  ’•  donc  oc  = 0,0019942. 

1 

II.  Il  est  préférable  d’employer  les  lo- 
garithmes dont  la  caractéristique  seule 
est  négative.  Ainsi,  dans  le  2e  calcul 
îog  f — log  5 *— log7;  on  rendrala  sous- 
traction possible,  en  ajoutant  1 à la  carac- 
téristique de  log  5 : mais  il  faudra  ôter  de 
la  différence  cette  unité  ajoutée,  et  on  aura 

log  f — - — 140,8538720,  qu’on  écrit  1,8538720.  La  caracté- 
ristique est  alors  seule  négative,  et  il  fatidra,  comme  Ci-dessus, 
ÿ avoir  égard  dans  les  calculs  subséquens.  Ici,  où  on  doit  prendre 

la  moitié,  pour  éviter  la  caractéristique  fractionnaire 4 on 

ajoute  1 à la  caractéristique,  qui  devient  <^2,  et  aussi  1 au 
chiffre  8 des  dixièmes,  qui  devient  18  : ces  deux  additions  de  funité 
positive  et  négative  n’altèrent  pas  le  logarithme  ; la  moitié  est 
comme  ci-dessus,  logx=  1,9269560. 

Observez  donc,  lorsqu’il  faudra  diviser  un  logarithme  à ca~ 

8., 


1,10 

log32,4l=  1,5106790 
log  X =— 2 , 7002244 

cdmpl.  = 0,2997766 


i 4 iog  5==i  ,6989700 
log  7 = 0,8450980 

l°g  I — 1, 8538720 

OU  - — 2 -f-  1,8538720 

log  x = 1,9269360 
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ractéristique  négative,  d’y  ajouter  assez  d’unités  pour  qu’elle 
devienne  un  multiple  du  diviseur,  et  d’ajouter  autant  d’unités 
de  dizaines  au  chiffre  suivant,  qui  est  la  ire  des  figures  déci- 
males. La  ire  et  la  3e  opération  sont  exécutées  ici  d’après  ces 
principes  , et  on  peut  reconnaître  que  les  calculs  sont  plus  faciles 
et  plus  prompts. 


log  3 — 0,477  i2i3 
log  42,212  = 1 ,6254359 
— log  5 — 0,6989700 

- — log  0,04  —2,6020600 
log  X~  2,8015272 


log  0,00027  — 4,43i363S 
On  ajoute  2 la  caract. 

pour  prendre  le  tiers. —2,8104546 

log  32, 4l  = I , 5106700 

log  X — 3,2997756 


log  3 — 0,4771213 

O log  5 — 1 ,3oio3oo 
log  42,212=  1,6254359 
O log  0,04  = I ,3979400 

log  X = 2,8015272 


4°.  On  peut,  au  lieu  de  soustraire  des 
logarithmes  (10)  , ajouter  leurs  complé- 
mens  arithmétiques.  Dans  la  ireopération, 
pour  log  | , on  ajoute  au  log  3 le  complé- 
ment de  log  5.  L’avantage  qu’on  en  retire 
est  à peu  près  nul,  attendu  qu’on  peut 
faire , d’un  seul  Irait , toutes  ces  additions 
et  soustractions. 

5°.  Lorsqu’on  veut  exécuter  un  calcul  par  logarithme,  il  con- 
vient de  simplifier  avant  les  expressions  : ainsi,  le  ier  exemple 
se  réduit  à x = ~ X 3 X 422> 12  — 1 ,5  X 422> 1 2* 

ÏÎI.  Pour  obtenir  les  logarithmes  des  entiers  compris  entre 
deux  nombres  quelconques,  tels  que  10  et  20,  il  faut  concevoir 
qu’on  a inséré  un  assez  grand  nombre  de  moyens  par  quotient , 
pour  que  parmi  ces  moyens , très  peu  différens  les  uns  des  autres , 
il  y en  ait  qu’on  puisse  regarder,  par  approximation , comme 
égaux  à 11,  12,  i3....  , c’est-à-dire,  que  ces  moj'ens  ne  doivent 
différer  de  11,  12,  i3...  que  dans  l’ordre  des  décimales  négli- 
gées. Or,  il  y a un  moindre  nombre  de  ces  moyens  entre  10 
et  11,  qu’entre  11  et  12;  davantage  encore  entre  12  et  10.,..; 
cela  suit  de  ce  chaque  ternie  de  la  progression  s’obtient  en  mul- 
tipliant le  précédent  par  la  l'aison,  et  que  l’un  des  facteurs  croît 
de  plus  en  plus  ( voy.  p.  108). 

Les  logarithmes,  ou  les  moyens  insérés  dans  la  progression 
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par  différence,  deviennent  donc  aussi  de  plus  en  plus  nombreux 
et  rapprochés  : en  sorte  que  plus  un  nombre  est  grand  y et  moins 
son  logarithme  diffère  de  celui  qui  le  suit  dans  la  table . Aussi, 
voyons-nous  que  les  log  de  1,  10,  100....  étant  o,  1,2....,  les 
neuf  nombres  de  1 à 10  se  partagent  entre  eux,  quoiqu’inéga- 
lement,  une  unité  entre  leurs  logarithmes  ; et  que  les  90  nombres 
de  10  à 100,  les  900  de  100  à 1000....  se  partagent  aussi  une 
seule  unité. 

La  différence  entre  les  logarithmes  ne  tarde  même  pas  à de-* 
venir  assez  petite  pour  n’affecter  que  les  2 ou  5 dernières  déci- 
males , et  à être  la  même  dans  une  certaine  étendue  de  la  table. 
Par  exemple,  en  se  bornant  à 7 figures  seulement,  79  est 
l’excès  de  tous  les  logarithmes  des  nombres,  depuis  54700 
jusqu’à  553oo  environ.  La  différence  n’est  pourtant  pas  con- 
stante, et  si  on  conservait  un  plus  grand  nombre  de  décimales, 
on  la  verrait  varier  sans  cesse. 

Ainsi,  quoiqu’il  soit  faux  de  dire  que  les  nombres  croissent 
proportionnellement  à leurs  logarithmes , on  voit  qu’on  peut  le 
supposer  sans  erreur,  du  moins  pour  de  grands  nombres,  et  dans 
une  petite  étendue.  Cela  posé , soit  demandé  le  log  d’un  nombre 
qui  excède  les  limites  des  tables , tel  que  5487343,  par  exemple, 
dans  celles  de  Cejlet,  qui  ne  vont  que  jusqu’à  108  mille.  On 
cherche  le  log  de  54870  (négligeant  43),  qu’on  trouve  être 
7393587,  et  qui  ne  diffère  de  celui  de  54874  que  de  79;  or, 
cette  partie  décimale  est  aussi  celle  du  log  de  5487300,  et  79 
est  la  différence  entre  ce  log  et  celui  de  5487400,  en  sorte  que 
ico  unités  de  différence  entre  les  nombres,  répond  à 79  de  dif- 
férence entre  les  logarithmes;  on  posera  cette  proportion  : 

Si  100,  dijf.  entre  les  nombres , donne  79,  dajf.  entre  les  logy 
combien  43,  dijf,  entre  les  nombres , donnera-t-il  de  dijf.  entre 
les  logarithmes  ? 

ou  1.79’*  °>4 1 • x = 34  ; ainsi , 04  est  l’excès  du  log  de  5487340 
sur  celui  de  5487300  : en  ajoutant  34  à ce  dernier,  on  a 7093621, 
et  il  ne  s’agit  plus  que  de  mettre  la  caractéristique  qui  convient, 
d après  la  place  que  la  virgule  occupe  dans  le  nombre  pro- 
posé, pour  avoir  le  log  cherché  : ainsi  (n°  90) 
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log  54,87343  ■=  1,7393621  , log  0,5487343  = 1 ,7393621  ...V 
Il  est  inutile  de  remarquer  que  dans  notre  proportion  79  et  34 
tiennent  lieu  de  0,0000079  et  o,ocooo34.  D’ailleurs,  les  tables 
de  Callet  offrent  à chaque  différence  logarithmique  la  valeur 

de  1,  2,  3 9 dixièmes  de  cette  différence,  en  sorte  que  le 

4e  terme  de  la  proportion  est  de  suite  calculé. 

IV.  Pour  trouver  le  nombre  qui  répond  à 1,7093621  , on  voit 
d’abord  que  ce  logarithme,  abstraction  de  la  caractéristique, 
tombe  entre  les  nombres  5487300  et  5487400 , et  que  la  diffé- 
rence entre  le  proposé  et  celui  de  5487?5oo  est  34;  ainsi,  on  fera 
la  proportion  suivante,  79  î 100  ::  3 4*.  x = inverse  de 

celle  qu'on  vient  d’employer  : on  trouve  x = 43  ; ainsi  le  log  pro- 
posé est  celui  du  nombre  0,5487343. 

Voici  deux  règles  conjointes,  dont  les  log  simplifient  le  calcul. 

La  toise  ou  pied  anglais  vaut  o,9383o6  toise  ou  pied  français  $ 


en  trouver  la  valeur  en  mètre  ? 

1 toise  angl.  = o,9383o6  franc log  = 1,9723447 

1 toise  franc.  = i,949  mètre. log  = 0,2898200 

x mètres  — 1 toise  ang! 

fc.  , nr  1 ■ » » — ■ — • 

x = 1^828793=  1 toise  angl log  = 0,2621647 

On  trouve  de  même  1 pied  angl.  = o,re3o4799 log  = 1,48401 34 


Un  centimètre  cube  d’eau  pèse  un  gramme:  combien  de  livres 
pèsent  un  pied  cube  d’eau  ? 


29,  ï 739  pieds  en.  = 1000  dêc.  cubes log  = — 1,464994s 

1 décim.  cube  = 1000  cent.  cub.  ......  log  = 3, 0000000 

1 centirn.  cube  = 1 gramme,  p.  68. 

1000  grammes  =:  2^,0420 6 log  = o, 3 102386 

x livres  = 1 pied  cube. 

290789  X x — 1000  x 2,04286  log.r  = 1,846244* 

70^,02355 


x 
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Un  mètre  = o,5i3o74  toise  = a log  a ~ 1,7101800 

Un  mètre  = 3p‘  o p°  11  *‘,296  = 3?', 078444  — • l°c  ^ — o,48833i3 

Une  toise  = 1 ,949087 mètre  — c log  c = 0,2898200 

Un  pied  = o,32483Q4mètre=  d.  log  d — i,5t  16687 

Un  pouce  = 2,708995  centimètres log  = 0,4824875 

Une  aune  = 43,902775pouces  = 1,  188446  mètre.  log  = 0,0749798 


M mètres  valent  (a  x M)  toises  ou  {b  X M)  pieds. 

T toises  valent  ( c x»  J1)  mètres,  P pieds  valent  [d  x P)  mètres. 

J 

Un  are  = 26,8245  toises  carrées..... log  = i,4a°36oo 

Un  arpent  de  900*  carr  (100  perches  de  tS  U)  = 34,1887  ares. 

Un  hectare  = 2,9249 1:8  arpens log  = 0,4661170 

Unetoiseearr.  = 3,79874!  mètres  carrés. log  = 0,5796400 

Un  piedcarr.  = 10, 552  décimètres  carrés,  \P°  *arr  = rj,32rj3‘icent  ea* 

Un  stère  = o,  i45o64  toise  cube=29, 1739  pieds  cubes. 

Un  stère  = 0,5216  voie  = 0,261  corde;  1 voie  = i,9i7Stère. 

Une  toisecu.  =7,40389  mètres  cubes log  = 0,869^598 

Un  litre  = 1,2800  litron log  = 0,0899061 

= (5o, 41242  pou.  eu.)  =1,07875  pinte.  log  = o,o3o9o33 

Un  H ron  = o,8i3o2  litre;  une  pinte  = o,93i3  litre. 

Un  boisseau  = i,3o©8  déealit.  ; ihectol.  =7,6874  boiw. 

Une  livre  = 4,Sg5i  bectogr.  = h log  h = 0,6897614 

Un  kilogram.  = 2,04286  livres  = / log  l = o,3io2386 

L livres  valent  ( h x L)  bectogr.  K kilogr,  valent  (Z  x K ) livres. 


Sofrancs  = 8i  livres  tournois.  Pour  traduire  des  francs  en  livres,  ajoutez 
le  80e  ( ou  le  8e  du  10e,  c.-à-d. , un  liard  par  franc  ).  Pour  changer  des  livrés 
en  francs,  ôtez  le  81e,  ou  le  9e  du 9e. 

D’après  les  réductions  des  anciennes  monnaies,  5 pièces  de  6 livres  vaîenï 
29  francs  ; 4 de  3 livres  valent  11  fr.;  le  louis  vaut  28  fr.  55  , et  le  double  louR 
47  fr.  20. 

Rapports  approchés . 


76  mètres  = 
19  mètres  = 
4o  bectar.  = 
07  stères  = 
î3  litres  = 
70  kilogr.  = 


89  toises. 

T 3 

16  aunes. 

3 

\~\n  arpens 

19 

5 toi.cu. 

5 

16  litrons 

i3 

i43  livres. 

1 1 

décimèir.  = 
décimètr.  = 
met.  carr.  = 
décim . cu.= 
décalitres  = 
hcctogr.  = 


4 pi 
11  r° 

9 t car 

252  P°  cu 

JO  boist 

36  ono 


81  centimèt.  = 
9 millimèt.  = 
2ï  décim. car  = 
22  centiin.ca  = 
27  litres  = 
8 décigram.  = 


24  t* 

4 *ig 

pi  c a r$ 
^ po  car. 
20  pinte*. 

i5sraint 


4 myriamètres  valent  9 lieues  de  a5au degré , onde  2285  toises 


LIVRE  SECOND. 

/ • • . \ 

ALGÈBRE  ÉLÉMENTAIRE. 


I.  CALCULS  ALGÉBRIQUES, 

Notions  générales , 


92,  E N Arithmétique  on  a pour  but  de  combiner  entre  eux  des 
nombres,  selon  de  certaines  règles  : en  Algèbre,  ce  n’est  pas  un 
résultat  numérique  qu’on  veut  obtenir , mais  la  manière  dont 
chaque  nombre  entre  dans  le  calcul.  La  solution  de  tous  les 
problèmes  de  même  nature,  qui  ont  seulement  des  données  dif- 
férentes, exige  des  calculs  semblables  pratiqués  sur  ces  données. 
Par  exemple , l’intérêt  d’un  capital  se  trouve  en  multipliant  ce 
capital  par  le  temps  écoulé  et  par  le  100e  de  l’intérêt  que  rap- 
portent 100  francs  dans  l’unité  de  temps  (n°  i5o).  L’Algèbre 
s’occupe  de  la  recherche  des  lois  de  calculs  pour  chaque  sorte 
de  problème , et  pour  y parvenir,  il  convient  de  représenter  les 
données  par  des  lettres  a,  by  c....,  propres  à désigner  tous  les 
nombres,  alin  de  reconnaître,  dans  le  résultat,  à travers  toutes 
les  réductions  et  les  modifications,  la  manière  dont  chacune  s’y 
comporte. 

Cherchons,  par  ex.,  le  nombre  dont  le  triple  est  égal  à ioo5 
plus  la  moitié  de  ce  nombre  ; nous  raisonnerons  ainsi  : 
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3 fois  V inconnue  égale  100,  plus  la  moitié 
de  l’inconnue.  • 5 x ~ îoo  -f-  ~ x 


Retranchant  de  part  et  d’autre  la  moitié  de 
l’inconnue , on  a 

3 fois  r inconnue  moins  sa  moitié  égale  i oo,  Z x — ■ -J  x = î oo 
ou  | fois  V inconnue  égale  îoo. ......... . f x = i oo 

, Enfin  (5)  divisant  des  deux  côtés  par  f , 

1] inconnue  égale  | de  ioo,  ou  égale  4o. . a?  “ f i °°  — 4° 
L’algébriste  représente  l’inconnue  par  x3  et  à l’aide  des  signes , 
exprime  les  parties  de  ce  raisonnement , comme  on  le  voit  ci- 
contre.  Et  s’il  met  a au  lieu  du  nombre  ioo,  il  aura 

+ Zx  — ^xou-  x = a,  a:  = f a. 

Ainsi,  l’inconnue  dont  le  triple  est  égal  à sa  moitié,  plus  une 
quantité  donnée,  est  les  f de  cette  quantité,  quelle  quelle  soit 
(voy.  p.  i43). 

La  manière  de  démontrer  les  théorèmes  peut  encore  différer 
beaucoup  en  Algèbre  et  en  Arithmétique.  Veut-on  prouver  une 
proposition?  On  prendra  en  Arithmétique  un  exemple  numé- 
rique quelconque,  et  on  procédera  de  manière  à conclure  la  pro- 
position , non-seulement  pour  l’exemple  individuel  sur  lequel  on 
a opéré,  mais  encore  pour  tout  autre.  On  fera  donc  un  raison- 
nement général  sur  un  exemple  particulier.  En  Algèbre , au 
contraire,  on  prendra  un  exemple  formé  de  symboles  assez  géné- 
-Taux  pour  représenter  tout  nombre;  on  pourra  raisonner  d’une 
manière  qui  lui  soit  particulière , et  souvent  les  combinaisons 
seront  purement  mécaniques.  C’est  ce  que  la  suite  expliquera 
mieux  (n°  106  ). 

<fZ.  Convenons  donc  de  représenter  les  quantités  connues  par 
des  lettres  a,  b3  c...;  ce  sont  les  nombres  donnés  qui  servent  de 
base  aux  raisonnemens , et  de  la  grandeur  desquels  nous  vou- 
lons rester  maîtres  de  disposer  ensuite.  Si  s est  la  somme  des 
quatre  nombres  a , b , c et  d , nous  écrirons  s a b c d. 

s = a + a + a + a,  se  réduit  ài  = 4Xû,  ou  simplement 
e=  4 en  ôtant  le  -signe  de  la  multiplication  qui  devient  inutile» 
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Le  chiffre  4 se  nomme  Coefficient  (*).  Si  le  nombre  a doit  être 
répété  2,  5,  7....  n fois,  on  écrira  2 a,  5a,  y a....  na.  De  même 
on  désigne  par  a2 , a5,  a7....  an  que  a est  5,  7...  n fois  facteur  , 
aa,aaaaa . 

On  nomme  Terme  toute  quantité  séparée  d’une  autre  par  le 
signe  ou  — , le  binôme  a deux  termes,  tels  sont  a-\-b,  ac — /^ab } 
le  trinôme  trois , tels  que  a -f-  b — c , ad — /^ab  — 2 bc  *,  le  po- 
lynôme enfin  a plusieurs  termes. 

Le  trinôme  a — b — c désigne  qu’après  avoir  ôté  b de  a , il 
faudra  encore  retrancher  c du  reste  • ce  qui  revient  à a — (b  -f-  c)  ; 

a — b — b est  visiblement  égal  à a — 2 b\  de  même 

a — b — 3 b — 2 ô = a Gb. 

De  la  Réduction  y V Addition  et  la  Soustraction , 

9 4-  On  appelle  Réduction  l’opération  algébrique  qui  tend  à 
réunir  plusieurs  termes  en  un  seul  : mais  il  faut  pour  cela  qu’ils 
ne  diffèrent  que  par  les  coefficiens,  et  qu’ils  soient  formés  des 
mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposans.  3 a — 2 ab  — bÿ 
3 a2  — 2 a,  5a?b°-  -f-  2 a*b 3 — 3 ô2,  sont  des  quantités  irréduc- 
tibles. On  verra  aisément  que 

3 abc2  — abc1  — Z»c3  -f-  aêc3  -f-  a^d1  = lobe1  -f-  £c3  -f 
’ia  — 3Z>  -f-  <*  — c 3Z>  — 3«  c , 

3è  -f-  2ac  — 5 Z»  — • 3ac  -j~  a c -} ~ d d — 2 L 

En  général,  on.  ne  prend  d'abord  que  deux  termes  semblables , 
e£  la  réduction  ne  frappe  que  sur  leurs  coefficiens , c.-à-d.,  qu'on 
les  ajoute  lorsque  leurs  signes  sont  les  mêmes , et  quon  les  re- 
tranche s'ils  sont  différens  : on  donne  ensuite  au  résultat  le  signe 
commun  dans  le  i*r  cas,  et  le  signe  du  plus  grand  coefficient 
dans  le  second.  Les  lettres  et  leurs  exposans  demeurent  d’ailleurs 
les  mêmes. 


(g)  On  doit  bien  se  garder  de  confondre  les  exposans  avec  les  coefficiens,  a * 
par  ex- , avec  4«  : les  exposans  indiquent  la  multiplication  réitérée  d’une  quan- 
tité par  clle-mème;  les  coefficiens  en  marquent  l’addition,  «4  —a. a. a. a, 
4/'*= : »i  a représente  le  nombre  5,  n4  — (>25,  et  4 a = 20. 
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On  doit  attribuer  le  coefficient  i aux  termes  qui  n’en  sont  pas 
pourvus  (n°  54)’>  b et  ac  sont  remplacés  par  1 b et  \ac. 

A proprement  parler,  il  n’y  a en  Algèbre  ni  addition  ni 
soustraction,  mais  bien  une  réduction  lorsqu’elle  est  possible  ; 
l’addition  et  la  soustraction  restent  encore  à exécuter  dans 
a -f-  b et  a — b. 

Ainsi,  pour  faire  l’addition  ci-contre  , on 
n’éprouvera  d’autre  embarras  que  celui  de  la 
réduction;  après  avoir  attribué  le  signe  -f-au 
i£r  terme  de  chaque  trinôme. 

95.  Proposons-nous  de  soustraire  b — c de  a ; il  est  certain 
qu’on  ne  changera  pas  la  différence  cherchée,  en  ajoutant  c à 
ces  deux  nombres  ; ainsi  b — - c deviendra  b ; a sera  changé  en 

a -f-  c;  soustrayant  b de  a -f-  c, 

< 

a — (b  — . c)  équivaut  à a + c — b. 


3 rt*  4-  5bc  — 2cs 
7a2  — 3 bc  + 

«*  — 4 bc  -4-  ac* 
11a2  — aie  -f-  l\d 


On  voit  en  effet  (n°  4)  que  si  on  ajoute  a -f-  c — b à b — - c , 
on  retrouve  a.  Donc,  pour  soustraire  un  polynôme  il  faut  en 
changer  tous  les  signes , et  réduire , s'il  y a lieu . Par  exemple  , 


l\ab  — 3 bc 

— ( aai  — 6 bc  ) 

4 ab  — 3 bc 
■ — "iab  -4-  6ic 

lab  -f-  3 bc 


4 ab  — 3c2  4-  bc 

— •(  ab  — c*  — • aie) 

4«i  — 3e2  -f-  bc 
— ab  c*  -f-  aie 

3 ab  — 2e2  -f-  3ic 


5 a2  — 3a<r 
• — ( a«2  — 3ae) 

5 «2  — 3 ac 
— aa2  4-  3rtc 

3rt2 


On  remarquera  que,  malgré  que  le  premier  terme  ne  porte 
souvent  aucun  signe,  il  faut  alors  lui  attribuer  le  signe  -f-,  afin 
de  rendre  applicable  la  règle  ci-dessus  à ce  terme  comme  aux 
autres.  C’est  ce  qu’on  fera  aussi  dans  la  multiplication  et  la 
division , d’après  le  même  motif. 


De  la  Multiplication. 

96.  La  multiplication  des  monomes  ne  donne  lieu  à aucune 
difficulté  : car  soit  ^abx^bcd , en  changeant  l’ordre  des  facteurs, 
on  a 4'b.ab.cd  ou  20  abed.  S’il  y a des  exposans , comme 
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a2  X a? y en  revenant  aux  principes , on  trouve  aa  X aaa  ou 
aaaaa  = ab,  de  sorte  qu’on  a ajouté  les  exposans  2 et  3 : de 
meme  X 4a°b  '=■  32fi73L  En  général,  pour  multiplier  des 
mono  mes , on  multipliera  leurs  coefficient,  on  ajoutera  les  ex- 
posons qui  affectent  les  mêmes  lettres  ; enfin,  on  écrira  à la 
suite  les  unes  des  autres  les  lettres  différentes.  On  attribua 
l'exposant  1 aux  lettres  qui  n'en  ont  pas . 

a -p  b Multiplions  maintenant  a-\-b  par  c + J,  ce 
c -f  d qu’on  indique  par  (a-\-b)  X (c-j-d).  Il  est  évi- 
ac  -f-  bc  dent  que  pour  répéter  a -f-  b autant  de  fois  qu’il  y 
4 ad  -j-  bd  a d’unités  dans  c -j—  <4,  i 1 faut  prendre  a + b,c  fois, 
puis  d fois,  et  ajouter.  Mais  aussi  pour  prendre  c fois  a -f  b , 
il  faut  multiplier  séparément  a et  b par  c,  de  sorte  que... 
(a  -f-  b)  X c = ac  -1™  bc,  (a  -f-  b')  X d = ad  -f*  bd,  ce  qui  donne 
le  produit  ac  -j-  bc  -j-  ad  -f-  bd. 

a — b Multiplions  a-— b par  c.  En  prenant  le  produit 
c ac  de  a par  c , on  est  supposé  avoir  ajouté  c fois  a ; 

ac  — bc  mais  il  fallait  multiplier  non  pas  a,  mais  a — b par  c ; 
chaque  fois  qu’on  a ajouté  a,  on  a pris  une  quantité  trop  grande 
de  b unités , de  sorte  que  le  produit  ac  doit  être  diminué  de  b 
pris  autant  de  fois  qu’on  a répété  c,  ou  c fois.  Otons  donc 
bc  de  ac , et  nous  aurons  ( a — b')  -\-c  r=zac  — bc. 

a ])  Pour  multiplier  a — b par  c — d,  on  fait  d’a- 

c — d bord  le  calcul  précédent;  mais  au  lieu  de  répéter 

ac  — bc  a — b , c fois , il  ne  fallait  prendre  a — b que 

« — ad  bd  ( c — . f f0is  : 0n  a donc  pris  d fois  de  trop  (u — b)  ; 

ainsi,  du  produit  précédent  ac  — bc,  il  faut  retrancher  celui 
de  a — b par  d , ou  ad  — bd , ce  qui  donne  (n°  g5) 

(a — b')  -f*  (a — d)=  ac  - — bc  — ad  -f-  bd. 

La  multiplication  de  tout  polynôme  peut  toujours  être  ra- 
menée à ce  dernier  cas,  en  représentant  par  a et  c les  sommes 
des  termes  positifs  de  chaque  facteur,  et  par  b et  d celle  des 
négatifs  ; on  retombe  ensuite  sur  le  premier  cas,  quand  il  s’agit 
d’assigner  les  valeurs  de  ac,  de  bc....  En  suivant  ce  qui  vient 
d’être  développé,  on  verra  que  chaque  terme  du  multiplicande 
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a été  multiplié  séparément  par  chacun  de  ceux  du  multiplica- 
teur : en  outre,  quand  les  deux  facteurs  partiels  monomes  ont 
eu  des  signes  dîfférens , leur  produit  a eu  le  signe  - — , tandis  que 
dans  le  cas  contraire  on  a mis  le  signe  +. 

Concluons  de  là  que  le  produit  de  deux  polynômes  se  trouve 
en  multipliant  chaque  terme  de  ïun  par  tous  ceux  de  /’ autre , 
d'après  la  règle  donnée  pour  les  monomes ; puis  on  prend  chaque 
produit  partiel  négativement  lorsque  ses  facteurs  ont  des  signes 
contraires , et  positivement  lorsqu’ils  sont  de  même  signe  (tous 
deux  -f-  ou  tous  deux  — ) (Ie).  On  doit  affecter  du  signe  -f-  la 
Ie*  terme,  lorsqu’il  n’en  porte  aucun,  comme  n°  g5. 

97.  Voici  quelques  ex.  de  la  multiplication  des  polynômes  : 


a -f-  3c  *— 

d 

2 a 

4- 

bc 

— 

2b* 

•2a  ■ — d 

2 a 

— 

bc 

4 

2 b* 

2tfa  -f-  tiac  — 

: iad 

4 a* 

4 

2abc 

— 

L \ab 

» 

— 

ad  — 3cd  — f— 

d 2 

— . 

2a  h 

c 

4 

2 b^C 

2a1  -f-  Une  — 

3 ad 

4- 

L \ab 

2b^c 

— 

4 JA 

— 

3 cd  -f - d2 

4 a% 

— 

i>ae2 

4 

4&h 

4 

<> 

VI* 

f 1 

a — {—  h 

a2 

4 

2 ab 

4 

b% 

a 

4 

b 

a —h*  b 

a 

4 

b 

a 

— 

b 

a 2 4*  a b 

u5 

4 

2 a2 

6 -b 

ab% 

a 2 

4 

ab 

-4- 

ab  -f-  b 2 

4 

a2 

b -f- 

2 ab 

2 -f- 

b* 

• — 

a b 

— 

b 2 

n5  -f-  ich-yb* 

a 3 

— f- 

3rr» 

b-h 

3ab*-h  b 3 

a 2 

— 

b* 

Ces  ex.  nous  fournissent  des  remarques  intéressantes. 
i°.  Le  carré  de  (a-f-6)  est  a%  -4-  2,  ab  -f-  Z>2,  comme  n®  61. 


(*)-  On  a coutume  de  dire  que  la  multiplication  comporte  4 règles  , pour  les 
coefSciens,  les  lettres , les  exposans  et  les  signes.  Les  premières  ont  été  données 
pour  les  monomes  ; la  quatrième  s’énonce  ainsi  4 X 4~  — {— , — f-  x — ou 
— x 4 = — , — x — ■ — 4.  ti  semble  alors  étrange  aux  oreilles  peu  laites  au 
langage  algébrique  d’entendre  dire  que — x — ■ dorme  -f- ; l’espèce  de  doute 
qu’on  éprouve  tient  au  vice  du  langage  ; car  il  est  absurde  de  prétendre  multi- 
plier un  signe  par  un  autre  : il  ne  faut  pas  attacher  un  sens  rigoureux  aux 
termes  dont  on  se  sert,  qui  ne  sont  obscurs  que  parce  qu’on  sacrifie  la  correc- 
tion de  l’énoncé  au  besoin  de  l’abréger  pour  en  faciliter  l’application.  Ce  n’est 
donc  pas  — qu’on  multiplie  par  — , pas  meme  — £par  ~d,  mais  bien  a — h 
par  c — ri  - et  la  logique  la  plus  exacte  conduit  au  théorème  que  nous  avons 
donné.  En  un  mot , on  ne  doit  pas  appeler  le  principe  dont  il  s’agit,  la  Régla 
des  signes , mais  bien  la  Règle  de  la  multiplication,  des  polynômes. 
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2°.  Le  cube  est  a?  -f-  Za°b  -f-  3 ab2  -f-  b3,  comme  n°  67. 

3°.  De  (a  -f-  b')  (a  — b)  — a2  — b2,  on  conclut  que  la  somme 
de  deux  quantités  multipliée  par  leur  différence , donne  pour  pro- 
duit la  différence  de  leurs  cairès ; ( 7 -f-  5)  X (7  — 5)  = 7*  — 5% 
ou  1 2 X 2 — — 25~24-  - 

Coupons  a en  deux  parties  quelconques;  si  £ a — x désigne 
l’une,  l’autre  est  Jafr,  et  le  produit  est  ~a2  — x2  j a2, 
tant  que  x n’est  pas  nul.  Donc,  si  on  fait  croître  depuis  zéro 
l'une  des  parties  d'un  nombre  a,  l'autre  diminue  et  le  produit 
augmente  ; mais  dès  que  la  ir*  partie  devient  â a,  le  produit  est 
le  carré  de  cette  moitié , et  atteint  sa  plus  grande  valeur , en 
sorte  quil  décroît  lorsque  la  ire  partie  continue  de  croître. 

4°.  Il  est  facile  d’en  conclure  la  forme  du  produit  de  m fac~ 
teurs  binômes  (x-f-rz)  (x  -j-b)  (x  + c)...  en  effet,  pour  2 ou 
3 facteurs,  on  obtient  le  produit 


x2  -j-  a x -f-ab 
-f-  b x 


x 3 -f-  a x2  —f”  ab  x “f*  abc 
+ b x2  -f-  ac  x 
-f  c x2  -f - bc  x 


Or,  il  suit  du  procédé  même  de  la  multiplication,  que 

i°.  les  divers  termes  du  produit  ne  peuvent  éprouver  de  ré- 
duction entre  eux;  en  sorte  que  les  lettres  a,  b , c....  n ont  ni 
coefficiens  numériques  ni  exposans. 

20.  Le  1er  terme  est  le  produit  de  tous  les  ierâ  termes,  et  le 
dernier  est  le  produit  de  tous  les  2e*  termes  des  facteurs  : entre 
ces  extrêmes , les  exposans  de  x vont  en  décroissant  d’une  unité 
de  terme  en  terme , et  le  produit  a,  en  général , la  forme 

xm  -j-  /rm_l  -f-  Bxm~2  -f-  Cxm~3 . . . . -f-  abcd.  . . . 

3°.  Tous  les  termes  doivent  être  composés  du  meme  nombre  ni 
de  facteurs,  en  sorte  que  le  coefficient  A de  xm~l  ne  doit  pas 
contenir  les  lettres  a,  b}  c...  multipliées  entre  elles;  que  celui 
B de  xm~a  doit  être  formé  de  produits  2 à 2 de  ces  lettres  , 
ou  abt  ac , bc 

4°.  Si  la  lettre  a entre  d’une  manière  quelconque  dans  fun 
- des  coefficiens  A>  B toutes  les  autres  lettres  b}  c...  doivent 


multiplication 


y entrer  de  la  même  manière,  puisque  le  produit  ne  doit  pas 
changer  en  mettant  a pour  b et  b pour  a , etc.  ; donc  {y.  n°  479) 

A est  la  somme  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes  ; 

B est  celle  de  tous  leurs  produits  différens  2 à a; 

C celle  de  leurs  produits  différens  3 à 3 , etc.  *, 

Le  dernier  terme  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes. 

Ces  divers  théorèmes  servent  sur-tout  à abréger  les  calculs  ; 
ainsi,  dans  le  2e  exemple  du  n°  97,  on  reconnaît  aisément  quon 
cherche  le  produit  de  2,a-\-(bc  — 2&s)  par  2a — ( bc  — 2 b2-)  : 
ainsi , on  doit  trouver  la  différence  des  carrés  de  2 a et 
(bc  — 2Ô2),  ou  4°d — ( bc — 2 b*y  : or,  la  ire  de  nos  règles  donne 
(ôc—  %b2y  = Md1 — 463c-f-4M-,  le  produit  cherché  est  donc 
4<2û  — b*c*  -f-  4b3c  — 4M. 

On  ne  doit  pas  négliger  les  simplifications  lorsqu’elles  sont 
possibles. -Ainsi , pour  (4^ — 2 ac)  ( Sab  — 3 ac) , on  voit  que 
le  premier  facteur  équivaut  à 2 a (2 b — c)>  et  le  second  à 
3 a (2 b — ■ c),  le  produit  est  donc  6a2(2&— c)2  ou  6a2(4&2 — 4^c*4~c^)* 

Il  y a quelquefois  de  l’avantage  à décomposer  les  produits 
en  facteurs  (la  division  nous  apprendra  bientôt  à faire  ces  sortes 
de  décompositions)  : ainsi,  pour  3y2z  3yzd -f- py pz , on 
reconnaît  que  les  deux  premiers  termes  équivalent  à 3 ’yz  (jy~hz)i 
et  les  deux  autres  à p {y  -f-z)  • donc  on  a (3j/z  -f-  *)• 

De  la  Division . 

98.  Soit  a le  dividende,  m le  diviseur,  q le  quotient  et  r le 
reste,  r étant  < m,  toute  division  donne  l’équ.  (16) 

a ~ mq  -f-  r. 

Pour  diviser  un  monome  par  un  autre,  comme  on  peut,  sans 
changer  le  quotient,  diviser  par  un  même  nombre  le  dividende 
et  le  diviseur  (nos  i5  et  i3),  on  supprimera  les  lettres  communes 
à ces  deux  termes , on  soustraira  les  eæposans  qui  affectent  les 
mêmes  lettres , enfin  on  divisera  les  coefficiens  entre  eux.  On 
voit  d’ailleurs  que  cette  règle  est  l’inverse  de  celle  de  la  multi- 
plication (n°  96). 
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12  a'b*c  i5  a3b°  8a*bzc 

— , - = 4a  i ~r  ~~7T  = ûao  ; - = sac  : 

5 ab  ^ * Sa  b 4 ab a ' 

ù2  disparaît  dans  le  3e  ex(J  parce  que  les  deux  termes  ont 
bb  pour  facteur  commun. 

3 abc 3 4ac?cU? àc3ea 

’dabc  J ’ 8 bdAe  sbcft- * 

on  ne  peut  pousser  le  calcul  plus  loin,  et  il  restera  à diviser" 
ac3ea  par  2à<rZ2,  quand  on  connaîtra  les  valeurs  numériques 
de  et,  ù,  c et  J. 

Quant  aux  polynômes  , ils  présentent  plus  de  difficultés.  Soit 
proposé  de  diviser  20 aèû-|-4a6 — dSaab] — 4^6  Par  2Z>3-f -2a3- — 5nà2. 
Le  quotient  multiplié  par  le  diviseur,  devra  reproduire  le  divi- 
dende : si  on  connaissait  un  terme  du  produit  20 abb-\~  4^ — •••• 
qui  résultât  sans  réduction  de  la  multiplication  d’un  terme 
donné  du  diviseur  par  un  terme  du  quotient,  une  simple  division 
donnerait  celui-ci.  Or,  on  sait  que  les  termes  où  une  lettre  quel- 
conque , telle  que  a,  a le  plus  haut  exposant  dans  les  deux  fac- 
teurs, donnent  au  produit  un  terme  qui  ne  se  réduit  avec  aucun 
autre,  puisque  cette  même  lettre  a y a également  le  plus  haut 
exposant. 

Donc,  4a6  est  le  produit  exact  du  terme  2 a3  par  le  terme  dü 
quotient  où  a est  affecté  du  plus  haut  exposant  ; ainsi,  ce  terme 
Acd 

est  — - ou  2 a? . Si  on  multiplie  tout  le  diviseur  par  2 n3,  et  qu’on 

QCL 

retranche  du  dividende , le  reste  sera  le  produit  du  diviseur  par 
les  autres  parties  du  quotient.  On  est  donc  conduit  à diviser  ce 
reste  par  le  diviseur  , afin  d’obtenir  ces  parties,  ce  qui  exige 
qu’on  reproduise  le  même  raisonnement,  et  fournit  la  même 
conséquence. 

Pour  éviter  l’embarras  de  démêler  parmi  les  termes  du  divi- 
dende, celui  où  a porte  le  plus  haut  exposant,  ainsi  que  dans 
les  restes  successifs,  il  est  convenable  d’ ordonner  le  dividende 
et  le  diviseur;  c’est-à-dire,  de  placer,  comme  on  le  voit  ici,  au 
ier  rang  le  terme  où  a porte  le  plus  haut  exposant;  au  2?  rang, 
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îe  terme  où  a a l’exposant  immédiatement  moindre; 
de  suite  : 


I39 

et  ainsi 


4 a& — — 4^6 

— - 4 cfî^t-ioaM)2 — 4 
i*r  reste...  ioa^b~~^S7i'b^~  4 a3  b3 
— 1 oa4£2-f-25tf  — loetfrs 


fia3— 5ab’-t-ab3 

1 ia3-j-5nb2 — 

-f-  20 ab*  — 4^6 


2e 

3e 


reste, 

reste 


- — 4 a^b3  -f-  ioaè*— 4^ 

*+•  4«3^3  — ioaôs-f.406 

O 


On  voit  qu’après  avoir  divisé  4as  par  2a3,  on  a multiplié  tout 
le  diviseur  par  le  quotient  partiel  2a3,  et  retranché  du  dividende, 
ce  qui  a donné  un  premier  reste.  On  a divisé  de  nouveau  jo a* b* 
par  2a3,  et  multiplie  le  diviseur  par  le  second  quotient  5aZ>2;  on 
a retranché  du  premier  reste,  ce  qui  a donné  un  second  reste 

4a3£3  * 

Enfi^,  ~üâ3  2^3  a compl été  le  quotient,  parce  qu’on  n’a 

plus  trouvé  de  reste. 

Lorsqu  on  est  conduit,  comme  ci-dessüs,  à diviser  des  termes 
qui  ont  pour  signes , l’un  -f-,  l’autre  —,  on  donne  au  quotient  le 
signe  —,  afin  que,  dans  la  multiplication,  on  reproduise  Je  pre- 
mier terme  du  dividende  avec  son  signe.  Si  les  termes  à diviser 
eussent  été  négatifs  l’un  et  l’autre,  le  quotient  aurait  eu  le 
signe  -f.  Il  faut  prendre  ceci  simplement  connue  un  fait  de 
calcul , sans  chercher  à expliquer  ce  que  peut  signifier  la  di- 
vision de  deux  termes  qui  ne  sont  pas  positifs  ensemble;  en 
effet,  il  ne  s agit  ici  que  de  trouver  un  système  de  termes  qui 

multiplie  par  îe  diviseur,  d’après  les  règles  connues,  reproduise 
le  dividende. 

Concluons  de  là  que,  pour  diviser  deux  polynômes , on  les 
ordonnera  par  rapport  à une  même  lettre , on  divisera  le  premier 
terme  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur,  et  on  aura  un 
terme  du  quotient;  on  multipliera  ce  terme  par  le  diviseur,  et 
on  retranchera  du  dividende  : puis,  on  traitera  le  reste  de  la 
meme  manière.  On  pratiquera , pour  les  divisions  partielles,  la 
réglé  des  signes  de  la  multiplication.  Enfin,  on  poussera  l’opé- 
ration iusqu’à  ce  que  la  lettre  suivant  laquelle  on  a ordonné  ait 
un  exposant  moindre  que  dans  le  diviseur- 
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Il  est  bien  entendu  qu’on  pourrait  ordonner  par  rapport  à b , 
ou  toute  autre  lettre  commune  aux  deux  facteurs;  et  même 
dire  du  plus  petit  exposant , tout  ce  que  nous  ayons  dit  du 
plus  grand. 

gq.  Nous  mettrons  ici  deux  autres  exemples  de  division. 


— f )a2b2 — 3 ab^-{-lb^  f ’ia%-\-,xab — b 1 
— 6a  *■ —6a b j 3 a2—  ab—ib 2 

Ier  reste — 2a^b — 6a*b2 — 3ab^-{~ib^ 

-\-2a3b-\-‘2.a"b2—-  ab3 

2«  reste — 4 a*b3 — /iab3-^2b^ 

-f -\axb2-\-i\ab3 — ib* 

3e  reste o 


-f-r/4 b la*+a3b-ha’b'+ab3-hb4 

!•*“  reste.  a^h — b 5 

— a^b~\-a3b2 

2*  reste......  a^b2 — bs 

— a3b2-\-a*b3 

3*  reste a2b3 — b 5 

— a2b3-\~ab^ 

4e  reste ab 4 — b 5 

— ab < -f-  è5 

5e  reste o 


En  suivant  avec  attention  la  marche  du  dernier  calcul,  on 
voit  que  si  on  divise  am—bm  par  a — b,  les  exposans  de  a doivent 
diminuer,  et  ceux  de  b croître  d’une  unité  dans  chaque  reste  et 
dans  chaque  quotient,  les  restes  sont  donc  des  binômes  dont  le 
1er  terme  est  successivement  am~ 'b,  am~2b2....  Lorsqu’on  arrive 
au  reste  abm~~l  — bm,  la  division  par  (a  — b ) donne,  le  quotient 
exact  bm~lj  en  sorte  que  am  — bm  est  divisible  sans  reste  par 
{a  — b),  et  on  a 
nm bm 

j—  ~am  1 -f - am  aZ>  -f~  am  3b2  - f- -f-  bm~\ . 

a — b 

am  — 1 

Si£  = i, — am~l  -f  -h  a”"3  -f- -f  i. 

a — - 1 

Quand  on  divise  a par  1 — x,  l’opération  n'a  pas  de  fin,  et 
on  trouve  ce  quotient  indéfini 

= a (i  -f-  x + -f-  x*  -f- .....  ) ; 


1 
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on  peut  donc  regarder  le  1er  membre  comme  la  somme  des 
termes  du  2e,  c.-à-d.,  comme  la  somme  d’une  progression  par 
quotient,  qui  s’étend  à l’infini,  dont  a est  le  Ier  terme  et  x la 
raison.  Si  on  a par  ex.  -H-  2 1 § ! f l comme  <2=2  et  x=z~, 
on  trouve  2 * | ou  3,  pour  la  somme  de  cette  suite  prolon- 
gée à l’infini.  De  même  i (1  -f- J -f"  (3 T ....)=  f , parce  que 
a = £,  x — §.  Enfin,  | (1  — •»•)=!)  en  faisant 

a z=  | , x 


1 

a1 


O 


La  fraction  décimale  périodique  o,(54)  revient  à 
54l~  ■ ' ~^-L~ ~ -f- ou  l 1 + tts  “f*  (tst)2 » • • • • ] 


IOO 


1 O O O < 


5 *• 
9 b > 


en  faisant  a = , x~j~.  En  général,  si  p est  la  période 

composée  de  n chiffres,  on  a,  comme  n°  53. 

P , P . _ __P_  — P 

+ — .1  • 


+ 


10"  " io2re  ' 10"— 1 993“  - 

Faisons  a — 1 et  a;  = f;  il  vient  — + | + J + 

On  ne  conçoit  pas  d’abord  comment,  en  ajoutant  des  termes 
sans  cesse  croissans  et  positifs,  on  pourra  trouver  — 2 pour 
somme.  Mais  en  poussant  la  division  de  a par  1 — x , jusqu’à 
4 termes  seulement,  on  a le  reste  ax^}  en  sorte  que  le  quotient 

exact  est  a ( 1 -f-  x -4-  x11  -f-  x3  -4 — — V cette  dernière  frac- 

\ 1 — x J 


tion  représentant  la  somme  de  tous  les  termes  jusqu’à  l’infini,. 
Mais  cette  fraction  devient  — -T-»  en  faisant  a ~ 1 et  a? 


3 * 

a y 


ainsi,  lorsqu’on  n’a  égard  qu’aux  Ier*  termes,  ceux  qu’on  néglige 
forment  une  somme  négative  plus  grande  que  celle  qu’on  prend  : 
les  deux  parties  réunies  sont  ici  1 -f-  f -f-  -J  -f-  qr  — -y-  qui  se 
réduit  au  ier  membre  — 2. 

Ce  paradoxe  vient  donc  de  ce  qu’on  ne  peut  regarder  les  n 
premiers  termes  comme  une  partie  plus  ou  moins  grande  de  la 


ax 


somme,  qu’aütant  que va  sans  cesse  en  diminuant,  àme- 


-x 


sure  que  le  nombre  n des  termes  conservés  s’accroît,  c.-à-d., 
qu’autant  que  x <[  1 . On  dit  qu’une  série  est  convergente  quand 
les  termes  vont  ainsi  en  décroissant  de  plus  en  plus. 

100.  On  rencontre  une  difficulté  sur  laquelle  il  est  bon  d’être 

9- 


1 
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prévenu;  lorsqu’il  y a plusieurs  ternies  où  la  lettre  suivant  la- 
quelle on  a ordonné  porte  le  même  exposant,  quel  est  celui  qui 
doit  être  écrit  le  premier,  et  que  devient  alors  la  démonstration 
que  nous  avons  donnée?  Avec  une  légère  attention,  on  verra 
qu’il  suffit  de  mettre  dans  les  termes  dont  il  s’agit,  la  lettre  avec 
son  exposant  en  facteur  commun,  et,  entre  des  parenthèses,  la 
quantité  qu’elle  multiplie.  On  doit  regarder  alors  cet  assemblage 
comme  ne  formant  qu’un  seul  terme.  Si  on  a,  par  exemple, 
4odù2  — ^a^bc  -f-  rdc2,  on  écrira  rd(4i>a  — ^bc-\~c2)y  qu’on  re- 
garde comme  n’étant  qu’un  seul  terme. 

Un  exemple  fera  voir  plus  clairement  la  marche  qu’on  doit 
suivre. 

(4^8-4^c_f_cî)rt‘s — (3ba-f-bc-f~c*)  a2bi-{~(  b-\-c)iab^-b^  j ( nb~c)a * — {b-{-c)ab-{-b* 
— (4/;2-4&c+cay<4+(3&  —c)(b+c)a*b  — ('ib— c)  a* b*  ) ^b-c)a2+(b -f- c)a b—b* 
[p.b-c)  [b-{~c)a^b — (3Z>2-j-  èc+ca)a2èa-(-(  b-^-cj^ab^-b* 

— (2 b-c)(b-\~c)a’ib-\-{  b*-\-ibc-\-c2)a*b'1—-(  b~\~c. ) abi 

—(■ 2b — c)  a*b3-f-(  b+cjab* — b6 
-(-(2 b — c)  a2bz — ( Z>-J-c)aM-f-66 

o 

Effectuons  la  division  par  {x  — a ) du  polynôme 

xm  -f-  pxm~~x  -j-  qxm~~ 2 -f-  rxm~3  -f-  . . . . -f -tx  -f-  u ; 
on  trouve  pour  premiers  termes  du  quotient 

xm  1 + (a  + P)  xm~%  4“  (.a*  4“  Pa  4“  </)  x'n~3  + . . . . 

Observons  que  chaque  division  par  x abaisse  de  1 l’exposant 
de  cette  lettre  dans  le  ier  terme  du  reste,  qui  se  traduit  ainsi 
au  quotient  avec  le  même  coefficient.  La  multiplication  par 
C*  — a)  produit  deux  termes , dont  l’un  détruit  le  dividende 
partiel , et  l’autre  s’ajoute  au  terme  qui  suit  dans  le  polynôme 
donné  , pour  former  le  ier  terme  du  nouveau  reste.  La  marche 
du  calcul  démontre  que  les  coefficiens  de  x dans  le  4*>  5e. . . , 
terme  du  quotient , qu’enlin  le  dernier  terme  , sont 

a3  -f- pa2  + + r,  a4  -f- pa3  + qa2  -f-  ra  + st  etc., 

am—i  qam~~ 3 -f-  ram~~*  -f-  . . . -j-  t , 

et  le  reste  est  am  4-  pam~l  + qam'zi 4~  ta  4"  u » 
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ou  le  polynôme  donné,  dans  lequel#  est  remplacé  par  a.  Cette 
conséquence  peut  être  aisément  vérifiée  en  multipliant  ce 
quotient  par  (#  — ci)  , et  ajoutant  ce  reste  ; on  retrouve  le  divi- 
dende. 

Des  Fractions . 

101.  Tout  ce  qui  a été  dit  (page  45)  sur  les  fractions  numéri- 
ques, doit  se  dire  aussi  des  algébriques.  Ainsi 

i°.  “■  désigne  que  l’unité  est  partagée  en  b parties  , et  qu’on 

en  prend  a ; en  sorte  que  le  produit  X b est  le  numéra- 
teur a (n°  37)  ; 

20.  Quelque  soit  m3  on  a (n°38); 

0 bm 


3°  ^±&c  m°3aV 

b~  d~  bd  (n  ô9  h 


a 

m 


a zïz  m 
m 


. Le 


signe  ± s’énonce  plus  ou  moins  ; il  indique  qu’on  doit  prendre 
le  signe  supérieur  dans  les  deux  membres,  ou,  si  l’on  veut» 
l’inférieur  dans  l’un  et  l'autre. 


a 


4 • ^ c 


ac 


a 


b 9 mb 


. a a c ac 

Xbz=z  —,  - X ~~r  ■ 

m b a 


bd 


(„  + L)  ( 4-JL)=  ^±^î±^(  4l) 


9 
am 


cq 
a a 


ad 


_ a a 

; O at___  • r ^ é _ . * - 

b bc'  b ' b'  b - d~  bc  - 

(•+5:("  + D=^S 

/ 

Quelques  Propriétés  clés  nombres  et  des  facteurs 

des  polynômes . 

102.  I.  Soient  abc ghi  les  chiffres  consécutifs  qui  expri- 

ment un  nombre' dans  un  système  de  numération  dont  la  base 
est  x ( voy.  la  note , n°  6 ) : comme  un  chiffre  vaut  x fois  plus 
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que  s’il  occupait  îa  place  qui  est  à sa  droite  , on  a 

A ~ i hx  4-  gpr"  4- + hxn~~2--\-  oxn~“l , 

n étant  le  nombre  des  chiffres  abc ....  hi.  On  trouve  donc  îa 
valeur  de  A>  lorsque  ces  chiffres  et  la  base  sont  donnés.  Réci- 
proquement, pour  trouver  les  chiffres  qui  expriment  un  nombre 
donné  A dans  un  système  de  numération  dont  la  base  x est 
connue,  on  divisera  A para:;  le  reste  i sera  le  ier  chiffre  k 
droite;  le  quotient  h -j-  gx  -f-.  • • 4“  ax71”2,  étant  de  nouveau 
divisé  par1  x , le  reste  h sera  le  2 e chiffre,  etc...  ( voy.  n°  5i 2 ). 

II.  Partageons  un  nombre  donné  N en  tranches  de  m chiffres, 
à partir  des  unités  , îa  dernière  tranche  à gauche  pouvant  n’avoir 
que  i,  2,  o...  chiffres  : désignons  par  A4 , As,  AU)  A,  ces  tran- 
ches ; nous  avons  visiblement 

JV  — Aï  4-  A'A  iom  q-  A*,  io2m  -f-  Ai,  io3m. . . . 

~ Ai  4-  A,,  4 Ar\ . . . 4*  A n ( i om — i ) + A>}  ( i o 2 m — i 
— (Ai  4"  Ag. . •)  — — (A*  -\~Ai.. .)  4-  A2  (iom4  0 -H  Ai  (io3W— i). 

Divisons  ces  équ.  par  un  nombre  D,  qui  divise  iom  dans  la  ire, 
iom— -i  dans  la  2e,  iom4~  i dans  la  3e  j il  est  évident  que  le  reste 
...  N 

de  la  division  de —sera,  selon  les  cas,  le  même  que  celui  de  Ai, 

9 

ou  de  (^A\  4*  -A  & 4-  As...')  ou  enfin  (a/,  4“  A s-..)  — AA%  *4"  A4.  • .), 
io'J,ïl — ■ i étant  divisible  par  iom4“  i*et  si  l’un  de  ces  trois  résul- 
tats est  multiple  de  D,  N le  sera  pareillement. 

i°.  Prenons  des  tranches  d’un  seul  chiffre,  ou  m~  i,  iom=io, 
î om  — i — q , ï om  4~  i — — 1 1 j donc  2 et  5,  diviseurs  de  îo  , le 
seront  aussi  de  A,,  qui  est  le  chiffre  à droite,  toutes  les  fois  que 
N sera  multiple  de  2 ou  de  5.  De  même  N le  sera  de  3 ou  de  q, 
si  A t4-  A a-  ...  (la  somme  des  chiffres)  l’est;  enfin  N n’est 
divisible  par  1 1 , qu’autant  que  (^14-^3--0  — (Aa-}-A4....) 
l’est  aussi.  Voy.  n°  34- 

2°.  Si  m = 2 , on  a iom  = 100  , iom — i = qq  : ainsi  4 et  20, 
diviseurs  de  100,  doivent  l’ètre  aussi  de  tout  nombre  N dont  les 
deux  chiffres  à droite  A , forment  un  multiple  de  4 ou  de  25.  De 
même  i 1 , diviseur  de  qq  , divise  la  somme  A,  4 - Aa-\-.  . . . des 
tranches  de  deux  chiffres. 
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5°.  Faisons  des  tranches  de  trois  chiffres  , ou  m ■=.  o.  Nous 
trouvons  que  8 divise  N , quand  il  divise  Ax , ou  le  nombre  ex- 
primé parles3  chiffres  adroite.  De  meme  iom— i~Qqq=27 .3y; 
ainsi  5y  divise  tout  nombre  dont  la  somme  des  tranches  de  trois 
chiffres  est  multiple  de  5y.  Enfin,  on  a i Qm-\-  1 = 1001=7. 1 i . 10; 
ainsi  A" est  multiple  de  7,  de  11  ou  de  i3,  quand  les  tranches 
de  rangs  impairs,  moins  les  tranches  de  rangs  pairs  , ferment  un 
multiple  de  7,  de  11  ou  de  i5.  Voy . p.  4°- 

Quand  N n’est  pas  multiple  de  Dy  le  reste  de  la  division  est 
le  même  , dans  chacun  des  cas  ci-dessus,  que  si  l’on  eût  divisé 
respectivement  AX)  ou  [Ax  -f*  A ft  ou  etc. 

io5.  Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D de  deux 
polynômes  A et  B : on  nomme  ainsi  une  expression  exactement 
divisible  par  tous  les  diviseurs  communs  à A et  B,  et  qui  divise 
elle-même  ces  polynômes. 

I.  Si  l'on  multiplie  ou  divise  A par  une  quantité  qui  soit  pre- 
mière avecR,  le  plus  grand  commun  diviseur  demeurera  le  meme. 
Car  si  A et  B ont  la  forme  A~Dx , B — Dy , x et  y étant  pre- 
miers entre  eux,  il  est  visible  que  D sera  toujours  le  plus  grand 
facteur  commun , si  l’on  supprime  x , oujy,  ou  seulement  quel- 
qu  un  de  leurs  diviseurs  ; comme  aussi  si  Ton  multiplie  A par 
une  quantité  2 qui  soit  première  avec  B. 

II.  Si  un  polynôme  A,  ordonné  par  rapport  à a,  est  divi- 
sible par  une  quantité  F indépendante  de  a,  les  coefficiens  de 
chaque  puissance  de  cette  lettre  & doivent  en  particulier  être  divi- 
sibles par  F.  En  effet,  soit  Mam  -f  Hah-\~ . . .,  le  quotient  de  A 
divisé  par  F,  on  a donc  A = FMam~{-  FHah  -f-. . . ; or  F ne  con- 
tenant pas  a}  il  ne  peut  s’opérer  de  réduction  d’un  terme  à 
l'autre , et  chaque  coefficient  conserve  le  facteur  F.  Donc,  etc. 

Voici  l’usage  de  ces  deux  remarques.  Si  par  la  méthode  que 
nous  allons  exposer,  on  cherche  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  deux  quelconques  des  coefficiens  de  A,  puis  entre 
ce  diviseur  et  quelque  autre  coefficient  de  A , et  ainsi  de  suite 
pour  tous  les  coefficiens,  il  est  clair  que  si  A a un  facteur  F 
indépendant  de  a > comme  il  devra  l’être  de  chaque  terme  en 
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particulier,  ce  sera  le  diviseur  commun  indépendant  de  a,  et  on 
aura  A~FAr , A'  étant  un  polynôme  connu,  qui  n’admettra 
plus  de  diviseur  commun  indépendant  de  a.  Le  même  calcul 
mettra  en  évidence  dans  B le  facteur  F'  indépendant  de  a , s’il 
en  existe  un  , et  on  aura  B—F'B'. 

Or,  le  plus  grand  diviseur  K , entre  F et  F' , est  le  facteur 
indépendant  de  a,  et  commun  entre  A et  B :c.-à-d.  que  si  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché  entre  A et  By  est  le  pro- 
duit QK  de  deux  facteurs , l’un  Q contenante,  l’autre  K ne 
Renfermant  pas  a , on  sera  parvenu  à connaître^  ce  dernier,  et 
il  ne  restera  plus  qu’à  trouver  Q,  qui  ne  peut  avoir  de  facteur 
indépendant  de  a.  Une  fois  K connu,  on  aura  donc  F=zKu, 
F'— Kt 3,  d ' où  A ^=:  K A' et , B — K B' fi -,  ôtant  le  facteur  K,  Q sera 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  AA  et  Br fi,  ou  plutôt  entre 
A'  et  B\  puisqu’on  peut  supprimer  # et  fi  (I). 

Concluons  de  là,  qu’après  avoir  trouvé  les  facteurs  F et  F* 
indépendans  de  a , ou  communs  à tous  les  termes,  l’un  de  A , 
l’autre  de  B,  on  supprimera  ces  facteurs  , ce  qui  rendra  les  po- 
lynômes plus  simples  , tels  que  Af  et  B'  : mais  on  mettra  à part 
le  facteur  K,  commun  à F et  F'  ; on  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  Q entre  A'  et  B' , et  on  le  multipliera  par  K ; 
KQ  sera  celui  qu’on  demande. 

Procédons  maintenant  à la  recherche  du  facteur  Q dépendant 
de  «,  et  raisonnons  comme  en  Arithmétique  (n°  28)  Si  A'  est 
divisible  par  Br , B’  sera  visiblement  le  plus  grand  diviseur  cher- 
ché; mais  si  la  division  donne  le  reste  R,  le  quotient  étant  q , 
on  aura 

Àr  jy  | 7-,  » A'  B'q  R 

A — b q-{-R,  d ou  -jy  = — h jj  » 

en  divisant  toute  l’équation  par  un  facteur  quelconque  D de  A* 
et  de  B\  Il  en  résulte  que  R doit  être  divisible  par  D , en  sorte 
que  tout  diviseur  de  ( A ' et  A')  l’est  aussi  de  (B'  et  Rf  Or,  on 
prouve  de  même  que  la  réciproque  a lieu,  c.-à-d.  que  ces  deux 
systèmes  ont  précisément  tous  les  mêmes  diviseurs  l’un  que 
l’autre  ; la  question  est  ainsi  réduite  à trouver  le  plus  grand 
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commun  diviseur  de  B'  et  R.  Le  raisonnement  se  continue  de 
proche  en  proche,  et  l’on  arrive  à la  conséquence  page  5 4. 

Comme  le  quotient  q doit  nécessairement  être  entier , il  ne 
suffit  pas  ici  de  procéder  comme  on  l’a  fait  sur  les  nombres. 
Après  avoir  ordonné  les  polynômes,  on  divisera  le  1er  terme 
Mam  de  A\  par  le  ier  Nan  de  B ' *,  et  si  N contient  quelque  fac- 
teur a qui  ne  divise  pas  M,  le  quotient  n’est  pas  entier.  Pour 
éviter  cette  difficulté , comme  on  admet  qu’on  a délivré  BT  de 
tous  les  facteurs  communs  indépendans  de  a , u n’est  pas  divi- 
seur de  B' , d’où  il  suit  qu’on  a le  droit  de  multiplier  A'  en  to- 
talité par  : alors  M deviendra  M*  divisible  par  Ar.  Ainsi  les 
deux  premiers  termes  seront  toujours  réduits  à l’état  convenable 
pour  que  la  division  soit  possible,  parce  qu’on  aura  ôté  de IV, 
ou  introduit  dans  M , les  facteurs  qui  s’opposaient  à la  division 
exacte.  On  aura  soin  de  faire  une  semblable  préparation  sur 
chacune  des  divisions  subséquentes  qu’exige  le  théorème,  afin 
de  rendre  tous  les  quotiens  entiers. 

Soient,  par  ex.,  les  polynômes 

3 Scfcd — 1 2oabc d-\~  1 ooh2cd}  36a3c~—  6a2bc  — goab2c, 

Le  commun  diviseur  entre  120 abcd  et  ioobacd  est  %ohcd'7  entre 
üobcd  et  3Ga2cd,  il  est  4 cd.  On  obtient  de  même  Qac  pour  fac- 
teur commun  de  tous  les  termes  du  2e  polynôme.  Supprimant 

ces  facteurs,  les  proposés  se  réduisent  à 

/ ■ 

ga*  — 3o ah  -j-  26 b2  et  Gaa  — ab  — 1 5 b2. 

/ 

Mais  comme  4 cd  et  6ac  ont  2c  pour  diviseur,  on  le  réservera 
pour  multiplicateur  du  commun  diviseur  entre  les  polynômes 
réduits  : 2c  est  le  facteur  indépendant  de  a.  Voici  le  reste  du 
calcul  : 

9a2  — 3o ab  -f-  25 b3  r Ga * — ab  — f 3a  — 5 b comm.  divjs. 

l8g?a  - 6oah  -h  5ob»  I < zr+lt 

Reste — 57 ab  -f-  g5b*  1 2e  Reste  gab — i5b3  (_ 
ou  — 196  (3a — • 5b)  l o 

On  voit  que  la  division  de  ga2  par  6a2  ne  pouvant  se  faire  exac- 
tement, on  a multiplié  la  totalité  du  dividende  par  2;  après  quoi  le 
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quotient  3 a conduit  au  reste  — 5 jab  -f-  gôé2,  et  la  question  s’est 
réduite  à trouver  le  plus  grand  facteur  commun  entre  ce  bi- 
nôme et  le  diviseur  ; il  faut  donc  réitérer  les  calculs  de  prépa- 
ration sur  l’un  et  l’autre.  Or,  on  trouve  que  le  binôme  a 
— 19Ô  pour  facteur , qu’il  faut  supprimer;  et,  comme  la  divi- 
sion par  (3a—  5b)  réussit,  le  plus  grand  diviseur  commun 
cherché  est  2 c (3a  — 5 b)  ou  6ac — -10 bc. 

Soit  proposé  de  réduire  àsa  plus  simple  expression  la  fraction 
6 a3 — 6a2y  -f-  sav2  — 2V3 

— r — -= — — ces  polynômes  ont  respectivement 

1 2 a — 1 5ay  ~h3y2  ^ J r 

2 et  3 pour  facteurs,  qu’on  peut  ôter  sans  changer  le  plus  grand 
facteur  commun  des  deux  termes  : le  diviseur  sera  réduit  à 
4a2  — 5ay  -f -jy2,  et  le  ier  terme  du  dividende  à 5a3.  Pour  rendre 
3a  division  exacte  , il  faudra  multiplier  par  4 > c.-à-d.,  doubler 
le  numérateur;  ainsi  il  faut  chercher  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  1 2a3  — 1 %a?y  -f-  4 ay 2 — 4y3  et  4a*  — 5ay  -f-jy2.  Une 
ire  division  donne  le  quotient  3a  et  le  reste  3 a^-f-ay2 — 4j3‘ 
Pour  rendre  de  nouveau  la  division  possible  , on  multipliera  ce 
reste  par  4 ; on  pourra  aussi  supprimer  le  facteur  y,  et  le  divi- 
dende deviendra  12 a2 ^ay — îSy2. 


Une  seconde  division  conduit  au  reste  19 ay — iqy2,  qui  doit 
être  pris  pour  diviseur  de  4 \a 2 — 5ay  -f -y2.  On  supprimera  les 
facteurs  19  et  y dans  ce  diviseur,  qui  devient  a — y,  et  qui 
divise  exactement  ; a — y est  donc  le  plus  grand  commun  divi- 

Ga2  — f—  2y2 

seur  cherché.  La  fraction  proposée  se  réduit  à , 

r 1 12  a — o y 


Voici  le  calcul. 


ï2  a- 


-1 

3a2y~j~  ay a- 
l'ia2  4-  \a;Y  ■ 

*9 «y  ■ 


- f 4a* — 5ay-hya 

' 4r'5  ) ‘ 3a  + 3’ 

- 1 !>•>■ 1 *• 

-i9y* 


— ajr~\-v2 


19  ay  — 197» 
a — y comm.  divis. 

4 y 


O 


En  cherchant  le  plus  grand  diviseur  de  ses  deux  termes  , qui 
est  2 a2  -f-  2 ab  — b2 , on  verra  de  même  que  la  fraction 

4a*  — -f-  /^ab3 — Zb  2 a2  — o,ab  -f-  b 2 

6a*  -J-  4&3ô  — ga2ô2  — 3aô3  -j-  2M  3a2  — ab  — 2b1  * 
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Pour  la  fraction 


5 4- 


crb 


■9,4b3 


i39 

45 a*b  + 3 a*-  9ab'  + 6bi' 
mun  indépendant  de  a,  est  3 b ; en  le  supprimant  dans  les  deux 
termes,  ainsi  que  2 au  numérateur,  on  est  conduit  à chercher  le 

plus  grand  commun  diviseur  entre  qa2  — ^b2  et •••• 

4“  a2b  — 3 ab*  2 b3.  On  trouve  qu’il  est  3a  + ab  ; ainsi 

3 b (3a~j-ab)  est  celui  qu’on  cherche  , et  la  fraction  se  réduit  à 
6a  — 4b 

ba2 — oab  -f-  b 2* 

On  ne  doit  pas  oublier  qu’ici , comme  au  n°  100 , il  faut  re- 
garder les  termes  qui  contiennent  une  même  puissance  de  la 
lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne,  comme  ne  faisant 
qu’un  seul  terme.  C’est  ce  qui  a lieu  pour  la  fraction 

a2  (£2  — c2)  — ab  ( ab 2 -f-  bc  — c2)  -f-  b3  {b -f-c) 
a3  ( Z>2-f-  abc-^-c2) — a2 b (2b2  -\-  3bc  -J-  c2)  -\~ab3  (&4~c) 

La  considération  des  coefïiciens  (ô-f-c),  ( 2&2  -f-  bc  — c2)  » 
(32  — c2),  etc.,  fait  bientôt  reconnaître  que  est  un 

facteur  commun  indépendant  de  a.  En  le  supprimant , on  cher- 
che le  plus  grand  diviseur  entre  a2  ( b — c)  — ab  (2b  — c)  -f-  b3 
et  a3  (ô  -|-  c)  — a2b  (2 b -f-  c)  4-  ab3,  qu’on  trouve,  par  le  calcul , 
être  a — b\  ainsi,  celui  des  deux  termes  de  la  fraction  proposée 

a (b  — c')  — b 2 


est  a(&-f-c) — b (6 -f-c)  3 elle  se  réduit  à 


a2  ( b -f-  c ) — aôa* 


II.  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


Premier  Degré  à une  seule  inconnue. 

1 

104.  Le  degré  d’une  équation  est  marqué  par  la  plus  haute 

puissance  de  l’inconnue  qu’elle  renferme  : x , y , 2- 

désigneront  les  inconnues,  a , b , c. . . . les  données.  Ainsi 
ax  -j-  b — ex  est  du  ier  degré  ; ax1 4-  hx  = c est  du  second  ; 
a?3  -{-  qx2  z=z  r est  du  3e  ; etc. 
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Pour  résoudre  un  problème  proposé  , il  faut  d’abord  ex- 
primer, par  une  équation,  la  liaison  qui  existe  entre  les  données 
et  les  inconnues  : cette  traduction  du  problème  en  langage  algé- 
brique une  fois  faite,  il  faut  Résoudre  l’équation,  c.-à-d.,  dé- 
gager l’inconnue  de  tout  ce  qui  l’alfecte  , et  l’amener  à la  forme 
x = A\  A est  la  valeur  cherchée. 

Par  ex.,  un  père  a 4 fois  l’âge  de  son  fils , la  somme  des  deux 
âges  est  /£>  ans  : quel  est  l’âge  de  chacun?  Soit  x l’âge  du 
fils , 4x  sera  celui  du  père  ; ainsi,  x -f-  4X  doit  faire  45  ans, 
d’où  5x  =45.  Telle  est  l’équation  qui,  dans  notre  problème^, 
exprime  la  liaison  de  l’inconnue  aux  quantités  données  5 et  45. 
ïl  faut  maintenant  la  résoudre , ce  qui  se  fait  en  divisant  le  pro- 
duit 45  par  5 ; le  quotient  9 est  l’autre  facteur  (n°  5)  ; x — 9 
donne  9 ans  pour  l’âge  du  fils , et  36  ans  pour  celui  du  père. 

On  voit  ici  bien  distinctement  les  deux  difficultés  qu’offre  tout 
problème  : 1 0 . poser  l' équation  y 20.  larésoudre.  Nous  traiterons 
ces  deux  sujets  , en  commençant  par  le  second. 

io5.  L’inconnue  ne  peut  être  engagée  dans  une  équ.  du  1er 
degré,  que  par  addition , soustraction,  multiplication  et  divi- 
sion. Voici  les  règles  qu’il  faut  pratiquer  pour  la  dégager. 

I.  Si  l'inconnue  a quelques  coejjïciens fractionnaires , multi- 
pliez toute  l’équation  par  le  nombre  qui  serait  dénominateur 
commun  (n°  38,  i°.  et  20.).  Cette  opération,  sans  altérer  l’équ., 
fera  disparaître  les  diviseurs.  Cela  revient  à réduire  tout  au 
même  dénominateur,  puis  le  supprimer.  Soit,  par  ex., 

f x 4- \x — 20  — \x~\x  — —■ x — 8. 

En  multipliant  tout  par  12,  cette  équation  devient 

Sx  + 6'jc? — 240 — 2JCr=r  go;  — x — 96  , 
qui  se  réduit  à \2x — 240  = Sx  — 96. 

II.  On  réunira  tous  les  termes  inconnus  dans  l’un  des  mem~ 
bres , et  les  quantités  connues  dans  l'autre , en  donnant  un 
signe  contraire  aux  termes  qui  changent  de  membre  • c’est  ce 
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qu’on  appelle  'Transposer . Ainsi  notre  exemple  deviendra 
1 2X  — 8^=240  — 965  ou  4^  = 1 44»  Qn  voit  j en  effet,  qu’en 
effaçant  240  du  ier  membre  12X — 240,  ce  qui  le  réduit  à i2r, 
on  l’augmente  de  240  ; pour  ne  point  troubler  l’égalité,  il  faut 
donc  ajouter  240  au  2e  membre.  Pareillement,  en  supprimant 
8 jt,  on  diminue  de  8x  le  2e  membre  ; il  faut  donc  aussi  retran- 
cher 8x  du  ier. 

III.  L’équation,  d’après  ces  deux  règles,  sera  amenée  à la 
forme  ax  — b ; b est  le  produit  de  a multiplié  par  x (n°  5)  en 

h 

divisant  b par  a,  le  quotient  donnera  donc  x ) ainsi  x rr- — . 

Donc  y pour  dégager  l’inconnue  de  son  coefficient , il  faut 
diviser  toute  l’équ.  par  ce  coefficient „ 

J 

C’est  ainsi  que  l’équ.  fc  — 144>  donne  x =:  —~L  — 36  ; 


4 


ce 


nombre  résout  l’équ.  que  nous  nous  étions  proposée  ci-dessus , 
c.-à-d.,  que  les  deux  membres  seront  égaux,  si  l’on  met  partout 
56  pourr. 

IY.  Une  équ.du  premier  degré  n admet  qu’une  solution ; car  on 
peut  touj ours  la  mettre  sous  laforme  (note,  p.149)  ax-j-bz=  cx-\-d\ 
or,  si  x pouvait  avoir  deux  valeur  a et/3,  on  aurait  les  équations 

Gcc  — j—  b — : ca  —j—  d , n/3  — j—  b — c/3  — d f 

et  retranchant , on  trouverait  a (<* — /3 )~c  («  — /3),  équ.  qui 
revient  à (a  — c)  (a — /3)  = o,  et  ne  peut  être  satisfaite  à 
moins  qu’on  ait  a = , puisque  a et  c sont  donnés  et  inégaux. 

Voici  plusieurs  exemples  de  ces  diverses  règles  : 

Cl  oc  c oc  c oc  m 

i°.  -y- -f-  V -J-  m~px~\--7T  -f  n;  supprimant  le  terme 

b J J 

— commun  aux  deux  membres,  ona  j -f-  m~px-\-n  \ mul- 
tipliant tout  par  b y il  vient  ax-\-bm~bpx  bn  ; transposant  bm 
et  bpXy  on  a ax  — bpx  — bn  — bm,  ou  x (a — bp) — b (n  — m); 
en  divisant  par  a — bp,  il  vient  enfin 

b ( n — m) 


x: 


a — bp 

/n  ' 
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2°.  f- x — 90  -f“  | x-=.  4 x — 82;  transposant,  on  trouve 

+ — • A x 90  —82,  qui  se  réduit  à § x — *x  — 8;  mul- 
tipliant l’équation  par  i5,  on  obtient  i8x  — iox  — 8 X i5, 
ou  8ju  ~ 8 . i5,  et  enfin  a:  = i5. 

3°.  j x -J-  9 = ~ x — 10  donne  9 -f-  10  = i x — ® x , et  multi- 
pliant par  21,  il  vient  19X21  —jx — Sx,  d’où  ^7=^19 . 2 1=399. 

4°.  Enfin  l’équation  — 4° — ^x—Sq — lx  donne 

— ~x-\~^x=  1 00  ; on  multiplie  par  9X4  X5  , ou  180,  et  on 
obtient  4°x  — /fix  4 ~ 252a:  = 180  X 100,  ou  247  a:  — 18000  : 
donc  x~  i| ~ 72,8745* 

106.  Yenons-en  maintenant  à la  principale  difficulté,  qui 
consiste  à poser  le  problème  en  équ.  Pour  cela , on  examinera 
attentivement  l’état  de  la  question  pour  en  bien  comprendre  le 
sens,  et  donnant  au  hasard  une  valeur  à l’inconnue,  on  la  soumet- 
tra à tous  les  calculs  nécessaires  pour  s’assurer  si  elle  y répond 
ou  non.  On  connaîtra  ainsi  la  suite  des  opérations  qu’il  faut 
faire  subir  au  nombre  cherché,  lorsqu’il  est  trouvé,  pour  vérifier 
s’il  convient  en  effet  au  problème.  Enfin,  on  fera,  à l’aide  des 
signes  algébriques , sur  x représentant  l’inconnue  , toutes  ces 
mêmes  opérations  , et  fiéqü.  sera  posée. 

E Soit,  par  ex.,  demandé  quelle  était  la  dette  d’un  homme 
qui,  après  en  avoir  acquitté  la  moitié  une  ire  fois,  le  tiers  une 
2e,  le  12e  une  autre  fois,  se  trouve  ne  plus  devoir  que  63ofr. 

Supposons  que  cet  homme  devait  1200  fr.  ; la  moitié  est  600; 
le  tiers,  4C0‘>  12e,  100  : il  a donc  payé  1 100  fr.;  mais  il  redoit 

encore  63o  fr.  ; donc  il  devait  en  tout  1100  -f-  63o , ou  1 y3o  fr. 
et  non  pas  i20ofr.,  comme  on  l’a  supposé.  Ainsi,  cette  hypo- 
thèse est  fausse  ; mais  il  en  résulte  une  suite  de  calculs  qu’on 
pratiquera  aisément  sur  x,  et  qui  donnera 

i = - + 4+  — + 63o. 

2 o 12 

Le  reste  n’a  plu|  de  difficulté;  en  multipliant  par  12,  on 
a i2x  = 6x-l-4x ~hx~h75S°=  1 î-r-f- 7560; d’où 07=7560 fr.; 
c’est  le  nombre  cherché,  ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer. 

Notre  règle,  pour  poser  un  problème  en  équation,  consiste 
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donc  à faire  subir  à x toutes  les  opérations  gu  on  fera  sur  le 
nombre  cherché , lorsqu  après  lavoir  trouvé , on  voudra  vérifier 
s’il  répond  en  effet  à la  question . 


La  valeur  arbitraire  attribuée  à l’inconnue  ne  sert  qu’à 
mettre  ces  calculs  en  évidence  , et  l’usage  apprend  bientôt  à s’en 
passer.  Voici  divers  autres  problèmes. 

IL  Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  quart  ajoutés  en- 
semble font  63.  Soit  x ce  nombre , pensera  le  tiers,  | x le  quart; 

donc  j x -J-  i x = ~ -j — — = 63  ; cette  équation  se  réduit  à 

o 4 

7X—  1 2.63,  d’où  x = — ——  = jQ.Q  = 108. 

7 * 


Remarquons  que,  pour  obtenir  le  nombre  dont  le  5e  et  le  6* 
ajoutés  forment  22,  il  faut  recommencer  de  nouveau  à poser 

' ^ p 00  00 

i’équ.  ; puis  la  résoudre  ; on  a ainsi  -g — {-  -g-  — 22  , d’où 


11a:  = 3o.  22  et  a: :=  3o . 2 = 60. 


Si  donc  on  veut  résoudre  à la  fois  ces  deux  problèmes,  et 
tous  ceux  qui  n’en  diffèrent  que  par  des  valeurs  numériques  , il 
faut  remplacer  ces  nombres  par  des  signes  a,b}c . . . . propres  à 
représenter  toute  valeur,  puis  résoudre  cette  question  : Quel  est 
le  nombre  qui,  divisé  par  a et  b}  donne  spour  somme  des  quo- 
îiens  ? On  trouve 


x , x abs 

1 T*  — S , Cl  OU  X = v — r. 

a b a-\-b 

Cette  expression  n’est  pas,  à proprement  parler  , la  valeur  de 
l’inconnue  dans  nos  problèmes  ; mais  elle  offre  le  tableau  des 
calculs  qui  les  résolvent.  Cette  Formule  montre  qu’on  a l’incon- 
nue en  multipliant  les  trois  nombres  que  renferme  la  question  , 
et  divisant  ce  produit  abs  par  la  somme  a -f-  b des  deux  divi- 
seurs , ou  plutôt  notre  formule  n’est  qu’une  manière  abrégée 
d’écrire  cet  énoncé.  L’algèbre  n’est  donc  qu’une  langue  destinée 
à exprimer  les  raisonnemens  , et  qu’il  faut  savoir  lire  et  écrire. 

Tel  est  l’avantage  qu’offre  cette  formule , que  l’algébriste 
le  plus  expert  et  l’arithméticien  le  moins  intelligent  peuvent 
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maintenant  résoudre  l’un  et  l’autre  le  problème.  Mais  ce  der- 
nier n’y  parviendra  qu’en  s’abandonnant  à une  routine  aveugle; 
d’ailleurs  les  diverses  questions  exigent  des  formules  différentes, 
et  l’algébriste  a seul  le  secret  de  les  obtenir.  On  voit  par  là 
pourquoi  quelques  personnes  calculent  souvent  avec  une  facilité 
surprenante  sans  comprendre  ce  qu’elles  font,  quoiqu’elles 
sachent  trouver  exactement  les  résultats. 

III.  La  somme  des  âges  de  deux  frères  est  by  ans , 
l’aîné  a 7 ans  de  plus  que  l’autre  : on  demande  l’âge  de  cha- 
cun. Soit  x l’âge  du  plus  jeune,  x -f-  7 est  celui  de  l’aîné;  il 
faut  donc  que  x ajouté  à x H-  7 donne  Sy  ; d’où  2x  -f-  7 = 67 
et  x — 2 5 ; le  plus  jeune  a 25  ans , l’aîné  3 2 ans. 

En  examinant  l’énoncé  de  cette  question,  il  sera  facile  de  re- 
connaître qu’il  renferme  des  circonstances  inutiles  : elle  se  réduit 
visiblement  à la  recherche  de  deux  nombres  dont  la  somme 
est  57  et  la  différence  7.  En  général  , il  convient  de  dépouiller 
les  questions  de  tout  appareil  étranger,  qui  ne  peut  qu’obscurcir 
les  idées  , et  faire  perdre  la  liaison  des  quantités.  C’est  un  tact 
particulier  qu’on  doit  à l’exercice  : ni  maîtres,  ni  livres,  ne 
peuvent  donner  la  sagacité  nécessaire  pour  démêler,  dans 
l’énoncé,  ce  qui  est  indispensable  ou  inutile. 

Pour  généraliser  le  problème  précédent,  cherchons  les  deux 
nombres  qui  ont  s pour  somme  et  d pour  différence.  Soit  x le 
plus  petit;  x-j-  d est  le  plus  grand  ; donc  ajoutant,  x-{-(x-\-d)—s  ; 
d’où  2 x=  s — d , et  xz=z±  (s—  d).  C’est  le  plus  petit  des 
nombres  cherchés;  le  plus  grand  est  x -f-  J,  ou 
£ (5  — d)-\-d~^  (s  ~\-d).  Donc 

x zzz  — ( s — d)  , x —J - d zzz  ~ f 5 -f-  d ) 

sont  les  nombres,  qui  répondent  à la  question  : On  prendra  la 
moitié  de  la  somme  et  la  moitié  de  la  différence  données  ; on 
aura  le  plus  grand  , en  ajoutant  ces  deux  moitiés  ; et  le  plus 
petit  en  les  retranchant  l’une  de  ï autre. 

Une  maison  composée  de  deux  étages  a i5  mètres  de  haut  ; 
le  1er  est  plus  élevé  que  le  2e  de  1 mètre  : on  demande  la  hau- 
teur de  chaque  etage  ■ 7 ~ et  f sont  les  moitiés  des  nombres  don- 
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nés  : ainsi  7 1 + 1 , ou  8 mètres,  est  la  hauteur  du  iar  étage; 
?!  — i>  ou 7 mètres,  est  celle  du  2e. 

IV.  Partager  un  nombre  a en  deux  parties  qui  soient  entre 
elles  comme  m est  à n?  x étant  l’une  des  parties,  pour  avoir 


l'autre,  on  pose  la  proportion  m \ n x l la  somme  de 

m 


ma 


ces  parties  étant  a , on  a x -f-  • — - = a ; d’où  x =r 

m 

y -- 

Pour  partager  a en  trois  parties  qui  soient  entre  elles 

X'  rj  x2 

::  m : n : p } X étant  l’une,  — et  — > seront  les  deux  autres  : 


-,  nx  px  ma 

cionc  x -f-  = a.  d ou  x — — — 

IR  TR  JR  —j—  r — p.  p 

règle  de  société  , n°  79). 


( voyez  la 


Y.  Un  père  a 4o  ans,  son  fils  en  a 12;  on  demande  dans  quel 
temps  le  père  aura  le  triple  de  l’âge  du  fils.  Dans  x années , le 
père  aura  40  -f-  x ans,  et  le  fils  12  -f-  x}  or,  40  -j-  x doit  être 
le  triple  de  12  -f-  x;  ainsi, 

40  4-  x = 36  + 5x , d’où  x = 2. 

YI.  Plusieurs  associés,  que  je  nommerai  A3  B , C....,  font  un 
bénéfice;  et  conformément  à leurs  conventions,  A prend  sur  la 
masse  commune  10  louis  , et  le  6e  du  reste;  B prend  à son  tour 
20  louis,  et  le  6e  du  reste  ; C en  prend  3o,  et  le  66  du  reste.... , 
ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier,  qui  prend  ce  qui  reste.  Le  partage 
fait,  chacun  a une  somme  égale;  on  demande  la  masse,  le 
nombre  des  associés , et  la  part  de  chacun. 

Quoiqu’il  y ait  ici  trois  inconnues,  un  peu  d’attention  fait  re- 
connaître que  si  la  masse  x était  trouvée,  en  effectuant  le  par- 
tage, on  aurait  bientôt  les  deux  autres;  ainsi,  le  problème  peut 
être  traité  comme  s’il  n’y  avait  qu’une  inconnue  x. 


IJuisque  A prend  10  louis,  il  reste  x — io,  dont  le  6e  est 


sa  part  est  donc  10  -f* 


10  x -f->  bo 

, OU  7. . 


B prend  20  ; le  reste  est  x 


x -f-  5o 


— 20: 


■170 


, dont 


* 1 . 


10 
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le  6e  est 


5r  — 170  , -,  _ l . , 5a: — 170 

; la  part  de  b est  donc  20  -f-  ■ ■■  ou 


36 


36 


5x  -j-  55o 
■“~36"“ 


. Puisque  ces  deux  parts  doivent  être  égales , on  a 


x + 50  _ 5j  + 55o  ou  6x  + 3oo  _ 5x  + 55o  ^ d,où  3,_  25o_ 

6 00 

La  masse  étant  formée  de  2 5o  louis,  la  part  de  chacun  est 

x 4-5o  - . r r . r 

— — ou  5o  ; divisant  25o  par  5o,  on  trouve  5 pour  le  nombre 

6 

des  associés. 


VIL  Avec  un  nombre  a de  cartes , on  forme  b tas , composés 
chacun  de  c points  : la  ire  des  cartes  de  chaque  tas  est  comptée 
pour  1 1 points,  si  elle  est  un  as,  10  si  elle  est  une  figure  ou  un 

dix , etc.  Les  autres  cartes  du  même  tas  ne  valent  qu’un 

point.  Ces  tas  formés,  on  vous  remet  d cartes  qui  restent,  et  on 
demande  la  somme  x des  points  formés  par  les  seules  cartes  qui 
commencent  chacun  des  tas. 


Le  nombre  des  points  de  chaque  tas , multiplié  par  celui  des 
tas,  ou  bc , est  le  nombre  total  des  points  : si  de  ce  nombre 
on  retranche  les  cartes  qui  ne  comptent  que  pour  un  point,  le 
reste  sera  — a:.  Or,  le  nombre  de  ces  cartes  est  a — d — le 
nombre  b des  cartes  qui  comptent  pour  plus  d’un  point.  Ainsi, 
X 7=zbc — (a  — d — b)  ou  x — b (c  -j-  1)  -j-  d — a. 

Si  on  a 32  cartes,  qu’on  fasse  trois  tas  de  12  points,  on  aura 
x = d -f*  7. 


VIII.  Lorsqu’on  a obtenu  une  formule  qui  exprime  en  lettres 
l’inconnue  d’un  problème,  en  regardant  celle-ci  comme  donnée, 
et  l’une  des  données  comme  inconnue,  il  suffit  de  résoudre  la 
même  équ.  par  rapport  à cette  dernière , pour  obtenir  la  solu- 
tion du  nouveau  problème  auquel  ce  changement  d’inconnue 
donne  lieu.  En  général , dans  toute  équation  , on  peut  prendre 
pour  inconnue  celle  quon  veut  des  lettres  qui  y entrent.  Il  n’est 
donc  plus  nécessaire  de  distinguer  les  élémens  d’un  problème  en 
données  et  inconnues  : on  exprime  par  une  équ.  la  relation  de 
ces  diverses  quantités , et  on  regarde  ensuite  comme  inconnue 
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celle  de  ces  lettres  qu’on  juge  à propos.  Cette  remarque  tend 
à faciliter  la  résolution  des  problèmes  où  l’inconnue  est  engagée 
d’une  manière  embarrassante.  'Voici  un  ex.  assez  compliqué  où 
ces  considérations  peuvent  s’appliquer. 

La  Mécanique  enseigne  que  les  temps  des  oscillations  de  deux 
pendules  sont  comme  les  racines  carrées  de  leurs  longueurs  , 
comptées  du  point  de  suspension  au  centre  d’oscillation  , ou 
t t'  \\  \/l  \ \/l'-}  connaissant  trois  de  ces  quantités,  on  tire  la 
4e  de  l’équ.  Mais  un  pendule  fait  d’autant  plus  de 

vibrations  qu’il  va  plus  vite;  les  nombres  n et  ri  d’oscillations 
faites  dans  la  même  durée,  sont  donc  en  raison  inverse  des 
temps  de  chacune  , t\  tf  \\ri  \ n ; donc 

n : n : : \/i:  {//',  ri  \/v  = n s/i. 

n et  ri  sont  les  nombres  de  vibrations  que  les  deux  pendules 
accomplissent  dans  le  même  temps , quel  qu’il  soit.  Or,  l'expé- 
rience apprend  qu’à  Paris,  dans  le  vide,  le  pendule  à secondes 
(celui  qui  bat  6 o coups  par  minute,  ou  86400  coups  par  24  heures 
moyennes),  a pour  longueur 

L — 0,9938269™^%  L = 1 ,9973107 
ou  L = 36,7i3276p°uc^,  Z ==  1,564823a. 

Il  est  donc  bien  facile  d’évaluer  la  quotité  ri  d’oscillations 
faites  dans  un  temps  donne  par  un  pendule  connu,  ou  récipro- 
quement de  trouver  la  longueur  V d’un  pendule  , connaissant  le 
nombre  ri  de  ses  vibrations  dans  une  durée  déterminée.  Car,  Je 
2e  membre  de  notre  équ.  est  connu,  et  il  ne  s’agit  que  de  trouver 
l’un  des  nombres  V ou  ri.  Le  calcul  des  log.  facilite  l’opération. 

Par  ex.,  quelle  est  la  longueur  d’un  pen- 
dule qui  bat  100000  oscillations  en  24*  ? log  n = 4, $365 1 3? 
on  a l’équ.  1!  ==  où  n = 86400,  double  = 9>  8730274 

ri  — 100000  ; le  calcul  ci-contre  donne  i°S  ^ 1>997^J°7 

en  mètres;  c’est  la  longueur  du  pendule  

qui  bat  les  secondes,  quand  on  divise  le  log  V ~ 1 ,8703381 
jour  en  ioh}  l’heure  en^  îoo',  la  minute  ï = om, 741887$ 
en  1 oow. 


ïo.  . 
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IX.  A et  B se  sont  mis  au  jeu  chacun  avec  une  somme  égale*: 
la  perte  de  A est  12  fr.  ; celle  de  B ’Sj  fi\  • par  là,  B n’a  plus 
que  le  quart  de  ce  qui  reste  à A.  Combien  chacun  avait-il  avant 
le  jeu  ? Réponse , 72  fr. 

X.  Si  l’on  doublait  le  nombre  de  mes  écus,  dit  un  homme, 
j’en  donnerais  3;  on  accomplit  ce  souhait  trois  fois  consécutives , 
et  il  ne  lui  reste  rien  : combien  cet  homme  avait-il  decus? 
Réponse  , 2 et  §. 

XI.  Quel  est  le  nombre  qui,  divisé  par  a et  b ) donne  deux 
quotiens  qui  ont  d pour  différence  ? On  trouve  x — 


XII.  Trouver  un  nombre  dont  le  produit  de  ses  m parties 
égales  soit  le  même  que  celui  de  ses  m- f-  1 parties  égales  (le 
produit  des  3 tiers  égal,  par  ex.,  à celui  des  4 quarts).  On  a 

oc  = . 

mn 

XIII.  Un  chasseur  promet  à un  autre  de  lui  donner  h fr. 
toutes  les  fois  qu’il  manquera  une  pièce  de  gibier,  pourvu  que 
celui-ci  donne  c fr.  chaque  fois  qu’il  l’atteindra.  Après  n coups 
de  fusil , ou  les  deux  chasseurs  ne  se  doivent  rien , ou  le  premier 
doit  d au  second , ou  le  contraire  a lieu  : on  demande  une  for- 
mule propre  à ces  trois  cas,  et  qui  fasse  connaître  le  nombre  x 
de  coups  manqués.  Le  gain  est  c fois  le  nombre  n — xdes  coups 
peureux  3 la  perte  est  b fois  x *,  d’où  bx  — c (11  — x~)  = zh.  d. 


On  trouve  x =2  —7 — , d est  nul  dans  le  ier  cas  : on  prend  le 

b -f-  c r 

signe  supérieur  dans  le  2e,  et  l’inférieur  dans  le  3e. 

XIV.  Une  fontaine  emplit  un  réservoir  en  un  nombred’heures 
désigné  par  h \ une  autre  peut  le  remplir» en  h'  heures*,  on  de- 
mande combien  elles  mettraient  de  temps  en  coulant  ensemble? 


hh' 


Réponse,  x r=  On  résoudra  facilement  le  problème  pour 

plus  de  deux  fontaines  , même  en  admettant  que  1 e réservoir  se 
vide.  ( Foy.  VI,  p.  98.  ) 
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Remarques  sur  les  Équations  du  premier  degré . 


1 07.  Les  Formules  algébriques  ne"  peuvent  offrir  d’idée  nette 
â l’esprit  qu’autant  qu’elles  représentent  une  suite  de  calculs 
numériques  dont  l’exécution  est  possible.  Ainsi,  la  quantité 
isolée  b — a 11e  peut  signifier  qu’une  chose  absurde  lorsque 
ci  est  > b.  Il  convient  donc  de  reprendre  les  calculs  précédens , 
parce  qu’ils  offrent  quelquefois  cette  difficulté. 

Toute  équation  du  icr  degré  peut  être  ramenée  à avoir  se$ 
signes  tous  positifs  telle  que  (*) 

ax  -f - b~  ex  d ( 1 ) . 


Retranchons  cx-\-b  de  part  et  d’autre,  il  viendra  ax — xx=.d — b> 

d-b  (O 


d’ 


OU 


X 


a- 


Cela  posé,  il  se  présente  trois  cas  : i°.  ou  dy>  b et a^>c; 
2°.  ou  l’une  de  ces  conditions  a seule  lieu  ; 3°.  ou  enfin  b d et 
c^>  a.  Dans  le  ier  cas,  la  valeur  (2)  résout  le  problème;  dans 
les  deux  derniers,  on  ne  sait  plus  quel  sens  on  doit  attacher  à 
la  valeur  de  x , et  c’est  ce  qu’il  faut  examiner. 


Dans  le  2e  cas  , l’une  des  soustractions  d — b , a — c , est  im- 
possible : soit  par  exemple,  b d et  a c ; il  est  clair  que  la 
proposée  (1)  est  absurde,  puisque  les  deux  termes  ax  et  b du 
ier  membre  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  ex  et  d 
du  second.  Ainsi,  lorsque  cette  difficulté  se  présentera,  on  sera 
assuré  que  le  problème  est  absurde,  puisque  l’équ.  n’en  est 
que  la  traduction  fidèle  en  langage  algébrique. 

Le  troisième  cas  a lieu  lorsque  b^>d  et  c^>ez;  alors  on  a 
deux  soustractions  impossibles  : mais  nous  avons  Ôté  ex  ~f-  b 
des  deux  membres  de  l’équation  (1),  afin  de  la  résoudre,  ce  qui 
était  manifestement  impossible,  puisque  chacun  est  <”  ex  b. 


(*)  On  changera  les  termes  négatifs  de  membre,  ce  qui  sera  toujours  pos- 
sible , puisque  rien  n’empêche  d’ajouter  aux  deux  membres  une  même  quan- 
tité'. On  ne  pourrait  pas  la  soustraire  dans  tous  les  cas,  puisqu’il  faudrait  que 
les  deux  membres  fussent  pKis  grands  que  cette  quantité  soustractive. 
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Ce  calcul  étant  vicieux ,. nous  ôterons  ax-j-  d de  part  et  d’autre, 
et  il  viendra  b — d~cx  — ax , d’où 


b — d 


x = 


* a 


(5). 


Cette  valeur  comparée  à (2)  n’en  diffère  que  parce  que  les  signes 
sont  changés  haut  et  bas;  elle  ne  présente  plus  d’obscurité.  On 
voit  donc  que  lorsque  ce  5 e cas  se  rencontre,  il  annonce  qu’au 
lieu  de  passer  tous  les  termes  inconnus  dans  le  Ier  membre,  il 
aurait  fallu  les  mettre  dans  le  2e  : et  il  n’est  pas  nécessaire , pour 
rectifier  cette  erreur,  de  recommencer  les  calculs;  il  suffit  de 
changer  les  signes  haut  et  bas. 

Un  des  principaux  avantages  qu’on  se  propose  en  Algèbre, 
est  d’obtenir  des  formules  propres  à tous  les  cas  d’une  même 
question  , quels  que  soient  les  nombres  qu’elle  renferme  (p.  1^3 
et  146).  Or,  nous  remplirons  ici  ce  but  en  convenant  de  pra- 
tiquer sur  les  quantités  négatives  isolées , les  mêmes  calculs 
que  si  elles  étaient  accompagnées  d'autres  grandeurs . Par  ex. , 
si  l’on  avait  m -j-  d — b et  b d , on  écrirait  m — ( b — d)  ; 
lorsque  m n’existera  pas  , nous  convenons  d’écrire  encore 
d — b zzz  — (h  — d) } lorsque  b sera  4>  d. 


b—d 


La  valeur  de  x , dans  le  2e  cas , devient  x = — - — - , et  nous 

a — c 

dirons  que  toute  solution  négative  dénote  une  absurdité. 

Pareillement , pour  diviser  — -f-  3<22ùa  -f-  etc.  , par 

— ci1  -f-  ù2  -f~  etc. , on  divisera  d’abord  — ad  par  — a2,  et  on 
sait  (n°  98)  que  le  quotient  ad  a le  signe  -f-.  Nous  en  dirons 
autant  de  ces  quantités  isolées  — cd,  —-a2;  de  sorte  que  dans 

- (b  — d) 


le  3e  cas,  la  valeur  de  x aura  la  forme 


— (c  — a) 


, qui  se  re- 


b d 

duit  à -,  comme  elle  doit  être  (3). 

c — a 

108.  Cette  convention,  qui  n’entraîne  aucun  inconvénient, 
réunit  donc  tous  les  cas  dans  la  formule  (2).  Mais  on  ne  doit 

- m 


pas  oublier  que  les  quantités  négatives  isolées  — k} 


ne 
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sont  que  des  êtres  de  convention,  des  Symboles , qui  n’ont  au- 
cune existence  par  eux-mêmes;  et  qu’on  ne  les  emploie  comme 
s’ils  en  avaient  une  , que  parce  qu’on  est  assuré  de  remplir  un 
but  important,  sans  qu’il  en  puisse  résulter  d’inconvénient.  En 
effet,  de  deux  choses  l’une  : ou  le  résultat  aura  le  signe  — , et 
on  en  conclura  que  le  problème  est  absurde,  le  signe  — n’étant 
qu’un  symbole  qui  annonce  cette  absurdité;  ou  le  résultat  aura 
le  signe  -f~ , et  il  est  prouvé  qu’alors  il  est  ce  qu’il  doit  être , 
quoique  provenu  de  la  division  de  deux  quantités  négatives. 
Concluons  de  là  que  : 

i°.  On  a le  droit  de  changer  tous  les  signes  d'une  équation  > 
et  de  la  multiplier  par  une  quantité  négative.  En  effet,  si  on 
est  dans  le  1er  de  nos  trois  cas,  l’équation  deviendra,  il  est 
vrai,  absurde  d’exacte  qu’elle  était;  mais  la  division  des  quan- 
tités négatives  rétablira  les  choses  dans  leur  état  primitif.  Dans 
le  2e  cas,  l’absurdité  du  problème  sera  encore  manifestée  par 
une  valeur  négative;  et  enfin,  s’il  s’agit  du  troisième,  le  change- 
ment de  signes  aura  rectifié  le  vice  du  calcul. 

2°.  Lorsque  l’équation  sera  absurde,  on  pourra  encore  tirer 
parti  de  la  solution  négative  obtenue  dans  le  2e  cas;  car,  met- 
tant— xpour  x , l’équ.  proposée  devient  — ax-\-b  — — cx-\-d, 

d’où  x — -,  valeur  égale  à (2) , mais  positive.  Si  donc 

Cl-  " (y 

on  modifie  la  question  de  manière  que  cette  équ.  lui  convienne, 
ce  2e  problème,  qui  aura  avec  le  ier  une  ressemblance  marquée, 
ne  sera  pas  absurde,  et  au  signe  près,  il  aura  même  solution. 

Présentons,  par  ex. , le  problème  V comme  il  suit  : un  père 
a 40  ans , son  fils  en  a 12,  dans  combien  d'années  l’âge  du  fils 
sera-t-il  le  quart  de  celui  du  père  ? On  a 4°  + x ==  4 (12  -f-  x') , 
d’où  x — — |;  ainsi,  ce  problème  est  absurde.  Mais  si  on  met 
- — x pour  a:,  l’équ . devient  4°~~x~4  (12 — "&)>  et  les  con- 
ditions qui  y correspondent  changent  le  problème  en  celui-ci  : 
un  père  a 40  ans,  son  fils  en  a 12,  combien  d’années  se  sont 
écoulées  depuis  l’époque  où  l’âge  du  fils  était  le  quart  de  celui 
du  père?  On  a x = f = 2 J. 
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Quel  est  le  nombre  x qui,  divisé  par  a,  donne  s pour  somme 
du  dividende  x,  du  diviseur  ci}  et  du  quotient? 

n , . x , « (s  — à)-  . . 

On  a a -4-  x 4-  - = d ou  x — - . Or,  si  aj>s,x  est 

a a -f-  i 

négatif,  et  la  question  est  absurde  ; ce  qui  était  d’ailleurs  vis  ible 
d’avance  : par  ex.,  a~  11,5  = 5,  donnent  x = — 5^.  Met- 
tant — x pour  x y on  trouve  11  — x — ~ x “ 5 *,  de  sorte  que 
x s:  5 £ est  le  nombre  qui , joint  au  quotient  de  5 \ divisé  par  1 1 , 
et  retranché  de  1 1,  donne  5 pour  reste,  Sous  cet  énoncé,  le  pro- 
blème a cessé  d’être  absurde. 

Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  cinquième  ajoutés,  di- 
minués de  7,  donnent  ce  même  nombre?  On  a ^ x — q — x ; 
d’où  x — — i5.  La  question  est  absurde;  mais  remplaçant  x 
par  — x (ou  plutôt  — 7 par  -f-  7),  on  verra  que  i5  est  le 
nombre  dont  le  tiers  et  le  cinquième  ajoutés  à 7,  forment  i5. 

103.  L’équation  (2)  présente  encore  deux  singularités.  Si 

^ ; mais  la  proposée  devient  alors 


a 


cy  on  a x 


o 


ax  + b = ax  -f-  d y ou  b~d\  ainsi,  tant  que  b est  différent 
àe  d , le  problème  est  absurde,  et  n’est  plus  de  nature  à être 

modifié  comme  ci-dessus.  En  faisant  décroître  n , la  fraction  — 

n 

augmente  ; pour  n~\y  -—g , — 1 '0-0- , les  résultats  sont  2 , 100,  1000 
fois  plus  grands.  La  limite  est  X infini  qui  répond  à n~  o;  on 
voit  donc  que  le  problème  est  absurde  quand  la  solution  est 
infinie ; ce  qu’on  désigne  par  le  signe  x — oo. 

Mais  si  a — c et  b ~ dy  alors  x — £;  et  la  proposée  devient 
ax  -\~b~ax-\-b'y  les  deux  membres  sont  égaux  quel  que  soit  x, 
qui  est  absolument  arbitraire.  Ainsi,  le  problème  est  indéter- 
miné y ou  reçoit  une  infinité  de  solutions , lorsqu'on  trouve 
x = £ dans  l’équ.  (1).  Voy.  n°  114. 

Premier  Degré  h plusieurs  inconnues. 

1 10.  Lorsqu’on  a un  nombre  égal  d’inconnues  et  d’équations , 
pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  inconnues,  on  peut  opérer  de 
trois  manières. 
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T.  On  tirera  de  chaque  équation  la  valeur  d’une  inconnue 
comme  si  le  reste  était  connu;  on  égalera  ces  valeurs  deux  à 
deux,  et  on  formera  ainsi  autant  d’équ,  moins  une,  qu’on  en 
avait  d’abord  ; en  répétant  ce  calcul , on  Éliminera  chaque  fois 
une  inconnue;  puis,  lorsqu’on  aura  obtenu  la  valeur  de  la  der- 
nière, on  remontera  de  proche  en  proche  pour  avoir  celles  des 
autres. 


Ainsi,  pour  5m — by~i}  jy — 4r  — *3,  on  tirera 

de  la  irè x ~ 1 y 

b 


et  de  la  2e.  ...  x = 


7 V— 13 

* '-s  • 

4 ’ 


égalant  ces  valeurs,  on  a 


3y  -f-  i y y — 1 3 , 


, équation  qui  ne 


renferme  plus  qu’une  inconnue  y , et  d’où  l’on  tire  îay  -f-  4 
35 y — 65  ; puis , 35y  — i zy  — 65  + 4 > ou  Q3y  — % ? en^n  ? 
y = 3 : remontant  à la  première  des  valeurs  de  m,  il  vient 


3.3  -f- 1 

m~  — = 2. 

b 

Pareillement  2x-{-by — 3z  ^=3, 

3m  — 4y  Hb  z — * — 2 , 

5m  — - jy  ~j-2Z~g, 

-,  2m  -4-  5 y — 3 . q -f-  y — - 5m 

donnent  z — — — — ~4v  — ox  — 2 = - •. 

3 J 2 

Égalant  la  2e  à la  ire  et  à la  3e,  puis  chassant  les  dénomina- 
teurs (io5, 1.)  , on  trouve  ■ 

1 2y  — gx  — * 6 — 2 r -f-  5y  — 3, 

8y  — 6m  — 4 — 9 “f*  jy  — 5m , 

ou  yy  — i im  — 3 , yy  — x ~ 1 3 ; 

on  en  tire  y y — 3 -{-  nm  = 13-4-35  d’où  m = î ; et  remontant 
aux  valeurs  de  y et  z ci-dessus , on  trouve  enfin 


3 -f-  1 1 


x.  Z 


2 -f-  2 . 5 — 3 
" 3 
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II.  La  méthode  des  Substitutions  consiste  à tirer  comme  ci- 
dessus  la  valeur  de  l’une  des  inconnues;  puis  à la  substituer 
dans  les  autres  équ.  ; ce  qui  donne  une  équ.  et  une  inconnue  de 
moins  ; et  on  réitère  le  même  procédé. 

Soient  3x  + Qy  = 12,  2z-f-y  — 5,  x -j-jf  -f*  3z  = 8 ; la 
2e  donne  y — 5 — 2z\  en  substituant  dans  les  deux  autres, 
elles  deviennent  3x  — /yz  — x 4~  z = 3. 

Celle-ci  donne  xz=3 — z,  ce  qui  change  la  précédente  en 
9 — 3z* — 4Z~  d’où  z=  î,  et  par  suite,  x = 3 — z = 2, 
y — 5 — 2z  — 3. 

III.  Le  ier  procédé,  quoique  plus  simple  que  les  autres,  est 
rarement  employé  à cause  de  sa  longueur  : le  2e  ne  sert  guère 
que  quand  toutes  les  inconnues  n’entrent  pas  dans  les  é^u.; 
venons  maintenant  à celui  qui  est  le  plus  usité.  Prenons 

ax  -by  — c 3 a x -f-  b' y = c' C^)* 


Supposons  que  a et  a!  soient  égaux,  en  soustrayant  Lune  de 
ces  équ.  de  l’autre,  x disparaîtra;  si  a et  a étaient  de  signes 
contraires,  il  faudrait  ajouter  les  équ.  Mais  lorsque  a et  a ne 
sont  pas  égaux,  on  multipliera  la  ire  par  a , la  2e  par  ay  et 
notre  condition  sera  remplie  , puisque  aa  sera  le  coefficient 
commun  dex  (*).  On  obtiendra  donc,  en  retranchant. 


ciby  — ab'y  — ac  — acy 


a'  c — ac 
a b — ab'‘ 


On  pourrait  trouver  x,  en  substituant  cette  valeur  dans  l’une 
des  proposées,  mais  il  est  plus  court  d’éliminer  y à s'on  tour, 
par  la  même  voie.  Ainsi 


c b — cb'  cl  c — ac 

a b — ab' 1 ^ a!  b — ab'  ’ 


(*)  Si  a et  a ' ont  un  facteur  commun , il  ne  faut  prendre  pour  multiplica- 
teurs respectifs  que  les  facteurs  non  communs  à a et  à a',  comme  pour  la 
réduction  au  même  dénominateur  (n°  3S , i°.  et  2°.  ), 
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111.  En  traitant  de  la  même  manière  les  équations 

a x b y c z — d 1 

cl  x -f-  b' y -f-  c z = cV  i (C)  y 

av'x  -f-  b" y c'z  = d" ....  j 

qui  sont  les  plus  générales  à trois  inconnues  , On  trouverait  les 
valeurs  de  x,y,  et  z.  Mais  ce  calcul  ne  permettrait  pas  de 
découvrir  la  loi  des  résultats  sans  recourir  à l’induction;  c’est 
pourquoi  nous  le  présenterons  d’une  manière  un  peu  diffé- 
rente. Multipl  ions  la  ire  par  kY  la  2e  par  //,  et  de  la  somme 
de  ces  produits  retranchons  la  3e;  il  viendra 

(ka  k'a  — ci"')  x -f*  (Jib  -f-  k'b'  — b")y 

-h  ( kc  -f-  k'c  — c")  z ==  kd  + k'd'  — d". 

Les  nombres  k et  h!  étant  arbitraires , on  peut  leur  attribuer 
des  valeurs  propres  à chasser  deux  inconnues,^  et  zy  par  ex. 
On  posera  pour  cela  les  éq. 

kb  + k'b'=zb\  kc  k'c'  = c" (JD)  y 

qui  serviront  à faire  connaître  k et  h'  ; et  on  aura  / 


kd  -f  kfd'  — æ 

x — ka  + k'â1  — a" 


Il  faut  ensuite  déterminer  k et  k'}  et  en  substituer  ici  les  valeurs  ; 
mais  on  peut  abréger  beaucoup  ce  calcul.  En  effet,  le  numé- 
rateur de  x se  déduit  du  dénominateur,  en  changeant  a,  a\  a ' 
en  dy  d' y d"  ; et  comme  k et  k'  sont  indépendans  de  ces  quan- 
tités , la  même  chose  aura  lieu  également  après  la  substitution 
des  valeurs  de  k et  k". 


Il  s’agit  donc  d’évaluer  le  dénominateur,  puisque  le  numé- 
rateur s’en  déduit  en  changeant  simplement  a en  d ; le§ 

formules  B appliquées  aux  équ.  D donnent 


zy  ff 
b c 


cb'  — 


k' 


cb"  — bc" 


d’où  ka  -J-  k'a'  — - a" 


bc'  > cb'  — bc'  ’ 

a(b'c"  — c'b")  -f-  a'(cb"  — bc") 
" cb'  — bc' 


a ", 


\ 
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On  réduira  au  meme  dénominateur,  qu’on  supprimera  comme 
étant  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  E , et  on  aura 
pour  le  dénominateur  cherché 

K = a ( b'c " — c'b")  + a'  {cba  — bcn)  + a"  (bd  — cb'). 

En  faisant  attention  à la  manière  dont  il  faut  exécuter  ces 
multiplications  f on  observera  que  le  calcul  se  réduit  à l’opé- 
ration suivante.  On  prendra  la  différence  bc  — cb , entre  les 
deux  arrangemens  des  lettres  b et  c ; puis  on  introduira  la 
lettre  a à toutes  les  places,  en  commençant  par  la  ire  à gauche, 
et  changeant  de  signe  chaque  fois  qiie  a changera  de  place; 
bc  engendrera  abc  s — bac  et  + bca  ; — cb  donnera  — acb  , 
H-  cab  et  — cba . On  aura  donc  abc  — bac-\-bca  — acb  -f-  cab 
— cba.  Enfin,  on  marquera  d’un  trait  la  2e  lettre  de  chaque 
terme  , et  de  deux  la  dernière,  et  on  aura  le  dénominateur  K. 

K ==  ab'c"  — ba'c"  -f-  bd  a"  — ac'b"  + ca'b"  — cb'a\. 

Pour  trouver  y,  il  faudrait  égaler  pareillement  à zéro  les 
coefliciens  de  x et  z dans  l’équation  ci-dessus  ; mais  la  symé- 
trie des  calculs  prouve  qu’il  suffit  de  changer  b en  a}  et  réci- 
proquement dans  la  valeur  de  x.  On  changerait  c en  a pour 
la  valeur  de  z.  Concluons  de  là  que,  i°.  le  dénominateur 
des  valeurs  de  x , y et  z est  le  même  ; 2°.  le  numérateur  de 
chacune  se  déduit  du  dénominateur  , en  changeant  les  coejji - 
ciens  de  l’inconnue  en  les  termes  connus.  Ainsi 


db'c"  - 

- bd'c" 

H-  bdd" 

— 

ddb” 

-f- 

cd'bu  - 

- cb'd” 

— — 

ad'  c"  — 

- dd  c" 

+ de' a" 

K 

ae'd" 

4- 

cad"  - 

— cd'a" 

y— 

K 

ab'd"  — 

- ba'd1' 

-f-  bd’ a!’ 

— 

ad' b" 

-h 

da'b"  - 

- db'a" 

«w  — 

K 

La  loi  que  nous  avons  démontrée  suit  de  la  nature  même  du 
calcul;  en  sorte  que  si  l’on  a quatre  inconnues  et  quatre  équ. 

ax  -f*  hy  cz  dt  ~ — f , a x -f-  b' y -f-  c z -f-  d't  —j\  etc. , 

il  subira  de  chercher  le  dénominateur  commun,  et  on  en  dt» 


i 
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duira  chaque  numérateur;  de  plus,  ce  dénominateur 
suivant  la  meme  loi. 


sera  formé 


On  prend  donc  les  six  arrangemens  des  lettres  abc  qui  servent 
de  dénominateur  ci-dessus  (en  supprimant  les  accens),  ou 
abc  — bac  -f-  bca  — etc.  : on  fait  occuper  à la  lettre  d , dans 
chacun  de  ces  termes,  toutes  les  places,  à commencer  par  la 
i^e  à gauche  ; puis  on  change  de  signe  chaque  fois  que  d passe 
d une  place  à la  suivante  ; enfin  on  marque  d’un  trait  la  2® 
lettre,  la  5 e de  deux,  et  ia  dernière  de  trois  : le  dénomina- 
teur commun  est 


Ja'bV"—ad'b"c"'+ab'dVv~ab'c'fdw~dbW"+bœ 

( ^ °y.  Laplace,  Acad,  des  Sciences,  1772,  2e  partie  ). 
Voici  quelques  problèmes. 

I.  Une  personne  a des  jetons  dans  ses  mains  ; si  elle  en 
porte  un  de  la  droite  dans  la  gauche  , il  y en  aura  un  nombre 


égal  dans  chacune;  mais,  si  elle  en  passe  deux  de  la  gauche 
dans  la  droite  > celle-ci  en  contiendra  le  double  de  l’autre  : on 
demande  combien  chaque  main  en  contient.  On  trouve 


x 1 — y+  1 et  oc-+~2z=Q(y  — 2 ) ; d’où  xz=io  et  y = 8. 

II.  On  a acheté  trois  bijoux  dont  on  demande  les  prix;  on 
sait  que  celui  du  ier,  plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres  , 
fait  25  louis  ; le  prix  du  2e,  plus  le  tiers  du  prix  du  ier  et  du 
3e,  fait  2S  louis;  enfin  le  prix  du  3e,  plus  1a  moitié  du  prix 
des  deux  autres,  fait  23  louis.  On  a 

*+ï.y-Kz  = a5,  y + ioc  + ^zz=Qe)  z + hæ+hy~29t 
d’où  l’on  tire  x = 8 , y = 1 8 , z = 1 6. 

III.  A , B et  C ont  un  certain  nombre  d’écus  * A distri- 
buant des  siens  à B et  C,  leur  en  donne  autant  qu'ils*  en  avaient 
déjà;  B double  à son  tour  ceux  qui  restent  à A et  ceux  que 
C a entre  les  mains;  enfin,  C distribuant  à A et  B , double 
pareillement  les  nombres  qu’ils  se  trouvent  avoir;  tout  cela  fait, 
chacun  en  a 16;  on  demande  combien  ils  en  avaient  d’abord! 
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xy  y et  z désignant  les  nombres  d’écus  respectifs  de  A > B 
et  Cy  ayant  ces  distributions;  on  a 

x — y — z = 4>  Zy  — x~  z = 8 , jz  — x — y — 1 6 , 
d’où  l’on  tire  o;  = 26,  y = 14,  2.-8. 

112.  Il  arrive  quelquefois  qu’une  équation  ne  peut  exister  a> 
moins  qu’elle  ne  se  partage  en  deux  autres;  ainsi  x2-} -y/2  — o , 
suppose  x~  o et  y~  o , puisque  deux  carrés  étant  positifs, 
l’un  ne  peut  détruire  l’autre,  et  rendre  la  somme  nulle.  De 
même  (x— - i)2-f-(y — 2)2  = o,  donne  a;—  î et  y z=z  2 ; et 
quoiqu’il  n’y  ait  qu’une  seule  équ. , c’est  comme  s’il  y en  avait 
deux.  Il  en  faut  dire  autant  de  la  question  suivante  qui  n’a 
qu’une  seule  condition.  Trouver  deux  nombres  tels  , que  si  l’on 
ajoute  9 au  carré  de  l’un  et  à 5 fois  le  carré  de  l’autre  , le 
résultat  soit  le  produit  du  double  du  2e  nombre,  par  3 plus 
le  double  du  ier.  On  a 

5xa  4*  9 — zx  (yy  -f-  5) , 
qui  revient  à 4- x 2 — 4xy  ~f -y2 -{-x2  — 6a;  -f-  9 — o , 

ou  (yx — y)2  -J-  ( x — 3)2—  o ; donc  2x — y — o et  x — 3=o; 
partant  x—5  et  y/ = 6. 

G’est  par  la  même  raison  que  l’équation  xrj--\-y2  -f~  î ~ o 
est  absurde. 

u3.  Yoici  un  cas  bien  remarquable  dans  lequel  une  équa- 
tion se  partage  en  deux. 

Supposons  que  les  élémens  d'une  question  soient  liés  par 
T équation  A -f-  <*r=B  -{-  /S  , que  plusieurs  de  ces  élémens  soient 
variables  ensemble  y et  que  par  leur  nature  l’équation  doive 
subsister  dans  tous  leurs  états  possibles  d,e  grandeur  ; qu  en- 
fin quelques  termes  A , B,  demeurent  constats,  tandis  que 
les  autres  u , £ seraient  variables  et  susceptibles  de  décroître 
ensemble  autant  quon  le  veut;  cette  équation  se  partage  en 
deux , l’une  A~B  entre  les  termes  constans',  l’autre  a — â 
entre  les  termes  variables , laquelle  aura  lieu  pour  toutes  les 
grandeurs  que  la  question  permet  d'attribuer  à la  fois  à a 
et  fi.  En  effet,  si  l’on  admet  que  les  constantes  A et  B ne 
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sont  pas  égales,  leur  différence  étant  K,  ou  A — B = dz  K 
on  en  tire  fi  — u- -dzK,  puisque  A — B ^=zfi  — : ]es  yal 

riables  /S  et  u conserveraiônt  donc  entre  elles  une  différence 
fixe  K , et  ne  seraient  pas  de  nature  à pouvoir  être  moindres 
que  K , ce  qui  est  contraire  à l’hypothèse. 

C’est  ce  principe  qui  constitue  la  méthode  des  limites  s 
dont  nous  ferons  un  fréquent  usage  par  la  suite.  Quand  on 
peut  faire  approcher  une  grandeur  d'une  autre  qui  est  fixe , 
de  manière  à rendre  leur  différence  moindre  que  toute  grandeur 
donnée , sans  cependant  quelles  puissent  jamais  devenir  ri- 
goureusement égales , la  seconde  est  dite  limite  de  la  pre- 
mière. Au  reste,  chaque  fois  que  nous  appliquerons  ce  théo- 
rème, on  fera  bien  de  s’exercer  à reproduire  le  raisonnement 
ci-dessus , afin  de  répandre  sur  les  résultats  la  clarté  conve- 
nable, nous  exhortons  les  etudians  à se  soumettre  à ce  con- 
seil dont  ils  connaîtront  l’utilité.  En  voici  deux  applications, 
propres  à montrer  la  marche  du  calcul  et  du  raisonnement. 

I.  Soient  f/a  et  y b deux  incommensurables,  z et  t leurs 
■\aleuis  approchées,  x et  y les  différences  qui  existent  entre 
ces  valeurs  et  les  radicaux;  on  a z = [/ a — x,  t=/b—y  ; 
or,  les  produits  rationnels  s X t et  f x*,  sont  égaux;  donc 
VaX  S/ h Jz  ot  = \/h  X \/  a zh.  /3 , en  représentant  par  a et  g 
tous  les  termes,  ou  x ety  sont  facteurs  dans  chaque  membre. 
Observez  que  si  l’on  pousse  davantage  l’approximation,  les 
erreurs  x et  y décroîtront  et  cela  autant  qu’on  voudra,  'sans 
que  cette  équ.  cesse  d’avoir  lieu;  les  facteurs  y/a,  y/h  de- 
meurent invariables,  a et  fi  décroîtront  indéfiniment  , donc 
l’équation  se  partage  en  deux,  y/a  X y/b=]/b  x/a  et  *=fi. 

c.-à-d.  qu’on  peut  aussi  bien  intervertir  l’ordre  des  facteurs 
irrationnels  que  celui  des  rationnels . 

II.  Soit  demandée  la  valeur  S de  la  fraction  décimale  pério- 
dique 0,(54),  d’après  la  notation  du  n»  5i.  En  ne  prenant 
que  deux  fois  la  période,  et  représentant  par  k la  valeur  des 
fractions  négligées,  on  a S — k = 0,5454;  multiplions  par 
!00,  nous  aurons  l’équ.  looS  — 1006  = 54,54;  et  retranchant 
la  precedente,  995-996  = 54--^.  Mais  si  on  eût  pri. 
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54 


3 ou  4 fois  la  période  , ce  dernier  terme  fût  devenu * , ou 

r j ocr 


54 

îocd ’ 


ainsi  on  voit  qu’on  peut  faire  décroître  indéfiniment  ce 


terme , en  même  tems  que  l’erreur  û,  en  prenant  la  période 
un  plus  grand  nombre  de  fois;  on  peut  donc  donner  à l’équ. 
la  forme  99 5 — 54 — & , d’où  on  tire  995  — 54 , et  5 = , 
comme  on  le  sait  déjà.  On  a en  outre  a — fi , quelque  nombre 
de  périodes  qu’on  ait  considéré;  en  effet , si  on  prend  la  période 
deux  fois  par  ex.  û = o,oooo(54) , d’où  ioo2/i  — o,(54)  — , 

et  99Û  ~ Too^ô , ou  * = /3. 

Soit  5~o,(p)  ; la  période  p étant  composée  de  n chiffres, 
on  a 10 nS=p,(p)  , et  par  le  même  raisonnement  (iori — 1 )S— p , 


d’où  S~  — ~~ — = .....  comme  110  53.  3°. 

10  — 1 999 

114.  Les  formules  d’élimination  (Z?)  présentent  quelques 
particularités  qu’il  convient  d’examiner  : tant  que  ces  valeurs 
de  x et^y  sont  positives  ,■  la  solution,  résulte  de  ces  formules  , 
et  il  n’y  a ni  doute  ni  difficulté.  Mais  il  peut  en  être  autre- 
ment, ce  qui  conduit  à trois  cas  d’exception  de  nos  équ.  (Z>). 

i°.  a;  ou  j peut  être  négatif;  alors  le  problème  , tel  qu’ij 
est  proposé , est  absurde  , et  on  peut  le  rendre  possible  à 
l’aide  d’une  simple  modification  qu’on  trouve  en  changeant 
l’inconnue  de  signe  dans  les  équ.  (^)  : le  calcul  réduit  en  effet 
]a  question  à n’avoir  qu’une  seule  inconnue,  et  on  est  ramené 
à ce  qui  a été  dit  (n°  107). 

2°.  Lorsque  les  formules  (/>)  sont  infinies  , les  coefficiens 
ont  des  valeurs  numériques  telles,  qu’il  en  résulte  a b — ab'~ o, 

r ^ 

ou  — = -7-.  Pour  connaître  alors  la  nature  de  la  question  , 
a 0 


il  faut  introduire  cette  condition  dans  les  équ.  ( A ) ; mettons 

donc  pour  a\  la  2e  devient  — x -\-b'y  — c ; donc  pour 

que  le  cas  présent  ait  lieu,  il  faut  que  les  équ.  proposées  soient 
ax-fby^c,  b\ax  -f-  bÿ)-=.bc . Or,  elles  11e  s’accordent 
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entre  elles  qu  autant  que  h'c  — bc  , ou  j — 1.  Cette  rela- 
tion peut  être  satisfaite  ou  ne  pas' l’être;  si  elle  n’a  pas  lieu 
le  problème  est  absurde , puisque  les  conditions  de  la  question 
sont  contradictoires  : cette  circonstance  est  annoncée  par  des 
valeurs  de  a et  y infinies.  Alors  les  coefîiciens  forment  une 
proportion  a\d\\b\b',k  laquelle  le  rapport  des  termes  con- 
nus c et  c ne  peut  faire  suite.  . 

3°.  Mais  si  outre  la  relation  qui  rend  le  dénominateur  nul 

a'  b'  b'  r ? 

ou  ~ = j 3 on  a encore  J les  deux  équ.  (A)  n’équi- 

valent  plus  qu’à  une  seule,  les  deux  conditions  de  la  ques- 
tion rentrent  l’une  dans  l’autre  ; et  comme  on  n’a  qu’une  équ. 
et  deux  inconnues,  le  problème  est  indéterminé  (n0ii7)e 

Cela  arrive  quand  les  coefîiciens  de  l’équ.  forment  trois  rap- 
ports égaux  entre  eux  ala! \\b\b' \\c\cf ^ et  attendu  qu’on  a 

aussi  a c~  ac  , ce  cas  est  mis  en  évidençe  par  des  valeurs  de 
x et  y qui  ont  la  forme 

Prenons  pour  ex. , fig.  , , ce  problème  : deux  courriers 
partent  l’un  de  A , l’autre  de  B , et  vont  dans  le  même  sens 
AC\  le  1er  fait  n kilomètres  par  heure,  le  a"  m;  la  distance 
initiale  est  AB— à ; cherchons  le  lieu  C de  leur  rencontre. 
Soient  AC=x—  le  nombre  de  kilom.  que  fera  le  1"  couri 
rier  pour  arriver  en  C;  s’il  parcourt  n kilom.  en  D,  combien 

mettra-t-il  d’heures  à parcourir  a:  kilom.?  ntillxt-.  De  même 

n 

faisant  BC  —~y , est  le  temps  qu  emploie  le  2e  courrier  pour 


arriver  en  C\  ainsi  ^ — de  plus  AC~-  AB  -f  BC , 
x = d -f- y ; donc  mx  — ny  et  x^=.d  -f- y : 
d’où  x = 


ou 


nd 


md 


y 


n — m - n — m 

x d 


le  temps  écoulé  jusqu’à  la  rencontre  est  - 

n 


m 
x i 


( 


n 
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Cela  posé  , si  n m , x ety  sont  positifs,  et  il  n’y  a pas 
de  difficulté.  Mais  si  7z<^m,îe  problème  est  absurde,  puisque 
x et  y sont  négatifs  : on  voif  en  effet  que  le  mobile  A , qui 
est  en  arrière,  allant  moins  vite,  la  rencontre  est  impossible. 

Changeons  x et  y de  signe,  dans  mx~ny  et  x = d-\-y\ 
cette  dernière  équ.  sera  seule  altérée,  et  deviendra  y — d-\-x, 
qui  se  rapporte  à deux  problèmes  : i°.  ou  le  point  B est  en 
arrière  de  A , tel  qu’en  B'  y 2°.  ou  on  suppose  que  A et  B 
ne  sont  pas  les  points  de  départ,  et  que  les  courriers  déjà 
partis  depuis  long-temps , sont  arrivés  ensemble,  l’un  en  A , 
l’autre  en  Z>;  on  demande  alors  le  lieu  C'  où  ils  se  sont  déjà 
rencontrés;  les  valeurs  ci-dessus  de  x ety  changées  de  signes , 
sont  les  longueurs  ACr  et  BCr. 

Si  m~ny  x et  y sont  infinis,  et  le  problème  est  absurde: 
ce  qui  vient  de  ce  que  les  courriers , ayant  la  même  vitesse  , 
ne  peuvent  se  rencontrer.  Cependant  si  d~o , x et  y sont  f , 
et  il  y a une  infinité  de  points  de  rencontre  ; en  effet  les  mo- 
biles partent  du  même  point  sans  jamais  se  séparer. 

En  changeant  le  signe  de  m , on  traiterait  le  cas  où  les  cour- 
riers vont  au-devant  l’un  de  l’autre. 

Il  sera  facile  de  trouver  de  même  en  quel  lieu  les  courriers 
sont  à une  distance  donnée  k l’un  de  l’autre. 

Des  Inégalités. 

11  b.  Les  expressions  où  entre  le  signe  ]>  pour  marquer 
quelle  est  la  plus  grande  des  deux  quantités,  sont  des  inégalités. 
La  différence  demeurant  la  même  lorsqu’on  y ajoute  ou  qu’on 
en  ôte  le  même  nombre,  on  peut , sans  troubler  une  inégalité , 
ajouter  aux  deux  membres  des  quantités  égales , et  par  con- 
séquent les  soumettre  aux  mêmes  calculs  que  les  équations 
( n°  io5  ),  c.-à-d.,  en  multiplier  ou  diviser  tous  les  termes  par 
un  même  nombre  , et  transposer  quelque  terme  en  changeant 
son  signe.  Soit  5x  — 7 > x + 11  ; ajoutons  7 aux  deux  mem- 
bres , puis  retranchons-en  x,  nous  avons  3x  — x^>  1 1 + 7, 
ou  ux  >18  ; d’où  x 9.  Cette  question , Trouver  un  nombre 


INÉGALITÉS.  l63 

dont  le  triple,  diminué  de  7,  surpasse  ce  nombre  de  1 1 , a une 
infinité  de  solutions,  puisque  toute  quantité  9 y satisfait. 

Plusieurs  inégalités,  renfermant  une  inconnue  x , en  donnent 
autant  de  limites;  or,  i°.  si  ces  limites  sont  dans  le  même  sens, 
comme  x 9 et  x > 7,  alors  il  y a une  des  inégalités  qui  com- 
prend les  autres  ; 20.  si  les  limites  sont  dans  des  sens  opposés, 
comme  x ^>  9 et  a?  <7  1 5 , alors  on  11e  p ut  prendre  pour  x que 
les  valeurs  intermédiaires.  Il  se  peut  même  que  ces  limites  s’ex- 
cluent mutuellement,  comme  x ]>4  et  x 3,  alors  le  problème 
est  absurde,  et  renferme  des  conditions  contradictoires. 

Quel  est  le  nombre,  plus  grand  que  i5,  dont  le  triple  , plus  1, 
est  moindre  que  le  double  plus  20  ; et  tel  en  outre  que  , diminué 
de  1 et  augmenté  de  3 , le  quotient  de  cette  différence  par  cette 
somme  surpasse  f ? Ces  conditions  s’écrivent  ainsi  : 

3x  1 <^2x  + 2°  , >;• 

On  en  tire  x 1 5,  x < '9  et  x > 17.  Il  est  clair  que  le  nom- 
bre devant  être  compris  entre  17  et  19  , la  ire  condition  donnée 

est  inutile  ; et  011  peut  prendre  pour  x , 17^,  17I et  un 

nombre  infini  d’autres  valeurs.  Mais  si  x doit  être  entier  , le 
problème  ne  comporte  que  cette  solution  x = 18. 

Quand  on  a a<^b  et  aï  < bf , on  en  tire  visiblement 

a -f-  a b -f-  b' , a — br  — a',  aa  <jbbf , 

« u ci  . b 

au<hut  Va<  Vby  -y  <—r‘, 

donc , On  peut  ajoute 1',  multiplier  membre  à membre , deux  iné-° 
g alités  dont  le  signe  est  dans  le  même  sens  ; former  les  puis- 
sances, extraire  les  racines , en  conservant  les  mêmes  signes 
d' inégalité  : on  peut  soustraire  ou  diviser  membre  à membre 
deux  inégalités  dont  les  signes  sont  inverses , en  conservant  le 
signe  de  l’inégalité  qui  a fourni  les  dividendes.  Lorsque  les  signes 
ne  sont  pas  tels  que  nous  l’avons  prescrit,  on  peut  encore  faire 
ces  divers  calculs  ; mais  le  signe  ]>  dans  le  résultat  a tantôt  un 

1 i .. 


! 
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sens , tantôt  le  sens  opposé.  Par  ex.,  z et  z étant  les  excès  de 
b et  b'  sur  a et  a',  on  a a — b — z,  a —h'  — z' , d’où 


a b — z b bz'  — b': 

rr-7'-57+i; (5w) 


'\  » 


en  faisant  en  partie  la  division  ; donc  a <^b , cl  <^bf , donnent 

ou  *>  ~ , selon  que  ~ est  lui-même  <^011  > 4. 
a b 1 b z 


Les  expressions  a>ù,  a'$>br , qui  désignent  que  a et  ar  ne 
peuvent  être  plus  grands  que  b et  ù',  sont  soumises  aux  mêmes 
calculs  que  les  inégalités  simples.  Par  ex.,  quel  est  le  nombre 
dont  le  triple  diminué  de  2 11e  peut  être  moindre  que  y,  et  dont 
le  décuple  moins  1 ne  peut  surpasser  1 1 , plus  6 fois  ce  nombre  ? 
Ces  conditions  s’écrivent  ainsi  : 


Sx  — 2 < 7 > 10^  — 1 > 1 1 -f  ffr, 

d’où  Sx  < 7 + 2 , 1 ox  • — Gx  > 1 1 -f  1 : 

ainsi  x < 3 et  x > 3 , ou  plutôt  x — 3. 

1 16.  Nous  terminerons  par  une  remarque  importante.  Faisons 
varier  x dans  a — x ; à mesure  que  x croit  pour  s’approcher 
de  a y a — x , qui  est  positif,  diminue,  et  devient  enfin  nul  lors- 
que x — a : si  x continue  de  croître,  a — a;  devient  négatif. 
Nous  exprimerons  ces  circonstances  en  écrivant  a —x^>  o,  tant 
que  a — # est  positif;  et  a — x o , dès  que  x surpasse  a . Ce 

n’est  pas  qu’en  effet  il  ne  puisse  y avoir  des  quantités  moindres 
que  zéro  ; mais  il  est  visible  que  si  l’on  convient  qu’on  traitera 
à l’avenir  ces  inégalités  à la  manière  des  équ. , l’une  donnera 
x et  l’autre  a<^x\  et  ce  ne  sera  qu’une  façon  d’écrire  que 

a x est  positif  dans  un  cas,  et  est  négatif  dans  l’autre.  Nous 

regarderons  donc  les  quantités  négatives  comme  moindres  que 
zéro , et  les  positives  comme  plus  grandes  que  zéro  ; ce  qui  n’est 
en  effet  qu’une  convention  commode  pour  faciliter  les  calculs. 

Comme  a — x o donne  — x^>  — a,  et  a^>  x , on 
voit  qu’on  11’est  pas  en  droit  de  changer  les  signes  de  tous  les 
termes  d’une  inégalité  , à moins  qu’on  ne  change  les  signes  et 
<!’  un  en  l’autre;  on  ne  peut  pas  non  plus  multiplier  une  iné- 
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galité  par  une  valeur  négative  sans  la  même  précaution  : ce  qui 
établit , dans  les  calculs , une  différence  importante  entre  le 
mécanisme  propre  aux  inégalités  et  celui  qui  convient  aux  équ. 
1,2,3...  sont  des  quantités  croissantes , et  — 1 , — 2 , — 3. ... 
sont  décroissantes  ; 4 <C  5 et  — 4 — 5. 

Des  Problèmes  indéterminés , 

117.  Lorsqu’on  n a pas  un  nombre  égal  d’équ.  et  d’inconnues 
il  peut  arriver  deux  cas. 

ier  CAS.  S'il  y aplus  cT  inconnues  que  d'èqu.,  le  problème  est 
indéterminé , puisqu’on  peut  disposer  arbitrairement  de  quel- 
ques inconnues,  afin  qu’il  11’en  reste  plus  qu’un  nombre  égal  à 
celui  des  équ.  : l’élimination  fait  alors  connaître  ces  inconnues. 
Les  valeurs  qui  satisfont  aux  équ. , ou  au  problème  dont  elles 
sont  l’équivalent,  sont  donc  en  nombre  infini.  Cherchons,  par 
ex.,  deux  nombres  oc  et  z , dont  la  somme  soit  70  ; il  faudra 
trouver  deux  quantités  qui  satisfassent  à l’équation  unique 
x + z = 70  ; d’où  x ==  70  — z,  On  voit  que  x ne  peut  être 
connu  qu  autant  que  z est  donné  ; et  si  l’on  met  tour  à tour 
1 , 2 , 3 5.  . . . pour  z , on  trouvera  x = 69  , 68,  66  . . . • 

donc  1 et  69 , 2 et  68,  3 { et  66  . . remplissent  la  condition 

exigée  , ainsi  qu’une  infinité  de  nombres  tant  entiers  que  frac- 
tionnaires. 

Soient  demandés  trois  nombres  oc,  y,  z , dont  la  somme 
soit  io5  , et  dont  les  différences  deux  à deux  soient  égales  : on 
a sc-j-y  -f-  z.  — io5,  x — y —y  — z,  c.-à-d.,  trois  incon- 
nues et  seulement  deux  équ.  Ce  cas  revient  au  précédent;  car, 
en  retranchant  ces  équ.  pour  éliminer  x , il  vient  y = 35 , d’où 
x -4-  z — 70.  On  fera  donc  z ou  x égal  à telle  grandeur  qu’on 
voudra  ; l’autre  inconnue  s’en  déduira  , et  ces  deux  nombres, 
concurremment  avec  y = 35,  seront  une  solution  de  la  ques- 
tion, qui  en  a une  infinité  d’autres. 

Soit  encore  l’équation  — ax  = y*  • — ciy  ; on  en  tire 
3? — + ay—*aa7r^=o;  et  comme  xa  — y2  = (pc  -f-j)  (x  — y)# 
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1 vient  (.r  -f-  y)  (r  — y')  — a (x  — y)  = o , ou » 

x — J7)  (r  + y — a)  = o.  Ce  produit  ne  peut  être  nul , à 
noins  que  l’un  des  facteurs  ne  le  soit  ; on  a donc  , à volonté  , 
l’une  des  équ.  x — y ou  x~  a — y.  En  attribuant  à y toutes 
les  valeurs  possibles  , il  en  résultera  des  valeurs  de  x qui  seules 
satisfont  au  problème  : il  suffit  que  les  deux  inconnues  soient 
égales  , ou  bien  que  l’une  quelconque  surpasse  l’autre  de  a,  ce 
qui  arrive  d’une  infinité  de  manières. 

l a Règle  d'alliage  peut  rentrer  dans  cette  théorie. 

1°.  Supposons  qu’on  mêle  ensemble  deux  substances  qui  n’é- 
prouvent pas  d’action  chimique  ; soient  p etq  les  prix  de  l’unité 
de  mesure  pour  chacune;  le  prix  total  du  mélange  est  pr-f-qy, 
en  désignant  par  x et  y les  nombres  d'unités  mélangées.  Mais 
3e  tout  est  composé  de  x -f-  y unités  j donc  le  prix  de  chacune 
est 

px  -f-  qy 


. . , . (F). 


* + y 

Ainsi  8 bouteilles  de  vin  à i5s  le  litre,  et  12  à îcF,  font  qq 
bouteilles,  dont  le  prix  est  8 X i5  + 12  X io . ==  240  ; donc  le 
prix  de  chacune  est  ou  i2s. 

On  a un  lingot  d’or  formé  de  4 hil.  à 0,95  de  fin  (*) , et  de 
5 kil.  à 0,86;  quel  est  le  titre  du  mélange?  La  formule  ci-dessus 

4 X o,q5  4-  5 X 0,86 
donne  z = — — r-> — =0,0. 

4 + 5 J 

2°.  Réciproquement , si  l’on  demande  quelle  doit  être  la  com- 


(*)  Lorsque  l’or  on  l’argent  contiennent  0,1  d’alliage,  et  que  le  reste  est 
pur,  on  dit  que  le  nie'ial  est  à 0,9  de  fin.  Autrofois  le  degré  de  puretë  s’esti- 
niait  différemment  : on  partageait  par  la  pensée  le  lingot  d’or  en  24  parties, 
qu’on  nommait  karat  , de  soi  te  que  l’or  à 21  karats  contenait  3 parties  d’al- 
liage et  2i  d’or  pur.  Le  karat  se  divisait  en  2 2 parties  ou  grains ; ainsi  on 

désignait  par  iS  k.  20  gi\,  18  parties  — d’orpur,  elle  reste  d’alliage.  L’argent 

se  divisait  en  12  parti  s ou  deniers,  chacune  de  24  grains;  ainsi  un  lingot 

20  I 

d’argent  à 10  d.  20  gr.  contenait  10  parties  -j  de  métal  pur  et  1 j d’alliage. 
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position  du  mélange , la  valeur  moyenne  étant  donnée , on  cher- 
che les  quantités  x et  y,  connaissant  les  prixp,  q et  \z  ; alors 
l’équ.  F contient  deux  inconnues , et  le  problème  est  indéter- 
miné. On  a x=:  (^- ainsi  on  y satisfait  en  prenant 


x- 


Z 


y~p  z ; 


z est  d’ailleurs  intermédiaire  entre  p et  q.  On  pourra,  outre  ces 
valeurs  , en  trouver  une  infinité  d’autres  , en  les  multipliant  ou 
divisant  par  un  même  nombre  quelconque  : 011  aura  par  là 
toutes  les  solutions  entières  de  la  question , si  ce  nombre  est 
entier  ( n°  117). 

Un  boulanger,  par  ex.,  veut  faire  du  pain  qui  revienne  à 8^ 
le  kilogramme  ; combien  doit-il  mêler  de  farine  de  blé  à 10^,  et 
de  seigle  à le  kilogramme.  Après  avoir  écrit  ces  3 nombres , 
comme  on  le  voit  ci-contre , on 

mettra  8 — 7,  ou  1 à côté  de  10  • Prix  moyen  8 | 1 ' * “ 
puis  10 — 8 , ou  2 près  de  7.  Ainsi 
on  prendra  1 kil.  de  farine  de  blé  sur  2 de  seigle.  On  peut  aussi 
prendre  2 sur  4 , ou  3 sur  6 , etc. 

Si  l’on  donnait  une  2e  condition  pour  déterminer  le  pro- 
bi  ème  , on  la  traduirait  algébriquement , et  on  éliminerait  x et 
y entre  l’équ.  {F)  et  cette  dernière.  Ainsi,  lorsque  la  quantité 
x y du  mélange  est  donnée  — m 3 alors  on  a 

x -f-  y — m , et  px  -J-  qy  = zm  ; 


B le. 
Seigle. 


d’où 


x 


m 


p — q 


O— >?).  y 


m 


{p  — z). 


Après  avoir  obtenu  les  valeurs  ci-dessus,  on  les  multipliera 

, 771 

donc  par  ~ -,  Dans  notre  ex.,  si  l’on  veut  que  le  mélange  des 

farines  pèse  21  kil.,  on  multipliera  les  résultats  obtenus  1 et  2, 
21 

Par  — — 7 ; de  sorte  que  7 kil.  de  farine  de  blé  à 10^ 

mêlés  à 14  de  seigle  à js } forment  21  kil.  de  farine  à 8^. 


o,oG  x ^ = 3,48 
o,  i3 

0,84...  0,07  x = 4,°s 
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De  même  soit  demandé  de  former  7,54  kil.  d’argent  à 0,9  de 
fin  avec  de  l’argent  à 0,97 
et  0,84.  L’opération  prou-  \ 0,97. 

Ve  qu’il  faut  3*,  48  de  la  °*9 
ire,  et  4\o6  de  la  2e  es- 
pèce. 

On  appliquera  facilement  cette  théorie  au  cas  où  Ton  voudrait 
mêler  ensemble  plus  de  deux  substances. 

2e  Cas.  SiT on  a , au  contraire  , plus  d'équ.  que  d' inconnues , 
le  problème  est  plus  que  déterminé3  c.-à-d.,  que  si  l’on  élimine 
toutes  les  inconnues  , il  restera  , entre  les  données  , un  certain 
nombre  d’équ.  auxquelles  elles  devront  satisfaire  , et  qu’on 
nomme  , pour  cette  raison  , équations  de  conditions  : si  elles  ne 
sont  pas  satisfaites,  la  question  est  absurde  ; et  si  elles  le  sont, 
plusieurs  conditions  rentrent  dans  les  autres  ; elles  n’en  forment 
qu’un  nombre  égal  à celui  des  inconnues,  et  sont  exprimées 
par  autant  d’équ,  distinctes , auxquelles  les  proposées  se  ré- 
duisent. 

Cherchons  deux  nombres  x et  y 3 dont  la  somme  soit  s , la 
différence  d et  le  produit  p : ou  r-fj  — x — y — de t 
xy  — p.  Les  deux  1 res  équ.  donnent  (n°  1 06,  III)  x — \{s  -J-  d)  , 
y — L (s  — - c/)  ; substituant  dans  la  3e,  on  trouve  4 p~s a — 

Si  les  données  s3  d et  p ne  satisfont  pas  à cette  relation  , le 
problème  est  imposible;  et  si  elle  subsiste,  l’une  des  équ.  don- 
nées est  inutile,  comme  exprimant  une  condition  qui  a lieu 
d’elle-même,  et  est  comprise  dans  les  deux  autres. 

Quelle  est  la  fraction  qui,  lorsqu’on  ajoute  m à son  numéra- 
teur, devient  — et  qui  est  — ^7  lorsqu’on  ajoute  ni  à son 
dénominateur.  En  désignant  par  x et  y les  deux  ternies  , on  a 

x ■4*  m a x a! 


y 


j* 


b3  y m'  b ' 

L’élimination  donne 

{ab' — a b)  x~d  (bm  -f  am)3  ( ab ' — a b)  y — b (b'm-\-a'm') 
mais  a;  et  y doivent  être  entiers  ; donc  , ou  ab'  — a b -xz  ±:  1 # 
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ou  ce  binôme  divise  les  2es  membres.  On  a donc  une  conditions 
sans  laquelle  ce  problème  est  impossible,  quoiqu’on  ait  eu  au- 
tant d’équ.  que  d’inconnues,  x et  y se  trouvent,  pour  ainsi 
dire,  déterminés. 

il 8.  Cherchons  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x 
et  y qui  satisfont  à l’équ.  indéterminée 

ax  -f-  by  =0.  . . . (i), 

a,  b,  c étant  des  nombres  donnés,  positifs  ou  négatifs,  etqu’ora 
peut  toujours  rendre  entiers.  Du  reste  , a et  b doivent  être  pre « 
miers  entre  eux  ; car  s’ils  avaient  un  facteur  commun  d , en  di— 

cl  b c 

visant  tout  par  d , on  aurait  ^ x-f-  ^ y = ainsi  le  2e  mem- 


bre devrait  être  entier,  puisque  le  ier  l’est,  sans  quoi  le  problème 
serait  absurde;  c aurait  donc  aussi  d pour  diviseur,  et  on  pour- 
rait le  supprimer  dans  tous  les  termes. 

Soitx  — u,  y~  fi  une  solution  de  l’équ.  (i),  ou  au  -f-  bfiz=  c \ 
retranchant  de  l’équ.  (i),on  trouve  a (x -*-<*)  = — ù(y  ■ — /S);et 
comme  a et  b sont  premiers  entre  eux,  y—,  $ doit  être  un  mul- 
tiple at  de  a ( n°  24  > 4° •)  > d’où  x — u^z  — bt,  savoir  : 


X = àt  — bt , y = fi  -J-  at . . . . (2). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équ.  (1),  il  est  visible  qu’elles 
y satisfont,  quel  que  soit  le  nombre  entier  t , positif  ou  néga- 
tif. Mais  elles  seules  jouissent  de  cette  propiété  ; car  soit  x = u> 
y~  fi'  une  autre  solution,  ou  au  -f-  b fi'  z=zc\  en  retranchant 
de  au  -f-  b fi  = c , on  a a{u  ~—u)  = — b (fif  — /3),  d’où  fi'  — fi  est 
un  multiple  at  de  a,  ainsi  fi'  — fi-j-at,  u z=.u  — ht,  valeurs 
comprises  parmi  celles  de  la  forme  (2). 

Il  suit  de  là  que  si  l’on  avait  Tune  des  solutions  (ue t /3),on 

connaîtrait  toutes  les  autres  en  faisant  t = — 2,  — 1 , o,  1,2 

En  général , toutes  les  valeurs  de  x et  de  y forment  des 
piogressions  par  différence , dont  les  coefficiens  réciproques 
b et  a sont  les  raisons , l’un  pris  avec  un  signe  contraire  (c.à-d., 
qu’elles  sont  croissantes  toutes  deux,  $i  a et  b ont  des  signes 
çhfférens  ; et  l’une  croissante  et  l’autre  décroissante , dans  1© 
cas  contraire 


I 7°  ALGÈBRE. 

119.  La  question  est  réduite  à trouver  a et/3;  soit  a<^b% 
résolvant  (i)  par  rapport  à x , il  vient,  en  extrayant  les  entiers 
par  la  division  de  c et  b par  a , 


x 


—ty  _ 


a 


k —~iy  + 


/ — y 


y 


a 


c et  b'  étant  les  restes.  Le  problème  consiste  donc  à trouve r les 
valeurs  de  y , qui , substituées , rendraient  cette  dernière  frac- 
tion entière  y ou  c ' — b'y  divisible  para..  Or,  si  Z/  est=i , en 

faisant  - — — : 


« 


55,  ou  y~c  — az , on  est  certain  que  toute 


valeur  entière  de  s rendrait  x et  y entiers , et  tout  serait  fini, 
Mais  si  U n’est  pas  un , en  posant 


Vy  _ 


ou 


a 


az  -f-  V y -=z  c , 


il  faut  résoudre  en  nombres  entiers  cette  équ.,  dont  les  coeffi 
ficienssont  plus  simples  que  ceux  de  la  proposée.  En  résolvant 
par  rapport  à y } extrayant  les  entiers  , et  égalant  la  fraction  à 
une  nouvelle  inconnue  u , on  tombe  sur  une  autre  équ.  encore 
plus  simple  , entre  z et  u.  Les  coefficiens  des  inconnues  sont  les 
restes  successifs  qu’on  obtient  dans  l’opération  (n°  28)  du  commun 
diviseur  entre  a et  b ; on  est  donc  assuré  d’être  conduit,  en 
dernière  analyse,  à un  coefficient  = 1 : on  retombe  ainsi  sur  une 
équ.  de  la  forme  v-f-  mt  — 11 , qui  rentre  dans  le  cas  de  b'  = 1 
Toute  valeur  entière  de  t en  donnera  une  pour  v;  et  remontant 
jusqu’aux  valeurs  de  z , de  y et  de  x , on  aura  une  solution  j 
et  par  suite  toutes  les  autres,  dans  les  équ.  (2). 

Un  exemple  éclaircira  ceci.  8x  — 2 yy  — 7 donne 


x 


7 + 27y_  5 y -f  7 

8 — 8 ’ 


3^-f7  ^ x 

posons  üouy  = — 


7 


faisons 


22, — 1 


u , d’où  z 


3 

3u  + i 


22,- 


2 -J- 


22  — 1 


IL  — f—  1 

U _| _• 


3 

enfin 


2 


1 
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égalant  cette  fraction  à v,  il  vient  iz~  21/  — 1 . Faisons,  par  ex,, 
v = 1 , nous  aurons  i,  2 = 2j  y =:  3 , x 1 1 ; donc  (2) 
devient 

x — 1 1 + 2 jty  y = 3 -f-  8/. 


Si  l’on  eût  pris  pour  v toute  autre  valeur  entière,  on  serait 
parvenu  aux  mêmes  valeurs,  quoique  differentes  en  apparence. 
Soit  v — — 3,  il  vient  u~  — 7,  z — — 10,  y — — 29,  x—-—  97* 
d’où  x~  — 97  -f-  2 yt , y— — ■ 29  -f-  8i  : mais  on  peut  mettre 
* + 4 au  lieu  de  f,  ce  qui  ramène  sur  les  valeurs  ci-dessus.  En 
faisant  £=... — 2,  — 1,0,  1,2...,  on  trouve  des  équidifFé“ 
rences  croissantes , infinies  dans  les  deux  sens , dont  les  raisons 
sont  27  et  8 , et  dont  les  termes , correspondans  deux  à deux  , 
sont  autant  de  solutions  de  la  question , et  les  seules  qu’elle 
puisse  comporter  : 

x r— . . . • — 43,  — 16,  11,  38,  65,  92... 
y 3,  ii,  19,  27... 


Comme  ces  calculs  exigent  autant  de  transformations  , ou 
d’inconnues  auxiliaires,  qu’il  y a de  restes  successifs  dans  le  cal- 
cul du  plus  grand  diviseur  entre  a et  b , on  voit  que  ce  procédé 
peut  être  très  long.  En  attendant  que  la  théorie  des  fractions 
continues  nous  en  fournisse  un  plus  expéditif,  nous  indiquerons 
ici  deux  abréviations. 

i°.  S’il  y a un  diviseur  commun  m entre  c et  c,  en  divisant 

„ , . . N ax  , b y c , _ . 

1 équation  (1)  par  m,  on  a f-  — = — ; le  2e  terme  doit 

ÎYl  ïll  TU  > 

être  entier,  puisque  les  autres  le  sont;  ainsi,  y est  divisible 
par  m qui  est  premier  avec  b]  y est  donc  de  la  form e y~my  : 
en  substituant  dans  (1)  et  divisant  par  771,  on  a à résoudre  une 
équ.  plus  simple. 

Soit  i2x  — Qyy  = 1000  ; on  fera  y = 4y  -,  et  divisant  par  4» 
il  vient  3x  — Gy  y'  ~ 260 , d’où  x — 83  -f-  22y  -f-  i ü est 


visible  qu’on  peut  poser  y'  — — 1 , d’où  x 5=:  61,  y: 
enfin,  x = 61  -j-  67C  j/=  — 4+12 1. 


4;  et 
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Pour  i 5x  -f-  1 4y  = 385 , comme  385  = 1 1 X 7 X 5 , que 
7 est  facteur  de  1 4,  et  5 de  i5,  on  fera  x ~ 7a/,  y = 5y, 
et  divisant  par  35  , on  trouve  3x'  -f-  2y'  = 1 1 ; d’où.  . . . 


y = 5 — x'  + 


a: 


2 


égalant  cette  fraction  à z,  il  vient 


= î — et  le  calcul  est  terminé.  z~  o donne  xf~i, 

y'  — 4,  d’où  x = 7 (î  -f-  2t.) , y = 5 (4  — 3 f). 

2°,  Observez  que  dans  toute  équidifFérence  c , c-pù,  c-f-2Ù... , 
si  l’on  divise  par  a les  a 1ers  termes,  tous  les  restes  seront  difFé— 
rens,  si  a et  b sont  premiers  entre  eux  ; en  effet,  si  deux  termes 
pouvaient  conduire  au  même  reste,  leur  différence  serait  divi- 
sible par  a (n°  16)  , ce  qui  est  absurde,  puisque  cette  différence 
est  de  la  forme  kb , k étant  ■<[  a.  Concluons  de  là  que  ces  a 
restes  inégaux,  accomplissent  tous  les  nombres  o,  i , 2,  3...  (a — ) ), 
mais  rangés  dans  un  ordre  différent  : ainsi , l’un  de  ces  dividendes 
c -f-  lb  donne  zéro  pour  reste,  ou  est  multiple  de  c,  et  y ~ l 


rend 


c 


b V 


a 


un  nombre  entier.  Or,  il  arrive,  souvent  qu’en 


substituant  o,  i,  2,  3....,  pour  y,  on  découvre  la  valeur  l<^a 

3 y \~n 

qui  satisfait  à cette  condition.  Ainsi,  pour  que  (ier  ex.)  - ^ 


soit  entier,  on  fait y~  o , î , 3,  3..,.  les  restes  de  3 y -4-  7 divisés 
par  8 sont  7,  2,  5,  o....  Cette  série  des  restes  se  forme  en  ajou- 
tant 3 au  reste  précédent,  et  supprimant  8 de  la  somme  lors- 
qu’elle surpasse  8,  Il  est  visible  que  y = 3 est  la  valeur  cher- 
chée. Au  reste , on  ne  peut  regarder  ceci  que  comme  un  tâton- 
nement quelquefois  commode,  mais  souvent  plus  long  que  la 
méthode  générale. 

_ 1 . 35  -f-  1 qx  , . 1 1 -f-  7>r 

Pour  rendre  entier  y — — ~ 2 -f  x -j — , 

f Jj  12 

faisons  x = o,  1,  2.,..*,  cette  dernière  fraction  conduit  aux 
restes  11,  6,  1,  8,  3,  10,  5,  o....  en  ajoutant  sans  cesse  7,  et 
dtant  12  lorsque  cela  se  peut;  ainsi,  x — j donne  le  quotient 
exact  y=i4,  d’où  y = \4  -h  C9*>  x~y  iq.  t. 

120.  Il  arrive  quelquefois  que  la  question  ne  peut  admettre 
que  des  solutions  positiyes  ; alors,  on  ne  doit  plus  prendre  dans 
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les  formules  (2)  toutes  les  valeurs  entières  pour  t\  mais  on 
posera  «.  -f-  bt  > o,  /3  -\~at  > o,  d’après  ce  qu’on  a dit  p„  16^; 
ces  inégalités  donneront  les  limites  de  t. 

i°.  Si  ces  limites  sont  dans  le  même  sens , elles  n’en  donne- 
ront qu’une , et  la  question  aura  une  infinité  de  solutions  crois- 
santes ensemble;  dans  ce  cas,  a et  b seront  de  signes  contraires, 
puisque  sans  cela  ax  -f-  by  ne  pourrait  Constamment  être  ===  c„ 
Dans  le  1er  problème,  on  trouve  t^>  — ~ et  > — -J;  ainsi, 
on  peut  prendre  o,  1,  2....,  mais  on  ne  peut  donner  à t 
aucune  valeur  négative,  t o.  Dans  le  2e  problème,  on  a 
* > ~ ff  et  > 1%;  donc  t<  1. 

2°.  Si  ces  limites  sont  l’une  par  excès , l’autre  par  défaut,  on 
trouve  quelles  valeurs  intermédiaires  t peut  recevoir,  et  il  n’y 
a qu’un  nombre  fini  de  solutions  : x croît  quand  y décroît,  ce 
qui  exige  que  a et  b aient  mêmes  signes.  Il  pourrait  même  se 
fai  re  que  ces  limites  s’excluassent  mutuellement,  et  la  question 
serait  impossible  en  nombres  entiers  et  positifs.  Dans  le  3e  exa 
orna  1 -}-  2t  i>  o,  4“3^ü>0;  donc  £> — et  , ou  t— o,  et— 1; 
il  n’y  a que  deux  solutions. 


Yoici  encore  diverses  applications  de  cette  théorie  : 

Partager  117  en  deux  parties,  dont  l’une  soit  un  multiple  de  19 

et  l’autre  de  7 ; on  a îgx  -f*  7 y =117;  d’où  y - 


117“—  igr 


donc 


5x  5 ( 1 — x) 

— ou  — - — 


est  un  nombre  entier.  Faisons  x=i 


7 7 

d’où  y =i4)  puis  x—i — 7 1 et  y r=z  14  -f* 

Si  l’on  veut  que  les  parties  de  1 17  soient  positives,  il  faut  en 
outre  qu’on  ait  1 — yt^>o  et  i4~|-i9^1>o,  d’où  t<  \ et 
— —.  On  ne  peut  alors  satisfaire  au  problème  que  d’une 
manière;  i — o donne  x = 1 et  y~  i4;  de  sorte  que  ig  et 
98  sont  les  parties  demandées. 

Payer  2000  fr.  en  vases  de  deux  espèces , les  uns  à 9 fr. , 
les  autres  à i3  fr.  On  trouve  gx  -f-  i3 y = 2000,  d’où 

2y 


x 


2000  — i3y  ..  £ , 2 

— - ; u raut  rendre  — 


4y  1 

, ou  — 


un 


9 


9 


9 
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nombre  entier;  ainsi,  y=.  — 4»  d’où  = 228;  puis  enfin 


X 228 — l3 1}  y — — 4-f-gL 


Les  valeurs  négatives  dey>  indiquent  combien  on  reçoit  de 
vases  de  la  2e  espèce,  en  échange  de  ceux  de  la  ire,  pour  ac- 
quitter 2000  fr.  dus.  Mais  si  l’on  veut  que  a:  et  y soient  posi- 
tifs, il  faut  que  l’on  ait  228 — i3t]>o  et  — 4 4~  9 £^>o; 
d’où  t<^  18  et  > o.  En  faisant  t = 1,  2,  3.... 17,  on  a,  pour 
les  1 7 solutions  de  la  question , x — 2 1 5 , 202  , 1 89  .....  7 ; 

y = 5,  14,  23 149.  Ainsi,  on  peut  donner  2 15  vases  à 

g fr.,  et  5 à i3  fr.  ; ou,  etc* 

Un  négociant  a changé  des  roubles  estimés  4 fr*  contre  des 
ducats  de  9 fr.  ; il  a donné  t5  fr.  en  sus;  on  demande  combien 
de  sortes  de  marchés  il  a pu  faire*  On  a g y — /\X  -f-  i5,  d’où 


x 


• -J"—3 

ainsi,^ — - — ™ t, 

4 


d’o ùj’zr=4^-f"3  et  x = gt- J-3. 


Lorsqu’on  veut  que  a:  et  y soient  positifs  , les  limites  de  t coïn- 
cident, et  on  a t^> — 1;  faisant  t~ o,  1,  2....,  on  a un  nombre 
infini  de  solutions  renfermées  dans  les  séries  x — 5,  12,  21 . . ., 
y = 3,  7,  1 1 ...  ; on  a donc  pu  changer  3 roubles  contre  3 du- 
cats , ou  12  roubles  contre  7 ducats,  etc. 

Sx  — io,y  = 7 ne  peut  être  résolu  en  nombres  entiers , parce 
que  7 n’a  pas  le  facteur  6 commun  à 6 et  12. 

Il  en  est  évidemment  de  même  pour  2x  -f-  Z y = — 10, 
si  x et  y doivent  être  positifs  : au  reste,  le  calcul  le  prouve, 
puisqu’il  donne  x~3t  — 5 et^y  = — 2 1)  et  les  limites  t^>  | et 
<0  sont  incompatibles. 
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Partager  en  deux  autres  la  fraction  - , dont  le  dénominateur  d 

est  le  produit  de  deux  nombres  a et  b premiers  entre  eux;  pour 
11  OC  v 

cela  on  fera  = r “f* et  on  devra  résoudre  en  nombres 
d b ci 

entiers  l’équation  ax  -f-  by  ■=  n. 

Ainsi,  pour  ff , comme  77=  11X7,  on  a 1 -f  7y  = 58  , 
d’où  x — yt  — 3,  ^=i3 — ut)  il  y a un  nombre  infini  de 
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solutions,  si  ~ doit  être  la  différence  des  deux  fractions  cher- 
chées; mais  si  elle  en  est  la  somme,  il  n’y  en  a qu’une,  qui  ré- 
pond à t=  i ; on  a ff  =r  ~ -f- 

Faire  5o  s.  avec  des  pièces  de  2 s.  et  de  18  d*  Soient  x le 
nombre  des  pièces  de  2 s.,  et  y Celui  des  pièces  de  fs.;  on  a 
2x  -f-  f y = 5o , ou  4x  -f-  3y  — î oo  ; on  en  tire  X =s  î — 3t  et 
y — 3a  -f-  4t)  en  faisant  t = o,  — i,  — 2,  jusqu’à  8,  on 
a x=  1,  4,  7.... , y = 32,  28,  2 4....  Si  l’on  prenait  aussi  les 
valeurs  négatives  de  x ou  de  y,  alors  les  pièces  de  2 s.  seraient 
données  en  échange  de  celles  de  1 8 d. , de  manière  à produire 
5c  s.  de  différence. 


i2i.  La  même  méthode  s’applique  lorsqu’il  y a 3,  4 * 

inconnues  et  autant  d’équ.  moins  une.  En  voici  divers  ex. 

Quel  est  le  nombre  N qui,  divisé  par  5 et  par  7,  donne  4 
et  2 pour  restes , c’est-à-dire , qui  rende  entières  les  quantités 

- ? Désignons  par  x et  y les  quotiens  respectifs , 


N — 4 N- 

et  — 


5 7 

nous  aurons  AT  ~ 5x  -f- 4,  IV  = 7^  + 2,  d’où  jy — 5jc  = 2 ; 
on  résout  cette  équation  par  les  moyens  indiqués , et  on  a 
x — 7H-  i et  y = St  -f-  1 , ce  qui  donne  N = 35i  -f-  g.  Le 

nombre  demandé  est  l’un  de  ceux-ci  : 9,  44  > 79 On  serait 

parvenu  plus  aisément  au  résultat,  en  remarquant  que  N~4 
rend  visiblement  la  ire  fraction  un  nombre  entier,  et  que  tous 
les  nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  compris  dans 
N=  4~h  5v;  mais  on  ne  doit  prendre  pour  z que  les  valeurs 


qui  rendent  aussi  entière  la  quantité 


, N — 2 5v-f-  2 


ou 


7 


on  voit 


de  suite  que  v~  1,  et  plus  généralement  v — 1 -f -’jt)  donc, 
en  substituant,  N = 9 + 35 1. 

En  comptant  les  feuillets  d’un  livre  7 à 7,  il  en  reste  1 *, 
10  à 10,  il  en  reste  6 ; enfin  3 à 5,  il  ne  reste  rien;  011  demande 
combien  le  livre  a de  feuillets?  On  suppose  que  ce  nombre  N 
est  entre  100  et  3oo.  Il  s’agit  de  trouver  pour  N un  nombre 

qui  rende  entières  les  fractions , et  La  der- 

7 * 10  3' 


I 
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nîère  donne  Ar=  Zz , ce  qui  change  les  deux  autres  en  — — — , 

%z g 

— - ; celle-ci  exîge  que  z~  2 + iov’}  ainsi,  l’autre  devient 


5-f-3ou  . 5 -f-  21/  1 . 

, ou  41/ — — ; donc  u~i  +7?,  d ou  z= 1 2+704 


et  enfin,  N—ZS-^-mot.  Par  conséquent,  si  on  fait  £ — o,  1,  2..., 
on  trouve  N~  36,  246 , 456....  Le  livre  a 246  feuillets. 

Trouver  un  nombre  IV qui,  divisé  par  2,  3 et  5,  donne  i,  2 
et  3 pour  restes.  On  trouve 


IV=:3o£-f-  23;  ainsi,  N~  23,53,83,  11 3.... 

122.  Lorsqu’on  n’a  qu’une  équ.  et  trois  inconnues,  on  opère 
ainsi  qu’il  suit.  Soit  5x*f-  Sy-f- yz~ 5o.  En  faisant  5o- — 72  — u; 
on  a 5a;  -f-  8y  :=  u , d’où  on  tire , par  notre  méthode , en  regar- 
dant u comme  donné,  xz=St  — 3 a et  y = 211  — ht\  remet- 
tant 5o  — 72;  pour  u>  il  vient 


x = 212;  -|-  8£  — i5o,  y = 100  — 142»  — St. 


z et  t sont  des  nombres  entiers  quelconques.  Mais  si  a:  et  y 
doivent  de  plus  être  positifs,  on  devra  satisfaire  à part  à cette 
condition. 

Décomposer  —-L-  en  trois  autres  fractions  : 


comme  i553  = 4l  • 3 . 1 1,  on  pose  ~ % -f-  4*  ~r* 

io5o  o 11  4l 

d’où  854 ~ 1 1 “f*  5.4^  + 332*,  faisant  na:  + Zy  — u , 

d’où  854— 41U  -j-ZZz,  on  en  tire  i°.  a:  = 3i  — u}  y—/{u — 1 it  ; 
2°.  u — 33 if — 1 7,  z — 47  — 41*';  ainsi , t et  t'  étant  deux  en- 
tiers quelconques  , 


x — 17  -j-  Zt  — 33 £',  y~iZût' — ut  — 68,  2,-  47  — 41*  • 

Si  nos  trois  fractions  doivent  être  < 1,  d’ou  x<^3,  y <<  n, 
z<4i,  on  en  tire  les  limites 


£<  lit' — 4,  £ > i2£' — 8,  et  t'^>  q. 

Or,  t'  — i ne  peut  répondre  qu’à  £ = 5 ou  6 ; t'  — 2 à t~  17; 
011  ne  peut  supposer  à t'  d’autres  valeurs  sans  tomber  dans  des 
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contradictions;  ainsi,  on  ne  doit  admettre  que  ces  trois  décom- 
positions, 

_85J_  _a 2 1 S g-  | 9 _ 35. 

1 j 3 3 > 1 i l 4. 1 ‘ 3 ai  ■ 4 1 1 3 T 1 i 4 1 * 

III.  DES  PUISSANCES,  DES  RACINES  ET  DES  ÉQUATIONS 

DU  SECOND  DEGRÉ. 


Des  Puissances  et  Racines  des  Monomes. 


123.  La  règle  (n°  9 G)  simplifie  l’élévation  aux  puissances, 

en  évitant  la  multiplication  réitérée  ; car  soit  proposé  d’élever  a 
à la  puissance  m — n-\-p\  on  a am  ~ an  X ap,  de  sorte  qu’apres 
avoir  formé  an  et  ap,  le  produit  donnera  am.  De  même  on  pourra 
décomposer  m en  trois  parties  n-j-p-\-q}  d’où  amz=ariX>apX.acl 
comme  n°  60,  etc 

124.  Il  suit  des  règles  de  la  multiplication  (n°  96),  que  pour 
élever  un  monome  à une  puissance  , il  faut  multiplier  l’exposant 
de  chaque  lettre  par  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi, 


3n2ù3\5  3 5 a10  b'5 


/oa2bâ\° 


cbd 


IO 


On  tire  encore  de  là  un  moyen  facile  de  former  certaines 
puissances  des  nombres;  car  am>  lorsque  m rzr  np , revient  à 
anp  — (any.  De  même,  si  mz=znpq.... , on  fera  la  puissance 
ji  de  a , la  puissance  p de  a”,  la  puissance  q de  anp . . . . De 

1 Q 

même  pour  l’extraction  des  racines  : ainsi , \X  53 1 44 L comme 

12  = 3.2.2,  se  trouvera  en  prenant  la  racine  carrée,  qui 

est  729;  puis  celle  de  729  qui  est  27;  puis  enfin  la  racine 

1 2 

cubique  de  27  qui  est  3 = \X  53 1 44 1 * n°  60. 

125.  Réciproquement , pour  extraire  la  racine  me  d'un  mo- 
nome , on  extraira  celle  de  chaque  facteur / cette  racine  se  trouve 
en  divisant  chaque  exposant  par  m»  En  effet,  pour  que  açb3 

12 


ALGEBRE. 


I78 

1 3 

Soit  1 /(cfîb$)>  il  suffit  que  a*b3,  élevé  au  cube,  reproduise  a^b$  ; 
or,  c’est  ce  qui  a lieu  d’après  la  règle  qui  précède,  si  l’on  a di- 
visé les  exposans  par  3. 

/,/  La  7/2 43a10b5\  3a2b 

y/(4a  M)  = <mb  , ^ = ~-dr 

Lorsque  le  degré  de  la  racine  est  pair,  on  doit  affecter  cette  ra- 
cine du  signe  dr  • dz  3.  Cela  vient  Çn°  97)  de  ce  qu’algé- 

briquement  parlant,  pour  qu’un  nombre  m soit  racine  de  9, 
il  suffit  que  m2  ~ 9 , ce  qui  a lieu,  que  m ait  le  signe  Hb 
ou  — (p.  i5o).  Si  le  degré  de  la  racine  est  impair,  le  signe  de 
la  puissance  est  le  même  que  celui  de  la  racine 

[/ — 27  = — 3,  \/  + 243  = 4-3. 

12S.  Les  expressions  radicales  éprouvent  souvent  des  sim- 
plifications. Ainsi 

^4^2  = 2 ^54 ÿ'iG  = G y/aj  y/jyqï-zziq  y/ JY] 

5 

“ v'CcÆ3);  v\3**  — 6a£-{-3£»)=l(a— £)  >/3. 

V^-f-  v^  + 2 — 3 y/b  ='3  y/a—1  y/b] 

4-  4 4.  4 

y'*3/  — <7  y/x*f-bb  y/.x  — (i — CL  + b)  y/x'f]  ^5 — 4v/3  = y/3; 

a3Z>3 — 4 y/3a*b2  —ab  y/3a]  y/^aïb — y/3a^b5  =a( 3 — b*) /3ab. 

ÎK  2+iK  a - K 5‘ 

127.  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  pour  extraire  la  racine 
d’un  produit , il  faut  extraire  celle  de  chacun  des  facteurs  ; 

or,  cela  est  vrai  même  lorsque  les  extractions  ne  se  peuvent 

3 3 3 

faire  exactement  : par  ex.  ^/(a26)  = \/a*  X \Zb}  puisque  le 
cube  de  cette  dernière  quantité  se  forme  visiblement  en  éle- 
vant chaque  facteur,  ce  qui  donne  a2b.  En  général , de  ce  que 
la  racine  d’une  quantité  est  le  produit  des  racines  de  chacun 

m m m 

de  ses  facteurs  (i25)  , il  suit  que  \/ a X \/b  r-  \/(ab).  Donc, 
pour  multiplier  ou  diviser  deux  quantités  affectées  du  même 
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radical , il  faut  faire  le  produit  ou  le  quotient  de  ces  quan « 
iités t et  l'affecter  de  ce  radical . Par  exemple 

1/6  x 1/8  = v/48  = 4V/3; 


V/6 


q 1/6 


«•  n TL 

*,  \ /5a?yx  V/aoaj?==  l/l oo  ; 


Vu 

41/35 


2 

V/n 


4v/3.\/ii  4{/3 

m n 

\/ax  } a 

V h’ 


" n, 

; i /px  V—q=\/—pq 


a 


\/M; 


vbxy 

(l /a  -f-  = a -f-  b -j-  2 \/ ab  ; 

(a  -f-  \/3)3  “ û3  -p  oa*\/b  4*  -f-  3|/  £ ; 

en  supprimant  le  radical,  (l / anbm'y -===.  anbm . 

128.  Comme  il  n’y  a pas  de  nombre  qui,  multiplié  par  lui- 
même,  puisse  donner  un  résultat  négatif  — m,  \/ — ni  repré- 
sente une  opération  impossible  : c’est  ce  qui  lui  a fait  donner 
le  nom  d’ Imaginaire  ; la  l/m  est  appelée  réelle.  Nous  aurons 
( n°  109,  i°.)  par  la  suite  occasion  de  remarquer  que  ces 
symboles,  quoique  vides  de  sens,  n’en  sont  pas  moins  imp or- 
tans  à considérer.  Ajouter,  multiplier de  semblables  sym- 

boles, sont  des  opérations  dont  il  est  impossible  de  se  rendre 
raison  ; cependant  on  convient  de  faire  ces  calculs  sur  les 
imaginaires,  comme  s’ils  étaient  de  véritables  quantités , en 
les  assujétissant  aux  mêmes  règles;  nous  en  reconnaîtrons 
futilité  par  la  suite. 

Le  principe  précédent  doit  éprouver  quelques  modifications  ; 
ainsi  — a X V — a , n’étant  autre  chose  que  le  carré  de 
1/ — n,  est  visiblement  — a : or,  la  règle  ci-dessus  semblerait 
donner  pour  produit  \/-f-&2  ou  a.  Mais  observons  que  y'a* 
est  l’incertitude  du  signe  en  général,  n’a  lieu  que  lors- 

qu’on ignore  si  o2  provient  du  carré  de  -f-n,  ou  de  celui  de 
— a;  or,  c’est  ce  qui  ne  peut  exister  ici,  et  on  a — a pour 
produit } à l’exclusion  de  a. 


2m 


iSo 
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Concluons  de  là  que  y/ — a X — et  r=r — a.  De  même 
y/— aX  V7 — ^ revient  à y/a  . [/ — 1 X yb  • V ' — * 1 > otl 
•—  \/{ab'). 

On  verra  que  |/ — a a pour  puissances  Ie,  2e,  5e,  4* ••• 
J/ — a,  — a,  — «V7 — + aa,  — a > — a:... 

Celles  de  — y/ — a sont  — a,  -f-  a \/ — a,  a2,  ~—a*[/ — a... 
Le  carré  de  i -f-  y/ — i se  réduit  à 2 y/ — i.  Le  cube  de 


«—  i *4”  y/"--*  3 est  8 ; 


\/ — a \/a.]/ — î 


duit  de 


y/ — b \/b 


= \/ï  Le 


pro- 


(x-\-a+bV — i)X(x+a — — 0 est  = (a?+a)a+&*> 
quantité  Réelle. 

129.  Il  suit  de  la  règle  (127)  que  pour  élever  à une  puis- 
sance un  monome  déjà  affecté  d'un  radical , il  faut  élever  à 
cette  puissance  chaque  facteur  sous  le  radical.  Ainsi  le  cube 
de  \/C5aüb)  est  \/{p.rjadb3')  ; celui  de  y/2  est  y/8  = 2 y/2. 

Concluons  de  là  que  lorsqu’on  veut  extraire  une  racine 
d’un  monome  déjà  affecté  d’un  radical,  il  faut,  s’il  se  peut, 
extraire  la  racine  de  la  quantité  radicale;  ou,  dans  le  cas 
contraire,  multiplier  l’indice  du  radical  par  le  degré  de  la 

3 9 

racine  à extraire.  Ainsi  la  racine  cubique  de  y a5  est  [/a5, 

|/(j /an)  — y /an,  y/(y/a2M)  = y /ab*. 

i3o.  On  peut  donc , sans  changer  la  valeur  d’une  quantité 
tadicale , multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  les  expo- 
sons et  l’indice  du  radical  ; puisque  c’est  d’une  part  élever  à 
la  puissance , et  de  l’autre  extraire  la  racine  ; 

y/a  ~ y/aa,  \/a 3 = y /a^,  y/(3aaZ>3)  = y /(ga^6). 

Par  là,  il  devient  facile  de  multiplier  et  diviser  les  quantités 
affectées  de  radicaux  différens  ; car  il  suffit  de  les  réduire  à 
être  de  même  degré;  on  multipliera  pour  cela  les  exposans  et 
l’indice  du  radical  par  un  même  nombre  qu’on  choisira  con- 
venablement, comme  pour  la  réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur  (38).  Far  exemple  y 


EXPOSAIS  NEGATIFS. 

]/a.  y/b= = l/a3  X \/h*  z=z\/a3b*s 

* m mit 

m n nn  \/  Cl  / an 

y a?,  y y = y E_  — « / 

ê*  v 

»»  » WJ* 

a /s  t c J y ad  /snzm 

b y ï ' d y z bc  \ inym° 

Des  Eoeposans  négatifs  et  fractionnaires . 
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rr  • am 

i3i.  Nous  avons  dit  que  le  quotient  de est  am~~n;  mais 


il  faut  que  m soit  > n ; car  sans  cela  , m - — n serait  un  nombre 
négatif,  tel  que  — p\  et  comme  on  ignore  encore  le  sens 
qu’on  doit  attacher  à a~p,  on  ne  pourrait  multiplier  a~ P par  am\ 
ainsi  on  ne  saurait  prouver  que  an  X am~n  doit  reproduire  am. 

Mais  remarquons  que  l’expression  a~~p  n’a  aucun  sens  par 
elle-même,  puisqu’on  ne  peut  y attacher  l’idée  propre  aux 


exposans  (12).  On  est  donc  le  maître  de  désigner  — par  aT?, 

ainsi  que  nous  le  ferons  dorénavant.  D’après  cela,  dans  tous 

am 

les  cas , on  pourra  dire  que  — ~ am  n\  car  la  chose  est  dé- 

C/d 

montrée,  si  n , et  elle  résulte  de  notre  hypothèse  , lorsque 
m<^n7  puisqu’en  divisant  les  deux  termes  par  ams  on  a 


nm  l 

— = — a-O-®0  = Q-P. 

a*  a*-m 


L’Algèbre  apprend  à trouver  des  formules  qui , par  leur 
généralité,  conviennent  à toutes  les  valeurs  numériques  qu’on 
peut  imposer  aux  lettres  : on  doit  donc  regarder  comme  un 
grand  avantage  de  n’avoir  pas  besoin  de  distinguer , dans  une 
expression  algébrique,  qui  renferme  des  quantités  de  la  forme 

— , tous  les  cas  qui  peuvent  résulter  des  suppositions-  de  m 
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s . am 

ou  <"  n\  on  mettra  am~n  au  lieu  de  — . et  la  formule  sera 

an  * 

vraie  dans  toutes  les  hypothèses  (n°  108). 

Il  faut  aussi  avoir  égard  au  cas  de  m — n;  alors  am~~n  de- 
vient ci0,  symbole  tout  aussi  insignifiant  par  lui -même  que 
a~P.  Nous  conviendrons  donc  de  faire  a°—  1,  puisqu’alors 


a 


m 


a 


n 


1. 


h'  expression  a°  est  un  symbole  équivalent  à l'unité . 


Ainsi , lorsque  nous  rencontrerons  dans  une  formule  a°  et 
Q~? , ces  expressions  seront  faciles  à comprendre,  en  exa- 
minant leur  origine  : a°  et  a~?  n’ont  pu  provenir  que  d’une 
am 

division  — , dans  laquelle  011  avait  m~n  dans  le  1er  cas, 
an  ' 

et  jiz=zm-j~p  dans  le  2e.  D’après  cette  convention,  on  peut 
faire  passer  un  facteur  du  dénominateur  au  numérateur , en 
donnant  à son  exposant  un  signe  négatif  ; ainsi 


a 


1 '» 


00 


~~p 


1 1 

fbcf  * a 


ci 


— 1 


a"1bn  _7_  _ , _ c „ f~ 


crdi 


= ambnc-?d-i , -,  = cf-1  — ’ — , 

/ c— 

: (a3  -J-  P)  (ua  ba)~l. 


a3  4-  b 3 
au  -y-  b‘z 


Voilà  donc  les  puissances  milles  et  négatives  introduites 
dans  le  calcul,  par  une  suite  de  principes  qui  ne  souffrent 
aucune  difficulté.  Nous  avons  trouvé  le  germe  de  cette  espèce 
de  raisonnement  dans  la  multiplication  des  fractions  (zfo) , 
et  nous  aurons  par  la  suite  de  nombreuses  occasions  de  nous 
en  servir.  Yenons-en  aux  puissances  fractionnaires. 

i3q.  La  règle  donnée  pour  l’extraction  des  racines  des  mo- 

m y * 

nomes,  prouve  que  cin  = am  ; mais  il  faut  pour  cela  que  n 
soit  un  multiple  de  m,  car  on  tomberait  sur  un  exposant  frac- 
tionnaire , dont  la  nature  est  encore  inconnue  • on  ne  pourrait 
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démontrer  qu’en  rendant  am  m fois  facteur , le  produit  serait 
a".  On  est  donc  ici  dans  le  même  cas  que  pour  les  exposans 

n 

négatifs , et  il  est  visible  que  am  n’ayant  aucun  sens  par  soi- 

m 

même,  on  peut  lui  faire  désigner  \/an\  par  là  les  formules 
pourront  convenir  à tous  les  cas , que  n soit  ou  non  multiple 
de  m j ce  qui  est  conforme  au  génie  de  l’Algèbre. 


Donc,  lorsque  nous  rencontrerons  am  dans  une  formule,  i! 
sera  facile  d’en  avoir  une  idée  nette,  en  observant  que  cette 
expression  n’a  pu  provenir  que  de  ce  qu’on  a voulu  extraire 
la  racine  me  de  an.  La  règle  donnée  pour  faire  cette  extraction 
est  donc  générale  dans  toiis  les  cas. 

1 i 

Ainsi  l/(3rz)  = (3a)  % , ^/( xa  — j'2)  = (x2  — y*y  , 
b2  b3  r=  \/by  c5 p5  = |/(c4p), 


i33.  a®,  aT,  an  sont  les  valeurs  de  convention  attribuées 

1 n 771 

aux  expressions  i , — et  \/am.  Mais  o,  — p et  — ne  doivent 

point  être  regardées  ici  comme  de  véritables  exposans , dans  le 
sens  attaché  à cette  dénomination , quoique  ces  valeurs  oc- 
cupent la  place  réservée  à ceux-ci.-  Ce  serait  donc  abuser  des 
termes  que  de  se  croire  autorisé  à dire,  sans  démonstration, 
que  am  X a*  ~ om4'",  quand  m et  n ne  sont  pas  tou=*  doux 
entiers  et  positifs.  Il  en  est  de  même  de  la  division,  de  l’élé- 
vation aux  puissances  et  de  l’extraction  des  racines.  Démon- 
trons donc  que  ces  symboles  suivent  les  mêmes  règles  que  les 
exposans. 

v - 

am  : an  ~ am~ny  (am)p  = \Zam  = aL 
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ï.  S’il  s’agit  d’exposans  négatifs,  on  a 

i cû^ 

i°.  am  x crn  = am  x — = — - = am~n  ; on  voit  de  même 

a"  an 

que  a~m  X fl-"  = 

2°. = am  ! = flm  X an  = flm+";  de  même  on  trouve 

a~n  a" 

Cl — ,rl  CL  m 

crue  - — = cl  m n , et  que  — - = an~m  ; 

'l  an  A n 

3°-  (-a-ny=&P=^=a~np’ 

m « 

/ i i 

Va*  = y • 

am 

s 

II.  Pour  les  exposans  fractionnaires,  on  peut  d’abord  en 
multiplier  les  deux  termes  par  un  même  nombre  p;  car 

t m mp 

(îoo)  am  = y/a*  = \/anp  z=zamp.  On  peut  donc  réduire  au 
même  dénominateur  les  exposans  des  quantités  qu’on  veut 
multiplier  ou  diviser  entre  elles. 

* L m tn  m ï±a 

i °.  Soit  cim  X am  = \/an  X \Za?  = \/an+p  = a m ; 

*L  JL  m m m t—L 

2°.  am  * am  — y/flB  ; y/ap  = p — a m ; 

/ «y  m m ?jl 

3°.  \a"7  = (V/a’)p  = t/c”p  — fl  m ; 

4°.  {/a™  ~ V/({/fl”)  = î?a*  = amp- 

Remarquons  en  outre  que  les  calculs  relatifs  à l’exposant 
fractionnaire  permettent  de  le  supposer  aussi  négatif. 

III.  Prenons  le  cas  des  exposans  irrationnels  , et  soit  par 
ex.  d/%  X fl*'3  désignons  par  z et  z les  valeurs  approchées 
de  ces  exposans,  ou  z~\/2  + /z,  2 } h et  h* 
étant  des  erreurs , qu’on  peut  diminuer  à volonté , en  pous- 
sant plus  loin  l’approximation.  Or,  si  on  se  contente  des  valeurs 
approchées  z et  z > le  produit  ne  sera  lui -même  qu’approché  ^ 
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et  en  désignant  par  u l’erreur  qui  en  résultera , et  qu’on  peut 
rendre  aussi  petite  qu’on  voudra , on  aura  exactement 

cy*  X cy2 3  -f  * — azJrz' = ay'*+'S3+h+h'  — a'/a+*/3  X CLh+k'  ; 

mais  plus  h et  h'  seront  petits,  plus  ah+h'  approchera  de  1 ; 
ainsi  on  peut  donner  à ce  2 e membre  la  forme  czv/24V3  -f-  fi  , 
fi  décroissant  indéfiniment  avec  <*,  h et  h' , Egalant  les  termes 
constans  (ii5),on  trouve  cXa X flY'3==av''2+v''3.  On  prouve- 
rait de  même  que  les  exposans  irrationnels  sont  soumis  aux 
mêmes  règles  que  les  entiers,  dans  la  division  et  l’extraction  : 
c’est  d’ailleurs  une  conséquence  de  ce  qui  vient  d’être  dé- 
montré. 

IY.  Quant  aux  exposans  imaginaires,  d’après  leur  définition 
(128) , les  règles  relatives  aux  quantités  réelles  s’appliquent 
à celles  qui  ne  le  sont  pas , lorsqu’on  veut  les  livrer  au  calcul , 
quoique  celles-ci  ne  soient  que  des  êtres  de  raison  ; ainsi  il 
n’y  a lieu  ici  à aucune  démonstration. 

On  facilite  quelquefois  les  calculs  par  ces  principes  *,  par 

5 7 

exemple  , pour  diviser  | par  \/  cfb3  , on  écrira 

3 4 2 3 • f 

\ a7b7 } et  réduisant  les  exposans  au  même  dénominateur, 
il  vient 

9 1 a 8 i o i 5 1 1 1 3 3 5 

a3°  b35  I a3°  b 35  = a35  bSb  = \/allbl3. 

Les  polynômes  qui  contiennent  des  exposans  négatifs  ou 
fractionnaires  sont  soumis  aux  règles  ordinaires , et  il  convient 
d’acquérir  l’exercice  de  ces  calculs.  La  division  suivante  in- 
dique la  marche  à observer. 

6a 4 — 23a5  y/ — i — i3ab— ao^22a~ *b  \/-l-{~6a— 3ba  f 2a2-5  b 

-6q4+i5ay-i+  9ab ) 

Ier  reste — 8 a2  y/ — i — L \ab — 20-}~22a~Ib  \Z-i~t~6a— 3b* 

-4-  8a»  y/—  i — f-20 — 12a—1  b v'-i 

2e  reste  , — 4 ab  ~{~ioa-lb  y/-i-\~6a-*b* 

3e  reste,  o 

Observez  que  le  quotient  peut  admettre  des  exposans  néga- 

tifs pour  a , et  cependant  être  exact;  or,  si  la  division  se  fait 

exactement,  il  est  clair  que  la  somme  des  moindres  exposans 
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de  a dans  le  quotient  et  le  diviseur,  doit  donner  le  moindre 
dans  le  dividende.  Ainsi,  retranchez  les  plus  petits  exposans 
de  a dans  ces  deux  premiers  polynômes , et  vous  aurez  le  plus 
petit  dans  le  quotient,  si  la  division  se  fait  exactement.  On 
est  donc  assuré  qu’on  n’est  pas  dans  ce  cas  , lorsque  le  quotient 
est  poussé  jusqu’à  un  exposant  moindre  que  cette  différence. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

90 ab3 — 195a  2A3-f9oa~2&3,  et  1 2ab3 — 36a  flh3-4“27a'~2^3  > 

JL  — 

je  mets  en  évidence  les  facteurs  i5b3  et  3b3  indépendans  de 

, i_ 

a , et  je  les  supprime , sauf  à multiplier  par  3 b3  le  com- 
mun diviseur  des  polynômes  ristans  ; je  multiplie  par  a2,  pour 
chasser  les  exposans  négatifs  , et  il  vient 


3 1 

6a3  i3 a 2 -f  6 , et  4 a 3 — l2a*  + 9* 


6 a3 — i3a2-f-  G]  (\ a3 — 1 2a2  — 3 corn,  divis. 


12  a3 — 26a1  -4*  12 

3.  j ü 

— T2«3-l-36tf2— -27  j — 4^3-P  Sa* 


ia 


2 - 3 


3 

reste  10  a1 — 15 

3 


ou  2 a 


a—  3 


reste--  6a 2-f-9' 
reste  o 


Le  calcul  donne  pour  facteur  2a*  —3,  ainsi  le  commun  divi- 


seur cherché  est  3b3  (2 a2,  — ô). 


Des  Racines  carrées  et  cubiques  des  Polynômes . 

.,34.  1®.  Tout  nombre  composé  de  n chiffres  est  entre 
10"  et  io"~l;  son  carré  est  donc  compris  entre  ioa*  et  io2n~a, 
qui  sont  les  plus  petits  nombres  de  2/1-4-  1 et.  su  — 1 chiffres; 
donc  le  carré  a 2 n ou  2/1 — 1 chiffres  , ainsi  qu’on  l’a  dit  (62). 

2°.  Soient  a et  a-f  1 deux  nombres  consécutifs;  leurs  carrés 
a2  et  a2  -f  2a  -fi  d iffèrerit  entre  eux  de  2a -f  1 ; ce  qui  est 
d’accord  avec  ce  quon  sait  (n°66,  4°*)* 
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5°.  Lorsqu’on  a poussé  le  calcul  de  l’extraction  jusqu’à  con- 
naître plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine , les  autres 
se  trouvent  par  une  simple  division , ce  qui  abrège  sur-tout 
les  calculs  d’approximation. 

En  effet , soit  N le  nombre  dont  on  veut  obtenir  la  racine  , 
a la  partie  connue  de  cette  racine  , et  x celle  qu’on  cherche  ; 
%/N  = a x donne  N — a2  -f-  2 ax  + x2  ; transposant  a2, 


et  divisant  par  2 a } il  vient 


N—  a2  . x2 


2 a 


= x -f-  — . Cela  posé , si 
2 a 


■x  est  composé  de  n chiffres , x 2 en  aura  27 1 au  plus  ; par 
hypothèse  rz  en  a au  moins  n-\-  1,  lesquels  sont  suivis  d» 


or 


n zéros  ; on  voit  que  a sera  > x2>  et  par  conséquent  — <3 

2(1 


on  aura  donc  x 


N ■ 


a' 


2a 


, lorsqu’on  ne  voudra  que  la  parte 


entière  de  \/N ; ce  qui  arrive  toujours,  puisque  dans  les  ap- 
proximations , et  même  pour  les  racines  des  fractions  , Ls 
nombres  doivent  être  préparés  de  manière  à ce  que  l’extrac- 
tion ne  porte  que  sur  des  parties  entières  (110  66  , 10.). 

O11  divisera  donc  N — a2,  ou  le  reste  de  l’opération  quia 
servi  à trouver  a,  par  le  double  de  a;  et  pour  cela,  m 
regardera  la  partie  connue  a de  la  racine  comme  des  unilés 
simples  ( en  omettant  les  n zéros  qui  devraient  être  mû  à 
sa  droite  ) , et  pn  supprimera  aussi  .n  chiffres  à la  droite  de  ZV. 

Ainsi,  pour  1/3.57.67.98. 17,  les  trois  ir#s  tranches  donntnt 
d’abord  i85  pour  racine,  et  278  pour  reste  : si  donc  on  ii- 
vise  27898  par  2 fois  i83,  ou  366,  on  aura  76  pour  les  dmx 
autres  chiffres  de  la  racine  , qui  est  18376. 

De  même,  \/2-=i  i,4i42>  en  ne  poussant  Fapproximaton 
(64)  qu’aux  iooooes  : pour  trouver  4 autres  décimales,  comme 
le  reste  est  3836,  on  divisera  5836cooo  par  2X  ï414s  011 
28284  : Ie  quotient  est  i356 , on  trouvera  par  ce  moyen  , 

\/2  = i,4i421356237,  {/3  = 1,7320508076. 

ï35.  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  de 

9a4  — 12 a3b  3/^a2h2  — » zcah3  25 h*  ; 
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représentons  ce  polynôme  par  JY.  Nous  dirons,  pour  abréger, 
que  le  terme  où  la  lettre  a porte  le  plus  haut  exposant , est  le 
plus  grand . Soient  x le  plus  grand  terme  de  la  racine  cher- 
chée j y la  somme  des  autres  termes;  d’où  (n°  97,  i°.)  , 
X=(x  -\-y)2  =zx2-\-  üxy  -f-  y2\  x*  est  visiblement  le  plus 
grand  terme  du  carré  JY,  ainsi  qcd,  ou  x~ 5a2  pour 

j€r  terine  de  la  racine,  et  X—  gud-f- 6aaj -b-yz.  Otant  ga* 
des  deux  membres,  il  vient 


— i2,a3b  -f*  3 4a2ù*  — 20 aù3  -f-  25M  = -f-^% 

t est  en  général  un  polynôme,  aussi  bien  que  6a2y;  or , y 
l’ayant  que  des  termes  où  l’exposant  de  a est  moindre  que  2 , 
:1  est  clair  que  le  plus  grand  terme  de  (6a2  -f-jO  Xy  est  le 
produit  de  6a 2 par  le  plus  grand  terme  de  y ; ainsi  ce  terme 
æra  le  quotient  de  — 12 a-b,  divisé  par  6a2  double  de  la  racine 
touvée.  Il  en  résulte  que  — 2 ab  est  le  2e  terme  de  la  racine. 

Pour  achever  le  calcul , faisons  3 a1  — 2 ab  y onx  — 2 ab~x'3 
e désignons  par  y les  autres  termes  de  la  racine.  On  a 
^ = x'2  -f-  2 x' y -}-  y 2 ; ôtons  x'2  de  part  et  d’autre  ; a/3  se 
compose  de  x2,  déjà  ôté,  puis  de  — 2iX  2«ù-f-(2aù)3 , ou 
— <iab  (2>r — 2ab).  Si  donc  on  écrit  le  2e  terme  — 2 ab  de  la 
ræine , à côté  de  6a2 , double  du  ierj  et  si  on  multiplie  par 
— 2 ab,  en  retranchant  le  produit  du  reste  ci-dessus,  on  aura 


5o a2b2  — 20uù‘5-|-  25 M — 2JC'y' 


si  y est  un  polynôme,  il  est  aisé  de  voir  que  le  plus  grand 
terme  3 oa2b2  est  celui  de  2j/ y' , c.-à-d.,  est  le  produit  du  plus 
grmd  terme  de  <2xr  par  celui  de  y . Si  donc  on  divise  3o a2b2 
pa:  6a%  bb2  sera  le  3e  terme  de  la  racine. 


Taisons  3 a2  — 2ab~\-bb2  ou  x'  -f  5ù3  — x’\  et  désignons 
par  y"  la  somme  des  autres  termes  de  la  racine  : on  aura 
X — x "2  = 2a fy"  -f  y"a  ; or  , pour  retrancher  x"2  de  JY  , comme 
on  a déjà  ôté  x'2 } il  faut  du  dernier  reste  3oa2ù2 — 2oaù -4-25^ 
Ôter  encore  2.r'  .bb2  (5ùa)%  ou  bb2(ox  -f-  bb2) . On  écrira 
donc  -}- 5 b2  à côté  du  double  6a 2 — ^ab  des  deux  1 ers  termes 
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de  la  racine,  et  on  multipliera  par  le  3e  terme  5 enfin,  on 
retranchera  le  produit  du  2e  reste.  Comme  ce  produit  et  ce 
reste  sont  égaux,  011  a X — x"*  — o,  d’oùy^  — o et  x"  = y/ X. 
Ainsi  la  racine  demandée  est  3a*  — uab  4-  562. 

Voici  le  type  du  calcul. 


gaA — I2a*6-f-34a’^a — 20a63-f-2564  f 3a* — 2a6  5b" 


— 9°  4 1 

i*rreste, — 1 2a36-j-3.ia*6i — 20a63-f-2564  J (6a* — 2a6)  x — 2a6 
-f-i  2a 3 6 — 4a 2 6a  \ 

2e  reste,  -+00 a»6» — 20 a63-f-2564  I 6a» — 4^6  -f*  56* 

3e  reste.  ........  o ? X 56* 


On  voit  qu7  après  avoir  ordonné , il  faut  prendre  la  racine  du 
ier  terme  j et  continuer  l’opération  comme  pour  t extraction 
numérique  ( n°  6 2).  Les  exemples  suivans  montrent  que  la, 
même  marche  de  calculs  donne  la  racine  lorsqu’il  y a des  ima  - 
ginaires, ou  des  exposans  négatifs  ou  fractionnaires. 


ga* — I2a3  y/ — I — 2a!!(2 — 3 y/ — 2)-f~4a  y/z — 2 
— Qa4 

î«r  reste — 12 a3  y/ — 1 — 2a»(2 — 3 ^ — 2)-f*4 a — 2 

-r-i2a 3 y/ — -i-Hfa» 


2e  reste,  6 a*  y/ — 2+4a  v'a — 2 

3e  reste.  o 


3 a3 — 2a  y/-I  -{-  y/-2 


(6a» — 2a  \/“i)  X -2a  V' — 
6a»— 4ay'-l 

x + V'-a 


r . 


4a  » — x 2a  b u-hgb-f~i  2- 

-4  «y 


•i8a~ '6  ~ t~ga_ 


ï«r  reeie — I2a62-hg6+i2 — i8a-I6a-f-ga-* 
1 

-4-12  abU — 96 


1 

»e  reste,  12  — i8a-I6*~f-ga-* 

3e  reste.  o 


1 

2a— 3 b — f- 3a.  * 

1 1 

(4a— 36*  )x  -36a 


— 66**  -f»  3a_l 
X +3a-1 


icr  reste  — au 

-j-a2 — lcdx~2 
2*  reste , — -a+x~% 

* 4 


!x — \a%xml — ^a*x~3~ — . . . . 

(q.x — ~a2x~ 1 ) X — {a2x~~ 1 
2x — a2x~l — - cdx~s 
X — ^a4x“3 


3e  reste. 


~h~a  hsr* — b aGvC“^— *^-a8  x“  6 
etc. 
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Ce  dernier  ex.  montre  comment  on  doit  se  conduire  lorsque 
l’extraction  ne  peut  se  faire  exactement , ce  qu’on  reconnaît 
quand  on  trouve  quelque  terme  de  la  racine  où  a porte  un  ex- 
posant moindre  que  la  moitié  du  plus  faible  exposant  du  carré. 
Du  reste , on  a ici 


, „ a aï  au 

— û ) = ;r—  «tt  — — 5 — etc- 


Bar 


£ 

ib\r5 


1 36.  Le  cube  de  rr-J-y  est  x'-j-^x^-j-^xy^-j-y3  (71*97,  2°.); 
il  sera  facile  d’appliquer  les  principes  précédens  à la  recherche 
de  la  racine  3e  d’un,  polynôme.  Nous  nous  bornerons  à l’exemple 
suivant  : 


8æ6  — 3 6a^b*  -f-  5^a*b^  — 276®  ( ia*  — 3 b3  racine. 

~^'fG \ 12^4  — i8æ2£2  -f-  9 M 

jer  reste, — 3 6a*b3  -f«  5\a3b^  — fx — 3b3 

2e  reste o 

Après  avoir  ordonné,  cherché  la  racine  3e  du  i*r  terme  Sa 6, 
qui  est  nn2,  et  retranché  ce  terme,  on  aura  un  ier  reste.  On 
en  divisera  le  ier  terme  — 3 SnA2  par  i2cd,  triple  du  carré 
de  2 a2;  le  quotient  — 3 ù2  est  le  2e  ternie  de  la  racine.  Près 
de  i2nd,  on  écrira  — i8a2ù2-f-  gM,  ou  le  triple  du  produit  de 
— 3ù2  par  le  ier  terme  2 «2,  et  le  carré  de  — 3 &2;  on  multipliera 
ce  trinôme  par  — 3ùa,  et  on  retranchera  le  produit  du  ier  reste. 
Le  résultat  étant  zéro,  on  a de  suite  — 3 bu  pour  racine 
cubique  exacte  : s’il  y avait  un  2e  reste  , on  opérerait  de  même 
sur  ce  reste. 

Nous  ne  dirons  rien  ici  des  racines  4e»  5e.  . . , qui  sont  sou- 
mises aux  mêmes  principes  ; nous  reviendrons  sur  ce  sujet 
(n°  489). 

Équations  du  second  degré. 


137.  En  passant  tous  les  termes  dans  le  1er  membre,  ré- 
duisant en  un  seul  tous  ceux  qui  contiennent  soit  x , soit  x2, 
et  aussi  sur  tous  les  termes  connus , l’équation  du  2e  degré 
prend  la  forme  Ax 2 -f-  Bx  -f-  C~  o , et  faisant 

B C 

A^?’  AT*' 


C_ 

A 


on  a 


ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ.  jÿi 

x2 -f  px  -f-  q t=  o . . . . (t), 

équation  qui  peut  représenter  toutes  celles  du  second  degré,  et 

dans  laquelle  p et  q sont  des  nombres  connus  positifs  ou 
négatifs. 

Divisons  x*  -f-  px  -f-  q par  x — a,  a étant  un  nombre  quel- 
conque, il  viendra  le  quotient  x-f-a  -f  p,  et  le  reste  a2  -f-pa-f-q. 
Ce  reste  est  ou  n est  pas  nul , selon  que  a est  ou  non  racine 
de  1 equ.  proposée  (on  nomme  racines  les  valeurs  qui  satisfont 
à cette  équ.,  parce  qn’on  les  obtient  par  une  extraction).  Donc, 
tout  nombre  a qui  est  racine  d'une  équation  du  2e  degré , donne 

un  diviseur  binôme  (x — a)  du  ier  membre  de  cette  équation , 
laquelle  prend  alors  la  forme 

C*  — a ) ( r -f-  c -{-  p)  = o. 

Or,  on  demande  toutes  les  valeurs  propres  à rendre  ce  produit 
nul,  ainsi  x =z  — a—p  jouit  aussi  bien  de  cette  propriété  que 
x~a.  Donc,  i°.  toute  équation  du  2e  degré  qui  a une  racine  a, 
en  admet  encore  une  seconde  — (a  -f-  p). 

2°.  Cette  équation  ne  peut  avoir  que  deux  racines  : cette  pro- 
position sera  démontrée  plus  tard  (n°  492). 

3°.  Les  deux  racines  étant  -f  « et  — (a+p),  leur  somme 
est  — P>  et  leur  produit  est  — (u2  + «p),  ou  ~qs  à cause  de 
a%  -f  pa  -f-  q = o ; donc , le  coefficient  p du  2e  terme  en  signe 
contraire  est  la  somme  des  deux  racines > et  le  terme  connu  q 
en  est  le  produit . Par  ex.,  pour  x2—Sx  + i 5 = c , x=z  5 est 
une  racine,  ainsi  qu’on  le  reconnaît  en  substituant  ; on  trouve  que 
le  ier  membre  est  divisible  par  x — 5 ; le  quotient  est  rr — 5-  5 
5 sont  donc  les  deuxracines;  leur  somme  est  8,  et  leur  produit  10. 

4°.  Il  est  facile  de  former  une  équation  du  2e  degré  dont  les 
racines  k et  l soient  données;  on  en  fera  la  somme  k -f  / et 
le  produit  kl,  et  on  aura  x‘  — (k  + /)x  -f  « — 0.  On  pourra 
encore  former  le  produit  (x  — k)  Or  — /).  Par  ex.,  si  5 et  —7 
sont  les  racines,  on  multiplie  x — 5 par  .r-f7;  ou  bien  oa 

prend  o — 7 = _ 2 ; 5 X — 7 =—  35,  et  changeant  le  signe 
de  la  somme  , + a*  _ 35  = o est  l’équ.  cherchée. 
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5°.  Résoudre  l’équ.  (1),  revient  à, chercher  deux  nombres 
dont  — p soit  la  somme  et  q lé  produit. 

6°.  Il  peut  arriver  que  les  racines  k et  l soient  égales  * alors 
les  facteurs  x — k et  x — l étant  égaux,  x2 4- px  -f- q est  le 
carré  de  l’un  de  ces  facteurs. 


1 38.  Pour  résoudre  l’équ.  (1),  remarquons  que  si  x*-fpx-\-q 
était  un  carré,  en  extrayant  la  racine,  on  n’aurait  plus  qu’une 
équ.  du  ier  degré;  comparons  ce  trinôme  à (x -{-  nf  ou 
xu  -f-  iznx  -f-  n 2;  n est  arbitraire  ; ainsi  faisons  n~~p}  pour  que 
les  deux  ier*  termes  soient  égaux  de  part  et  d’autre. 

Donc,  si  72 2 ou  ^p2  — q>  x2  f- px  -f-  q est  le  carré  de  x-\-~pm9 
ce  trinôme  n’est  un  carré-  que  dans  ce  cas.  En  remplaçant  p 


B 


et  q par  — et 


C 
~A 9 


on  trouve  que  pour  que  Ax2 -f- Bx -f- C soit 


un  carré j il  faut  quori  ait  entre  les  coejjiciens  la  relation 
JB2  — 4AC  = O. 

Dans  le  cas  où  ^p2  — q } la  proposée  revient  à (x-j-  jp)2  = o 9 
et  les  deux  racines  sont  égales  à — ^p. 

Mais  si  cette  condition  n’a  pas  lieu,  ajoutons  \p2 — q aux 
deux  nombres  de  l’équ.  (1),  il  viendra 


x%+px  + ïP*  = (x  -f  ip)2  — q, 

extrayant  la  racine,  x -f-  lp—  db \/  {fp0, — q)> 

d’où  x——  — q)  ....  (2). 

Nous  avons  donné  (n°  125)  la  raison  du  signe  dz.  Ainsi , la  va- 
leur de  x est  formée  de  la  moitié  du  coefficient  du  2e  terme  en 
signe  contraire , plus  ou  moins  la  racine  du  carré  de  cette  moitié 
ajoutée  au  terme  connu  passé  dans  le  2e  membre . Dans  chaque 
ex.  on  aura  de  suite  la  racine , à moins  qu’on  ne  veuille  refaire 
les  calculs  précédens  sur  le  trinôme  proposé. 

Pour  xu  — 8x  -f-  1 5 — o , on  trouve 

a:  — 4 — V/(i6 — 1 5)  = 4 — 1 > c.-à-d.  x — 5 et  3. 
De  même  x*-j-2X  = 35  donne 
x=: — 1 zt  \/(35  + 1)  i d: G,  ou  et  = — 7. 


ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ.  1^3 

*%•  Le  résultat  (a)  oîFre  plusieurs  cas.  Faisons,  pour  abré- 
ger,  ~p^ — q~m,  d'où  q~\pl — m \ ce  qui  chang ex*-\-px-\-q 


en  x^+px-^lp*  — m,  ou  (ju-f-  ip)a—  rn  ; 

c’est  la  quantité  qu’on  veut  rendre  nulle  par  la  substitution  de 
certains  nombres  pour  x» 

i°.  Si  m est  négatif;  comme  \p>  est  toujours  positif,  il  faut 
que  q soit  positif  dans  le  ier  membre  (î)  et  > \p*.  Mais  alors  la 
proposée  revient  à (x  -f-  jp)?+  o ; onveut  donc  rendre  nulle 

la  somme  de  deux  quantités  positives,  problème  visiblement 
absurde  : et  comme  on  a — zh  {/—m,  le  symbole 
V/  m>  absurde  en  lui-même,  servira  à distinguer  ce  cas. 
Donc,  le  problème  est  absurde  lorsque  les  racines  sont  ima- 
ginaires. 

Cependant  nous  dirons  encore  dans  ce  cas  , que  la  proposée 

a deux  racines  , parce  qu’en  assujétissant  ces  valeurs 

^ a P ——■  \/  aux  memes  calculs  que  si  elles  étaient 
réelles,  c.-à-d.,  les  substituant  pour  x dans  la  proposée,  elles 
y satisfont  ; nous  ne  donnons  ceci  que  comme  un  fait  algébrique. 
C’est  ainsi  que  les  valeurs  négatives,  quoique  vides  de  sens  en 
elles-mêmes,  peuvent  servir  de  solution  à une  équation  (n°  io^) 
sans  convenir  au  problème,  à moins  qu’on  ne  lui  fasse  mbir 
quelque  modification. 

2°.  Si  m est  nul , ce  qui  exige  que  q soit  et  positif 

dans  le  ier  membre  de  la  proposée , alors  px+q  revient 

au  carré  de  x -f-  ~p,  et  les  racines  sont  égales;  c’est  le  passage 
des  racines  imaginaires  aux  réelles. 

3°.  Si  m est  positif,  q doit  être  négatif  dans  le  ier  membre, 
ou  si  q est  positif,  il  est  < \pg  dans  ce  cas 


(x-f  ipY—  m—  (j?  + ïP  +Vm)  X (x  -J-  lp  — {/m), 
tels  sont  les  facteurs  du  ier  membre  de  la  proposée  (i);  les  ra- 
cines sont -lp  + v/w  et:  -{p- — [/  dont  la  somme  est -m 

et  le  produit  \p* —m  ou  q. 

4°.  Si  m est  un  carré,  les  deux  racines  sont  rationnelles. 

5 . biles  tacines  sont  réelles  et  de  même  signe,  il  faut  que 

1 * i3 
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~p  l’emporte  sur  le  radical,  qui  a le  signe  db;  ainsi  lpy>\Zm 
ou  — q , ou  enfin  q>o.  Ainsi,  quand  q est  négatif 

les  racines  ont  des  signes  contraires,  et  lorsque  q est  positif 
(et  CïpO.i  eur  signe  est  le  même  et  opposé  à celui  dep. 

T^oy.  n°  108,  2°.  pour  l’interprétation  des  racines  négatives. 

6°.  Si  q~o,  sans  recourir  à la  formule  (2),  on  a 

x2  -j-px  — x(x  -f-  p)  = o,  d’où  x = o et  x ~ — p. 

y0.  Si  p — o , on  a x2  -f-  q = ° , d’où  x ~zh\/ — qt  valeur 
réelle  ou  imaginaire,  selon  le  signe  de  q . 

8°.  Quand  la  proposée  a la  forme  Ax2  -f-  Bx  -f-  C — o,  le 
1er  terme  ayant  un  coefficient  A , nous  avons  dit  qu’on  le  dé- 
gage en  divisant  tout  par  A ; mais  on  peut  aussi  rendre  ce 
1er  terme  un  carré , en  multipliant  l’équ.  par  4 A ) on  a 


4A2x2  -f-  4ABx  + 4^ C — c , 

on  compare,  comme  ci-dessus , au  carré  de  2 A.v~\-n  , on  voit 
qu’il  faut  prendre  n = B et  ajouter  B 2 pour  compléter  le  carré  ; 
donc 


{yAx  -I-  By  — B 2 — 4AC , 


et 


X 


— B±s/(jB2  — 4AC) 
2 A 


C’est  ainsi  qu’en  résolvant  par  rapport  à yy  l’équ. 

Ay 2 -f-  Bxy  -f-  Cxy  -f-  Dy  -f-  Ex  -f-  F — o , 

— Bx—  D±y\_(B'—  (lAC)x'  +3  {BD-iAE)x+D'-\AF‘\ 

011  a y = • -j . 

^ iA 

90.  On  a Ax2-\~  Bx  -f • C—  A [(jc  -f-  p)a  — rrT\  , m étant 
négatif,  nul  ou  positif,  suivant  que  les  racines  sont  imagi- 
naires, égales  ou  réelles.  Dans  les  deux  Iers  cas,  quelque  va- 
leur qu’on  substitue  pour  x dans  le  trinôme,  le  multiplicateur 
de  A étant  positif,  le  produit,  ou  Ax 2 -f-  Bx  -f-  C , doit  avoir 
le  même  signe  que  A . Mais  si  m est  positif,  soient  a et  b les 
racines  réelles,  on  a 

Ax2  + Bx  -f  C = — à)  (ju  — b) , 

et  on  voit  que  si  l’on  donne  à x des  valeurs  plus  grandes  ou 
moindres  que  a et  ù,  le  signe  du  résultat  sera  le  même  que 
celui  de  A\  mais  il  sera  different  si  a;  est  compris  entre  a et  b. 
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Le  trinôme  qui  conservait  ci-dessus  le  même  signe  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  change  donc  maintenant  deux  fois  de  signe, 
lorsqu’on  fait  passer  x d’un  état  compris  entre  a et  b } à un 
autre  qui  soit  ou  ou  a et  b. 

On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

1er  Cas.  gx2 — i2x-f-8— o...  x=f±:|y/— • 1, 

ü8....  px2 — i2X-f-4~°***  x— f , 

oux— 1 etx=|, 

— 


(9- 


)Xx— -1 2X-f~3^=Q. . . 

3e et 4e.  { 2xi-4—  3x-f-i~o... 

X — 2—0... 


I 

3 > 


12X  - 

x2- 


x— — ou  x= — l et  x 


•a  > 


ou  X— 2 et  X'- 


5e..., 

6e....  { 


5x— — 6 . . . 

^ O «te/* 

xaH-  9 =o, 


x2 


• • • • • 


X— , 

x— 3 et  x— 2 , 

x— 3 et  x — — 3, 

x~zh3  \/ — 1. 

i4o.  I.  Trouver  un  nombre  x tel,  qu’en  ôtant  2 de  son  carré 
le  reste  soit  1 . On  a x2  — 2 ==  1 , d’où  x = zt  [/  3. 

II.  Partager  n en  deux  parties  telles,  que  m fois  la  ir®,  mul~ 
tipliée  par  n fois  la  2e,  donne  le  produit  p.  On  a 


mx.n(a — x)  — p , 


Si  Ton  veut  partager  a en  deux  parties , dont  le  produit  p soit 
donne , il  faut  faire  m zzz,  n ~ 1 . Comme  les  racines  sont  ima- 
ginaires lorsque  p > {a2,  on  voit  que  le  produit  ne  peut  surpas- 
ser le  carré  de  la  moitié  de  rz,  c.-à-d. , que  es  carré  de  f a est 
le  plus  grand  produit  possible  qu’on  puisse  former  avec  les  deux 
parties  de  a (n°  97,  3°.). 

III.  Etant  donnés  le  produit  p de  deux  poids  et  leur  diffé- 
rence, trouver  chacun  d’eux.  On  a xy=p}  r —y  — d , d’où 

x — — ld±.\/{\d2^p) 

et  y = — iddby/{ld*  + p). 

IV.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  somme  a et  celle  b 
de  leurs  cubes  soient  données.  De  x -f -y  r=  a,  x3  -f- y3  — b f 
on  tire  a3  — 3azx  -f-  3ux2  — b t et  faisant  b — af  on  a 
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V.  Quel  est  le  nombre  dont  n fois  la  puissance  p est  égale  à 
m fois  la  puissance  p -f-  2 ? x — ziz  \/(ji  \ m) . 

VI.  Plusieurs  personnes  sont  tenues  de  payer  les  frais  d’un 
procès,  montant  à 800  fr.  ; mais  trois  sont  insolvables,  et  le$ 
autres  , suppléant  à leur  défaut,  sont  contraintes  de  donner 
chacune  60  fr.  outre  leur  part;  on  demande  le  nombre  x des 

„ 800  800  r „ , _ 

payans.  On  a —~_rx  = bo,  a ou  x2  -f-  ox  = 40  et 

X "T1  O OC 

x~  — I ±:]/(| -f- 4°)~ — I ainsi,  il  y avait 5 payans , 

au  lieu  de  8.  Il  est  aisé  d’interpréter  la  racine  négative  — 8. 

VIL  On  a deux  points  lumineux  A et  B (fig.  2)  , distans 
entre  eux  de  AB  ~a  \ l’intensité  de  la  lumière  répandue  par  A 
est  7 n fois  celle  de  B ; on  demande  le  lieu  C qui  reçoit  la  même 
clarté  de  part  et  d’autre  , sachant  que  la  lumière  transmise  par 
un  point  lumineux  décroît  comme  le  carré  de  la  distance. 

Soient  a et  /3  les  intensités  des  lumières  que  communiquent 
les  foyers  A et  B à.  la  distance  1:  -,  . . . seront  celles  que 

' 1 4 9 

reçoit  le  point  C lorsqu’il  s’écarte  de  A à la  distance  1,  2,  3....  ; 
ainsi,  ~ est  celle  qui  répond  à l’espace  AC  = x ; et  comme 


x 

BC~a  — x , la  lumière  que  B transmet  à C est 
u /3 

a donc  — r 

x {ci — x) 

a ~ 771/3 ; extrayant  la  racine,  on  trouve  enfin 

a \/  m a 


: on 


(a  — x)2- 

, , « / a:  V 

, a ou  - = ( ) en  posant 

/3  \&  — x/ 


x 


]/'  771  Zb  1 


OU  X 


m 


(mzr  p/  m)- 


En  général,  on  doit  éviter  la  double  irrationnalité  des  deux 
termes  d’une  fraction  (n°  65) , et  sur-tout  celle  du  dénominateur. 
Ici,  on  a multiplié  haut  et  bas  par  \/nizç:  1,  ce  qui  a donné 
^n°  97,  3°.)  pour  dénominateur  m — 1,  et  pour  numérateur 

a zp  1),  ou  (m  zp  \/m).  On  en  dira  autant  des» 

cas  semblables. 
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VIII.  Soit  donnée  une  fraction  - ; quel  est  le  nombre  x qui, 

ajouté  soit  au  numérateur  a , soit  au  dénominateur,  donne  deux 
résultats  dont  la  ire  soit  k fois  la  2e,  ou 

= r~— , x2  + (a  -f-  b)x  ==  ab(k  — - 1); 
b b -f-  x 

donc  x ~ — A(a-j~è)rt-j|/  [(a  — ^abk~\. 


IV.  DES  RAPPORTS. 


Des  Proportions . 


141.  1®.  L’équidifïerence  a.b'.c.d,  équivaut  à a — b=c — d\ 
d’où  a — f-  d — c — b.  Si  l’équidifférence  est  continue,  on  a 
f a.b.d}  d’où  2.bz=ia-^d  ( voy . n°  72). 

Cl  c 

20.  Soit  la  proportion  a\  b " c l d,  ou^  = ^;  ona cid—bc, 
bo 

d’où  d = —,  Si  la  proportion  est  continue  f ~a\b\d>  on  a 
b = [/  ( ad ) ; (uoy.  n°  72). 

3°.  — bci  — m — 771%  ou  (a  -J-  ù)  (a  — ù)  m (1  — m) , 


donne  la  proportion 


u + b 1 — m 


. De  même  1 — 


a 


m 


a 


a 


1 1- 1 - oc 

donne  = — - — (voy,  n°  72,  4°)« 

I X " 1 oc 


a 


4°.  Ajoutons  ih/Ti  aux  deux  membres  de  g = g;  il  vient 

a±z  b . b 
'~l’7±Ld.  — d, 


a±.7nb  càzmd  , adlmb  b 

-,  d ou  — 7 -,  = -,  Si.  ?n 


ù d 

(uoy.  n°  73). 


5°.  Soient  % = - 

b 


c zL  md  d% 


. une  suite  de  rapports  égaux. 


de  sorte  que  g = q,  ou  a — ùq,  c =.  dq,  e ■ 


w a « 
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En  ajoutant  toutes  les  équations  on  a (n°  70,  3°.) 

a ~f~  c + e.  • • ^ Çf(ü  "f*  ^ 4“ /+»•••)  » 

> c — f-  c — f~  e -4"  • • • o 

dou  g+rf+/+...  =^  = 6- 

6°.  Si  a l b II  c l d 3 on  a 

r?s  ih  m m 

am  : bm  : : cm  : Jm,  v/a  : : : iA  • 

ZA?  Progressions  par  différence. 

î • x • , , 

142.  Soit  la  progression  fa.  b.c.  . , . i.k.l;  c?l a raison,  n te 
nombre  des  termes;  on  a les  ( n — 1)  équ.  b—a-^-d,  c—b-\-d  . . , 

d\  en  ajoutant,  il  vient  l~a-\~d(ji  — 1),  comme  on 
le  sait  (n°  83).  Cette  expression  de  la  valeur  du  nieme  terme  de 
la  progression  est  ce  qu’on  nomme  le  ternie  général ; il  repré- 
sente tour  à tour  tous  les  termes,  en  faisant  n — 1,  2,  3.  . . . 

Soit  s le  terme  sommatoire  de  la  progression , c.-à-rî. , la 
somme  de  ses  n premiers  termes;  on  a 

s — ci  — J—  b c —f* .....  1 ”4"*  b —f*  / , 

ou  s = a -f-  {ci  -f-  d)  -f-  (n  -f”  2c?)  • • • -+■  tz  —J—  (72.  — i)d, 

et  aussi  s — / -j-  (Z  — d)  -f-  (/  — Q,d)  ...  -f - l — (n  • — 1 )J, 

en  écrivant  le  2e  membre  en  sens  inverse.  Ajoutons  ces  équ.  ; 
comme  les  termes  correspondans  produisent  la  même  somme,  2^ 
est  visiblement  égal  à a -f-  l pris  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités, 
dans  n;  ainsi,  s~^  n(a~\-  /).  On  remarquera  qu’en  général, 
la  somme  a -f-  1 des  extrêmes  est  la  même  que  celle  de  deux 
termes  qui  en  sont  également  éloignés , et  double  du  terme  moyen 
lorsque  le  nombre  des  termes  est  impair. 

143.  Reprenons  ces  deux  équations 

1 = a d{n  — î)  et  s = J rc(a -J- /). 

Nous  pourrons  en  tirer  deux  quelconques  des  cinq  quantités 
a,  l,  d , n et  s,  connaissant  les  trois  autres. 

Yoici  divers  problèmes  relatifs  à cette  théorie. 
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I 

ï.  Trouver  n,  connaissant  a , d et  5?  L’élimination  de  l donne 
s = an  + ~ dn{ji  — 1) ; d’où 


n 


î 

r 

2 


a 

cl 


v/Cï+e-iü 


Par  exemple,  un  corps  qui  descend  du  repos  tombe  dé 
4 mètres  et  dans  la  ire  seconde  de  sa  chute,  du  triple  dans 
celle  qui  suit,  du  quintuple  dans  la  suivante....  ; on  demande 
combien  il  mettra  de  secondes  à parcourir  400  mètres  (yoy.  ma 

Méc.,  n°  157).  La  progression  ■;  4>9*  3x4>9*  5x4>9***> 

donne  s = 40Cb  a = 4,9,  d =z  2a~  y,  8;  on  trouve 


n 


v/i  = v/^,d’où  «=9",o3  et  /=83m,6 


environ. 


II.  Combien  une  horloge  frappe-t-elle  de  coups  à chaque 
tour  du  cadran?  Si  elle  ne  sonne  que  les  heures,  on  a... 

1 -J-  2 + 3 -f-. . . + 12  ; d’où  5 ~ 6 X 13  = 78.  Si  elle  sonne 
les  demies,  on  a 2-j-3-f-4*-*4“1^>  et  s = 90 , etc. 

III.  On  a un  amas  de  boulets  de  canon  disposés  en  progres- 
sion par  différence,  et  composé  de  18  rangs  dont  chacun  con- 
tient 2 boulets  de  plus  que  le  précédent;  on  demande  combien 
il  y en  a dans  le  dernier  rang  et  dans  l’amas,  sachant  que  le 
premier  rang  en  contient  3.  On  aû  = 3,n=:i8>  c?=2;  et  on 
trouve  lz=zZjy  s~ 3Go. 

IV.  Insérer  entre  deux  nombres  donnés  aetl,  m moyens  pro- 
portionnels par  différence.  Comme  771  -f-  2 = n , on  a 

l 


lz=za-\-  c?(7n  + i) , d’où  d: 


• a 


, comme  (n®  83). 


Des  Progressions  par  quotient . 

i44.  Soit  la  progression  ~ a \ b Z c Z d. . . i Z l,  q étant  la 
raison;  on  a les  n — 1 équations 

h = aq , cz=zbq , d~cq . . . . I 


iq> 


or,  en  les  multipliant  et  supprimant  les  facteurs  communs,  il 
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vient  l — aq^1,  comme  n°  8 4;  c’est  le  terme  général.  On  peut 
toujours  donner  à une  progression  la  forme 

al  aq  l aq2  l aq\.  . . . aqn~l-y 

donc  les  puissances  entières  et  successives  d'une  même  quantité 
q sont  en  progression  par  quotient.  Il  en  est  de  même  de  toute 
série  de  termes  dont  les  exposans  sont  en  progression  par  diffé- 
rence, telle  que  bxm  -f -bxm~*~h  -f-  bxmJT'2h  -f-....  Celle-ci  revient 
à la  ire  en  faisant  a = bxmi  qz=j/ch. 

Ajoutant  nos  n — î équations,  il  vient 

(b  -f-  c — f—  d ... . ~j—  l ) zrr:  {a  -|—  b — }— c . . . • “f-  £ ) 


Or,  en  désignant  par  5 le  terme  sommatoire , on  a 

{b  -{-  c -(-  = s — ay  a -f-  b -f-  c . . . -f-  i 

Iq—a 


h 


donc 


s — - a = (5  — / ) q , ou  s 


q—i 


Si  la  progression  est  décroissante,  tout  ceci  est  également 
vrai,  seulement  q 1 ',  notre  équ.  subsiste  encore.  Mais  à me- 
sure que  la  série  se  prolonge,  la  somme  s des  termes  qu’on  con- 
sidère s’approche  dejdus  en  plus  de  celle  S de  la  progression 
entière  : soit  a la  différence  $ —sy  qui  est  indéfiniment  décrois- 
sante ; de ‘plus , le  dernier  terme  l devient  en  même  temps  aussi 

7 

petit  qu’on  veut,  et  on  peut  désigner  par  fi  la  quantité  - — • 

donc  S — a — — — fi.  ou  enfin  S = — — — /q°  1 i3).  On  a 

C— <7  1 1 — <7  ^ 

donc  encore,  comme  p.  1 3i  , la  somme  totale  d’une  progression 
infinie,  dont  le  ier  terme  est  a , et  la  raison  q <é  1 . Il  est  visible 
que  notre  raisonnement  revient  à avoir  posé  lz=z  o,  comme  dé- 
signant une  quantité  infiniment  petite. 


Les  équ.  / 


aqn~\ 


s — = — ï)q 


servent  à résoudre  tous  les  problèmes  où,  connaissant  trois  des 
cinq  nombres  a,  /,  n , q et  s,  on  demande  les  deux  autres.  Du 
reste,  les  calculs  qu’il  faut  exécuter  ne  sont  quelquefois  prati- 
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cables  que  par  des  méthodes  qui  ne  sont  exposées  que  dans  ce 
qui  suivra.  Par  ex. , a,  n et  s étant  donnés,  on  ne  peut  obtenir 
q qu’en  résolvant  l’équ.  aqn  — - sq  + s ~a  , qui  est  du  degré  n » 
Lorsque  l’exposant  n est  inconnu , on  doit  recourir  à la  doctrine 
des  log.  n°  i^j}  3°. 


Des  Logarithmes . 

145.  Faisons  varier  x dans  l’équ.  y = axr  et  observons  les  va- 
riations correspondantes  dejn 

i°.  Si  a > 1,  en  faisant  x = o , on  aj=i;  x — 1 donne 
y~a,  A mesure  que  x croîtra  depuis  o jusqu’à  1,  et  de  là 
à l’infini,  y croîtra  de  1 vers  et,  et  ensuite  à l’infini;  de  sorte 
que  si  x passe  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  en  suivant 
la  loi  de  continuité , y croîtra  aussi,  quoique  bien  plus  rapi- 
dement. Si  l’on  prend  pour  x des  valeurs  négatives,  on  a y~c~x3 

ou  (n°  i3i)  y = Ainsi,  plus  x croît,  et  plus  cette  fraction 

ci  4 x 

y décroît;  de  sorte  qu’à  mesure  que  x augmente  négativement, 
y décroît  de  1 verç>  o , qui  répond  à x infini. 

^ 1 ^ . 

s°.  Si  a<j\  , on  fera  a = j , h sera  > 1 et  on  aura  v = 

D . O t)x 

ou  y ~ bx,  suivant  qu’on  prendra  x positif  ou  négatif.  On  re- 
tombe donc  sur  le  même  cas,  avec  cette  différence  que  x est 
positif  lorsque  y 1 , et  négatif  pour  y 1 ; 

3°.  Si  a — î , on  a y — 1 quel  que  soit  x. 

Pourvu  que  a soit  autre  que  l’unité,  on  peut  donc  dire, 
qu  il  y a toujours  une  valeur  pour  qui  rend  ax  égal  à un 
nombre  donné  quelconque  y.  L’usage  perpétuel  qu’on  fait  des 
belles  propriétés  de  l’équation  y^=zax,  exige  qu’on  fixe  des 
dénominations  à ses  parties,  afin  d’éviter  les  circonlocutions. 
On  nomme  x le  Logarithme  du  nombre  y ; le  nombre  inva- 
riable a est  la  Baie.  Donc  le  logarithme  dé  un  nombre  est  la 
puissance  à laquelle  il  faut  élever  la  base  pour  produire  ce 
riombre „ 


1 
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Quant  à la  base  a , elle  est  arbitraire,  et  lorsqu’on  écrit 
x — Logy}  pour  désigner  que  x est  le  logarithme  du  nombre 
y,  ou  qu ey  = ax,  la  base  a est  sous-entendue,  parce  qu’une 
fois  choisie,  elle  est  supposée  demeurer  fixe.  Mais  si  on  la 
change  , on  doit  indiquer  la  nouvelle  base  , c.-à-d.,  de  quel  sys- 
tème de  logarithmes  il  s’agit.  C’est  ainsi  que  io3— 1000,  3a 
indiquent  que  3 est  le  logarithme  de  1000  , et  que  5 est  celui  de 
32;  mais  la  base  est  îo  dans  le  1er  cas;  elle  est  2 dans  le  2e. 

14S.  On  tire  de  là  plusieurs  conséquences. 

i°.  Dans  tout  système  de  logarithmes , celui  de  1 est  zéro 
et  celui  de  la  hase  & est  un. 

2°.  Si  la  base  a est  ]>  1,  les  logarithmes  des  nombres  1 
sont  positifs , les  autres  sont  négatifs.  Le  contraire  a heu  si 
a <f  1 . 

3°.  La  base  étant  fixée  , chaque  nombre  n’a  qu’un  seul  loga- 
rithme réel  ; mais  ce  nombre  a visiblement  un  log.  différent, 
pour  chaque  valeur  différente  de  la  base , en  sorte  que  tout 
nombre  a une  infinité  de  logarithmes  réels.  Par  ex.,  puisque 
9*  r=r  81 , 34  = 81  , a et  4 sont  les  log.  du  même  nombre  81  , 
suivant  que  la  base  est  9 ou  3. 

4°.  Les  nombres  négatifs  n’ont  point  de  logarithmes  réels , 
puisqu’on  parcourant  la  série  de  toutes  les  valeurs  de  x depuis 
— oc  jusqu’à  -f-  00 , on  ne  trouve  pour  y que  des  nombres 
positifs  depuis  o jusqu’à  -f-  00. 

La  composition  d’une  table  de  log.  consiste  à déterminer 
toutes  les  valeurs  de  x qui  répondent  à^y  = 1 , 2,  3.  . . dans 

l’équ.  y = ax . Si  on  suppose  a^zzz.m,  en  faisant 

x=o  <*  un  S*  4*  5ût. . . logarithmes t 

on  trouve 

y 1 m m*  m3  nri  ms...  nombres; 

les  log.  croissent  donc  en  progression  par  différence  , tandis 
que  les  nombres  croissent  en  progression  par  quotient;  o et  1 
sont  les  deux  iers  termes  : les  raisons  sont  les  nombres  arbi- 
traires u et  m.  On  peut  donc  regarder  les  systèmes  de  valeur* 
de  x et  y qui  satisfont  à Y équ.  y = a9?  comme  classés  dans 


LOGARITHMES, 


ces  deux  progressions,  ce  qui  met  d’accord  les  deux  définitions 
que  nous  ayons  données  des  log.  (85  et  i45). 

Le  signe  Log  sera  dorénavant  employé  à désigner  le  loga- 
rithme d’un  nombre  dans  un  système  quelconque  ; réservant  ' 
(90)  le  signe  log  pour  les  logarithmes  tabulaires  ou  de  Briggs, 
147*  Démontrons  en  Algèbre  les  propriétés  des  logarithmes. 
i°.  Soientjc  et  x'  les  log.  des  nombres^/  et  y ou  x~Logy, 
x — Log  y'  : on  a ax  ~y,  ax'  = y \ en  multipliant  et  divisant 
ces  deux  équ.  l’une  par  i’autre , on  obtient 


a 


x+-xf  . 


yÿ> 


ax-x* 


Mais  il  suit  de  la  définition,  que  les  exposans  x -f-  x*  et 
æ — x'  sont  les  log.  de  yy'  et  X-  ; 

J y 


donc 


Los  y + Log  y — Los  (yy')  > 

Log  y — Logy’  = Log  (^). 


a°.  Si  1 on  élève  à la  puissance  m l’équ.  y — ax,  et  si  Ton 

t m * 

en  extrait  la  racine  me3  on  aym  = a7”  \/y  = am  : la  défi- 
nition  donne  mx  = Log  (ym);  — = Log  \/y  \ donc 


Log  ym  = m Log  y,  Log  {/y  = ; 

ces  résultats  sont  conformes  à ce  quon  a vu  (n0î  86,  87). 

3°.  Pour  résoudre  l’équ.  c — axy  dans  laquelle  c et  a sont 
donnés  et  x inconnu , on  égale  les  log.  des  deux  membres  et 
on  en  tire  Log  c — x Log  a \ une  simple  division  donne  donc 

y — LoZ  c- 

Log  a 

On  peut  donc  trouver  la  valeur  de  ï exposant  n dans  l’équ, 
= acln  * n°  l44  relative  aux  progressions  par  quotient 


/ 
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Log  lz=z  Loga-\-  (n — i)  Logq>  cToù  n~  i 4- 

Log  q 

L’inconnue  étant  a:  dans  l’équ.  Aax-\-  Bax~l  4-  Cax~e. . . *—  P ; 
on  écrit  ax(^A  4*  yj>  ~t~  ~c  * • ~ : P y 01i  QoL  r=  P\ 

d’où  a:  = igë-P  ~ lo§  2. 

log  a 

\ 

Dans  az  = b , si  z est  dépendant  de  l’inconnue  oc , et  qu’on 

Ib 

ait  z — Axm  -f-  Bxm~l ...;  comme  z = — = un  nombre  connu  K% 

la 

il  reste  à résoudre  l’équ.  du  degré  m,  K~  Axm  4-  Bxm~\.. 

Soit,parex.)4(|):cï-5x+4=9;on  entire(a;“-5ar+4)log|=log|; 

donc  x2  — 5x-j-  4— — 2 > équ.  du  2e  degré  qui  donne  x — 2 , 
et  ~3. 

4°>  Soient  deux  nombres  y ety/  4 m > la  différence  des  log. 
pris  dans  un  même  système  quelconque  est 

L°g  (y  + ®) — Log  y ~ Log(Zct—^  = L°g(i  + ~s); 

quantité  qui  s approche  de  Log  i , ou  zéro , à mesure  que  ~ 

y 

décroît,  et  qui  est  d’autant  moindre  que  y-  est  plus  grand  : donc, 
les  L^g»  de  deux  nombres  different  moins  quand  ces  nombres 
sont  plus  grands  et  plus  voisins . C’est  ce  qu’on  a vu  n°  91  , III. 

148.  Lorsqu  on  a calculé  une  table  de  log.  pour  une  base 
■quelconque  a,  on  peut  changer  de  système  et  calculer  une  autre 
table  pour  une  nouvelle  base  b.  Soit  c — bx}  x est  le  log.  de  c 
dans  le  système  b ; prenant  les  log.  dans  le  système  connu  a , 
lo0-  c / 1 \ 

il  vient  x =j^-6  = logo  X (j— j)  : ainsi,  le  log.  d'un  nombre 

ç,  dans  le  système  b,  est  le  quotient  de  log  c divisé  par  log  b, 
ces  deux  log pris  dans  le  système  connu  a.  Pour  avoir  x , il 

faut  donc  multiplier  log  c par  ,---7*,  ce  dernier  facteur  est 

log  b 

constant  pour  tous  les  nombres  c,  et  on  le  nomme  le  Module  4 
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£.~à~cl.  que  si  dans  deux  systèmes  quelconques  on  divise  les 
îog.  d’un  même  nombre  c,  le  quotient  sera  invariable,  quel 
que  soit  c , et  sera  le  module  , facteur  constant  qui  ramène  les 
1ers  à devenir  les  2es. 

Lorsqu’il  arrive  qu’on  trouve  moins  d’avantage  à prendre  la 
base  nr;  10 , qu’à  préférer  un  autre  système,  il  sera  donc  aisé, 
à l’aide  d’une  seule  table  de  îog.,  tels  que  ceux  de  Briggs,  de 
calculer  tel  autre  log.  qu’on  veut  dans  ce  nouveau,  système. 
Par  ex.,  le  log  § , dans  le  système  dont  la  base  est  f , est 
L og  I Log  2 — Log  3 , 

yr-- — - = --  ° -= — — — - : la  base  est  ici  ce  qu  on  veut , et 

Log  f Log  o — Log  7 A 

si  on  la  prend  = io,  tout  devient  connu;  e ton  a.... 
= 1)2’05o4,yS  pour  le  log.  cherché. 


Pareillement  log  dans  le  système  §,  est 


l°g|_y_log2 — log  3 


log  A log3 — log  2 
ou  — î;  ce  qui  est  d’ailleurs  évident,  puisque  l’équ.  y ~ax 
devient  ici  | = (f)®  = et  x est  visiblement  — i . 

149.  Il  importe  de  s’exercer  à l’usage  des  logarithmes  dans 
les  calculs  algébriques  ; voici  divers  exemples  : 
i°.  log  ( a.b.c.d ...)  = log  a -f-  log  b + log  c -f-  log  d.  . . , 

20.  log  — log  a -}-  log  b -f  log  b • — log  d — Iog  e 9 

3°. log (am.bn.cv...)  — m log  a-{~n  log  b -f-  p log  c.  . . , 

(am 

— J = 7ftloga-f/zlog&  — p loge, 

log.  (a2- jc2)  = log  ( a -h  x)  ( a — x)  = Iog  ( a -f-  ar)-f-log  {a — .r), 

log  — * log  (a  -h  x)  -{-  - log  (a  — x) , 

2 2 


S®. 

6*. 


4 3 

2°.  log  (a3  y/«5)  — log>s  4-  ^log« 


i5 


log  a, 


n JY]  f)i 

8°.  log  \/(a3-*3)m—  — log.  {a — x)  H — - iog  ( a a -\-ax  -f- fl"2).  (p.  i3o) 

Il  LL 

En  ajoutant  et  ôtant  ax  au  trinôme,  il  devient  ( a-j~x )2 — - ax ; 
&i  l’on  pose  z%~axy  z sera  facile  à trouver  par  log. , et  on  aura 
(a  -f-  x y — z,2,  ou  {a-\-x-\-  z)  (a  -f-  x — z);  donc 


m 


iog  v'Ô*3  — ■ [log  (a  — a:)  -h  Iog  (a  -f-ar-^-s)+log  (adr*—  z)  ]. 


n 


ao6  algèbre. 

Ce  calcul  résout  a 3 — a:3  en  ses  facteurs  et  permet  l’emploi 
des  log. 


9°.  y'iA5  q-:ra),  en  posant  2ax=z*,  devient  \/[  [a  -f-  x)* — 22], 
log  y/(a®  -f-  **)  — " [log  (a  -f-.r-f-z)-f-log  (a-f-x— -a)]. 

, \/{( /*  — x*)  i , . . . 

100 • loë  :-=-[log(«--tr)—  3 log  (a  +j)]. 

il0.  Pour  insérer  m moyens  par  quotient  entre  a et  /,  il 
faut  faire  72  = 771  -{-2  dans  l’équ.  / = ciqn~l  (n°  1 44)>  d’où  l’on 

// \ log;  /—  losr  <7 

tire  la  raison  q = \/(  - ) et  log  q = . Les  divers 

\o  / 07  m + 1 

ternies aq,  oq4...,  ont  pour  log.,  log  n-+-  logq,  loga-f-2logq 

Ainsi,  pour  insérer  1 1 moyens  entre  1 et  2,  comme  ici  loga=o5 
on  trouve  log  q = -fj  Xlog  2—0,0^50858)  et  q =i,oË<p£(>3  ; les 
log.  des  termes  consécutifs  sont  2 log  q,  31ogq...,  et  la  pro^ 
gression  est  (c’est  la  génération  harmonique  de  Rameau) 


~ 1 : i,o&()463  : 1,122481 : 1, 189207: . . . : 1,88774 : 2. 

12°.  La  base  du  système  étant  a,  on  a alor  2=2,;  car  d’après 
la  définition  des  log.  dans  l’équ.  a?  = z,y  est  le  log.  de  z. 


De  même 


a^Io§2  = alo§(^)—  zh. 


a 

n — - 


— V 


iil OC  JX  * 

i5°.  Soit  x l’inconnue  de  féqu.  h ^ = c .f  ; on  en 
tire  (h,. — - )log  b = mx.îog  c -f-  {pc — p)  log/ : il  reste  donc 

; \ X/ 

ÈWsoviêite  féqu.  du  2e-  degré 

"ST  W 

(jn  log  c-f*  log/)x2—  (72  log  ù +p  log/)r -fa  log  ù==o. 

, , log  a - — log  b 

î/°.  cmx  = abnx~~'  donne  x~ — — f — 

n m log  c — 72  log  b 

i5°.  La  population  d’une  ville  s’accroît  chaque  année  de  -f  î 
combien  y aura-t-il  d’habitans  au  bout  d’un  siècle , le  nombre 
étant  actuellement  100,000  ? Faisons  72—100000;  au  bout 
d’un  an,  la  population  sera  72 -J-  -^n  — n.  — — n'.  Après  l’année 


I 
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suivante  nr  deviendra  de  même  n' .~^  — n On  trouve 

ainsi  qu’au  bout  de  100  ans  le  nombre 

\ log  3i  =i,49i36i6g 

des  habitans  sera  . — Jog  3o  = 1, 47712125 

0.01424044 

n (ü)10o=*=2  654  100 fois... 

. , , . „.  ,,  . log  n =5.oooooo 

comme  le  montre  le  calcul.  Si  1 accroisse-  " ■>■■>> 

log  x = 6.424044 

ment  annuel  de  la  population  est  d’un  r* , 

on  trouve  de  même  que  le  nombre  primitif  n des  liabitans  de— 

(i  -4-  r\? 

— . On  peut  prendre  pour 

inconnue  l’une  des  quantités  x,  ny  r ou  q y les  autres  étant 
données  ; et  l’on  trouve 


log*  = logre  + <7  [log(r-{-r)— logr] , 
logjr  — logrc 

^ l°g (1  4-0  — logr* 


log/2  = logx— q [log (i-f-r)-îogr ], 


Problèmes  dépendans  des  Proportions . 

i5o.  Règles  d’intérêt.  Soit  a le  capital  placé  durant  t mois, 
ou  t ans  j i l’intérêt  de  100  fr.  dans  un  mois,  ou  un  an.  Comme 
le  capital  a et  le  temps  t sont  en  raison  inverse  (110  77),  on 
a ce  problème  : si  100  fr.  rapportent  i durant  un  mois  ou  un 
an,  que  rapportera  la  somme  cit  dans  ce  même  temps;  règle 
directe,  qui  donne  pour  l’intérêt  cherché  xt 


ati  at 


r étant  le  denier  (n°  80),  c.-à-d.  la  somme  qui  rapporte  1 fr. 
d’intérêt  par  mois,  ou  par  an.  La  relation  entre  ces  deux  ma- 
nières de  stipuler  le  taux  d’intérêt  est  donnée  par  l’équ.  ri— 100. 

Notre  formule  p eut  faire  connaître  l’un  des  nombres,  a,  t , .r  et 
four,  connaissant  les  trois  autres.  Par  ex.,  on  trouve  que  îoooofr. 
placés  à J p.  I par  mois  durant  7 mois  , rapportent  233,53  fr. 
d’intérêt;  et  qu’on  a dû  laisser  8000  fr.  placés  durant  7 i mois  * 

pour  qu’il  en  soit  résulté  i5o  fr.  d’intérêt  à \ p.  § par  mois. 

) ' ' 
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Quand  chaque  année  on  laisse  le  capital  s’accroître  des  in- 
térêts échus  , yoici  ce  qui  arrive.  Si  r fr.  rapportent  1 fr.  après 

un  mois  ou  un  an.  le  capital  a s’est  accru  de  -,  et  est  de« 

r 

venu 

f , a ( 1 + A 

a —a  + - = a — —J  =aq, 

/ i ~4"  r 

en 'faisant  pour  abréger,  — - — ~ q . 

Mais  ce  nouveau  capital  a placé  durant  le  mois  ou  l’an  qui 
suit,  devient  de  même  a'q,  ou  aq2.  Ainsi,  on  a suce  vive- 
ment aqzi  aqi.  . .,  et  après  t fois  l’unité  de  temps,  le  capital 
accumulé  avec  les  intérêts  échus , est 

x = aq*  rr  a 

Cette  équ.  donnera  l’un  des  quatre  nombres  a,  t , x et  r ou  q , 
les  trois  autres  étant  connus.  Si  l’on  veut  que  l’intérêt  soit  sti- 
pulé.à tant  pour  cent,  on  fera  ri  = 100.  Par  ex.,  un  homme 
destine  une  soçime  de  10000  fr.  à payer  un  bien  de  12000  fr.*, 
il  place  à cet  effet  son  capital  à 5 pour  cent  par  an,  et  y joint 
chaque  année  les  intérêts  échus  : on  demande  à quel  instant 
son  but  sera  rempli; on  a z ~5,  r~‘20)q~~)  puis 

1 2 000  = 1 o 000  X (!4-)£,  ou  6 = 5 X (££ y ; 

d’où  l’on  tire  la  valeur  de  l’exposant  t,  par  le  théorème  n°  147,  3°, 
savoir,  t~  3 ans  et  9 mois  environ. 

1 5 1 . Annuités.  O11  nomme  ainsi  la  rente  d’un  capital  a, 
calculée  de  sorte  qu’en  payant  chaque  année  une  somme  x, 
qui  soit  toujours  la  même,  cette  somme  soit  formée  des  in- 
térêts échus  et  d’un  à compte  sur  le  capital  , lequel  se  réduisant 
ainsi  peu  à peu  , soit  rendu  nul  après  un  temps  déterminé. 

Le  capital  vaut  aq  après  la  ire  année*,  011  paye  x,  et  on 
ne  doit  plus  que  a ~ aq  — x.  Après  le  2e  paiement#,  a'  se 
trouve  de  même  réduit  à a q — #,  ou  aq2 — qx—~x  : continuant 
de  même  à multiplier  par  q et  à retrancher  x , pour  avoir  ce 
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qui  reste  dû  après  chacune  des  années  successives , on  en  vient 
enfin  à trouver  que  l’emprunteur  doit  encore  après  t années  ; 
lorsqu’il  vient  d’effectuer  son  te  paiements  (nos  qq  , i44)> 


ou 

ou 


z — aq1 — xql  1 — xq1^ . . . — 
z = aq1  — x ( q t~1  -f-  gf"2.  . .+  1) 

s = (a  — xr)  + xr> 


à cause  de  qr=z  1 -f-  r.  Si  l’emprunteur  s’est  acquité, 
et  on  trouve 


_gq‘(<7—  0 0 + ry 

q ‘ — 1 r (i — rl * 


Du  reste,  on  peut  prendre  ici  pour  inconnue,  l’une  quel- 
conque (p.  146)  des  quantités  x,  n,  q,  r et  t,  les  autres  étant 
données.  Les  log.  sont  alors  d’un  usage  très  - commode , ou 
même  indispensable.  S’il  faut  résoudre  l’équ.  par  rapport  à 
l’exposant  t , on  trouve  q\x  -\-ci  — aq ) = x , d’où  (n°  147,  3°) 

îogx — log  {x  -f-  a — aq')  log  x -f-log  r — log  (rx  — a) 

log  q log(i-f-r) — log  r 

De  même,  si  l’on  veut  que  l'inconnue  soit  x ou  a,  on  po- 

rx  — a 

sera  y — ; 

u x 

d’où  a=zx(r*—y), 

équ.  qui  donneront  a;  ou  a , lorsque  y sera  connu.  Or,  substi- 
tuant ci-dessus  pour  a;  sa  valeur,  on  trouve  ( 1 d’où 

log  3/=  (f+  1)  log  r — Hog  (1  4-r). 

C’est  sur  cette  théorie  que  sont  établies  les  rentes  dont  le 
capital  et  les  intérêts  s’éteignent  à la  mort  du  préteur,  et  qu’on 
nomme  viagères.  On  suppose  que  le  prêteur  doit  encore  vivre 
t années,  lorsqu’il  place  le  capital  a}  et  on  demande  quelle 
somme  x on  doit  lui  payer  chaque  année  , pour  qu’à  l’ex- 
piration de  ces  t années , il  n’ait  plus  droit  à aucune  somme  : 

1 . / 1 1 4 
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cette  rente  est  donnée  par  la  valeur  ci-dessus  de  x.  Si  , par 
ex.,  l'intérêt  de  100  fr.  en  perpétuel  est  5 (5  pour  cent,  ou 
le  denier  20),  on  a r = 2o;  et  si  l’on  prend  a=  100  fr.  pour 
capital , on  obtient 


lôg y •=-  i,3oio3-—  t x 0,021 19, 


ÏOO 


Il  est  vrai  qu’on  ne  sait  pas  d’avance  combien  d’armées  le 
préteur  doit  encore  vivre  ; mais  on  le  suppose  d’après  les  tables 
de  mortalité  : et  quoique  cette  présomption  puisse  être  fau- 
tive, elle  devient  exacte  pour  un  grand  nombre  d’individus  pris 
ensemble , parce  que  les  uns  gagnent  précisément  en  durée  de 
la  vie,  ce  que  les  autres  perdent.  On  sait,  par  expérience,  quelle 
est  la  durée  de  vie  probable  d’un  individu  dont  l’âge  est  connu. 
La  ire  ligne  est  Celle  des  âges,  la  2e  le  nombre  t d’années  qui 
restent  probablement  à vivre  : 

1.  5 .10. i5.  20  * 25  * 3q  .35.4o.45.5o.55.6o.  65. 70.75. 8oans. 
^7-4^1- 35|*32 1*29^.26*23. 20. 17. 14.11*8^.6!.  5 .3|ans- 


C’est  sur  cette  probabilité  qu’on  établit  l’intérêt  des  rentes  via- 
gères. Ainsi,  un  homme  de  4°  ans  pouvant  encore  comptersur  23 
ans  d’existence  , t = 23,  et  on  trouve  Logy  — 0,81 366,  v = 6,5 
environ , d’où  æ = 7,4  : le  capital  doit  être  placé  en  viager 
à 7,4  pour  cent  par  an.  Les  chances  des  divers  membres  des 
sociétés  connues  sous  le  nom  de  tontines , sont  aussi  réglées  sur 
le  meme  système.  Voy.  Y Annuaire  du  Bur.  des  Lojig. 

i52.  Escomptes.  Soit  a le  capital,  i l’intérêt  de  100  fr. 

par  mois  , r le  denier,  t le  nombre  de  mois , -Ü  est  l’intérêt 
r 100 

ainsi  pour  Y escompte  en  dehors , la  somme  à payer  pour  le  ca- 
pital a est 


Pour  l’escompte  en  dedans , il  faut  raisonner  ainsi  : puisque 
îoo  + ti  doit  être  réduit  à 100,  à combien  a est-il  réduit?  d’où 
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] oo  a at 

100  -{-fi  r 4“  t 


Si  ia  somme  S n’est  exigible  que  dans  t mois  , et  qu’on  veuille 
avoir  égard  aux  intérêts  des  intérêts , durant  ce  temps , il  faut 
recourir  à la  formule  de  la  p.  208;  on  trouve  qile  le  capital  S 
doit  être  réduit  à 


i53.  Règles  de  fausse  position.  Soit  ax  = b 1 équation  qui 
lie  entre  elles  les  parties  d’une  question;  si  l’on  suppose  à x 
une  valeur  arbitraire  s } et  qu’on  l’assujétisse  à satisfaire  aux 
conditions  du  problème,  ce  ne  serait  que  par  hasard  qu’on 
trouverait  ~as  = b ; supposons  donc  quon  ait  as~c.  En  di- 

visant  terme  à terme  par  nx  = 6,  on  trouve  y ; ainsi  le 

O oc 


résultat  quon  obtient  est  à celui  qu  on  doit  obtenir , comme  le 
nombre  supposé  est  à r inconnue. 

Cherchons  un  nombre  dont  la  ~ , le  j et  le  J réunis  fassent  456» 
Supposons  que  200  soit  ce  nombre,  sa  moitié,  son  quart  et 
son  cinquième  forment  190  au  lieu  de  4^6;  ainsi  200  n’est 
pas  le  nombre  cherché  : on  posera  la  proportion 
190  I 456  t : 200  * x,  d’où  x = 48o. 

Combien  faudrait -il  de  temps  pour  remplir  un  bassin  à 
l’aide  de  quatre  robinets,  dont  l’un  le  remplirait  en  2 heures, 
le  2e  en  3,  le  3e  en  5,  le  4e  en  6.  Supposons  qu’il  fallût  une 
heure  ; le  premier  robinet  emplirait  la  moitié  du  bassin , le  2* 
le  I , le  3e  le  f , le  4e  le  -g ; et  comme  on  trouve  £3 

au  lieu  de  1 , il  y avait  erreur  à supposer  une  heure  ; on  dira 
1 1 | t 1 ; x — — 5o  minutes . 

Ce  procédé , quoiqu’applicable  aux  règles  de  société , d’in- 
térêt, etc.,  ne  l’est  pas  à tous  les  problèmes  du  premier  degré, 
puisque  l’équation  la  plus  générale  est  rzx-f- b — cx-\-d.  Si 
la  supposition  x~s , ne  rend  pas  as-\~b  égal  à cs-\-d , il  en 
résultera  une  erreur  e,  de  sorte  que  as  -~f~  b — (r.y  -f-  f — ■ e ; 
retranchant  de  là  ax-j-b—-(cx-t-d)=o,  on  a (a— c)(s— x)™e. 


212 


ALGÈBRE. 


Une  autre  supposition  s'  qui  entraînerait  l’erreur  e , donnerait 
(a — c)  (/  — x)=:e:  divisant  ces  résultats  terme  à terme,  on  a 


es 


r 

e s 


■x  e j>  ' 

— ===  -7,  d ou  x 
•x  e 


Ainsi,  multipliez  la  ir*  erreur  par  la  2e  supposition  et  récipro- 
quement; retranchezles  résultats  en  ayant  égard  aux  signes  des 
erreurs;  divisez  ensuite  par  la  différence  des  erreurs , Le  quo- 
tient sera  r inconnue.  C’est  en  cela  que  consiste  la  règle  de 
double  fausse  position  applicable  à tous  les  problèmes  du 
premier  degré. 

Dans  notre  dernière  question,  la  supposition  de  x = ih, 


Suppos.  Erreurs. 

1 heure 


1 

* 


% 

5 


a donné  | , et  par  conséquent  l’erreur  -f- En  faisant  x — 
on  a ? pour  résultat,  et  — - 1 d’erreur.  J’écris 
ces  nombres  comme  on  le  voit  ci-contre,  je 
multiplie  en  croix , et  je  retranche  ; j’ai  ~ -f*  f 
ou  5 ; la  différence  des  erreurs  est  3-  -}- f ou|j 
enfin  je  divise  ~ par  f , et  j’ai  x = |. 

Un  père  a 4°  ans  > son  fils  en  a 12  ; quand  l’âge  du  père  séra- 
il triple  de  celui  du  fils  ( pag.  14b  )?  Je  suppose  5 ans  : le  père 
aura  alors  45  ans,  le  fils  17;  le  triple  de  17,  Suppos.  Erreurs, 
au  lieu  de  produire  45,  donne  6 ans  de  plus.  5 ans  6 

En  supposant  1 an  , l’erreur  est  de  — 2.  Les  1 2 

produits  réciproques  des  erreurs  par  les 

suppositions  donnent  16  pour  différence; 

divisant  par  la  différence  des  erreurs,  qui  est  8,  j’ai  2 : c’est 
dans  2 ans  que  l’âge  du  père  sera  triple  de  celui  du  fils. 

t 
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ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE. 


Là  Géométrie  est  la  science  qui  apprend  à mesurer  Fé- 
tendue.  Tout  corps  a trois  dimensions , Longueur,  Largeur  et 
Épaisseur  ou  Profondeur  : les  limites  qui  le  terminent  en  sont 
la  Surface.  Mais  les  surfaces  d’un  corps  , en  se  rencontrant  a 
à 2 , sont  elles-mêmes  terminées  par  des  Lignes ; les  limites 
qui  bornent  les  lignes  sont  des  Points.  Ce  sont  ces  diverses  li- 
mites des  corps  qui  nous  servent  à reconnaître  leur  Figure . 

Quoiqu’il  n’y  ait  pas  de  corps  sans  trois  dimensions  , on  fait 
souvent  abstraction  de  l’une  d’elles  ou  de  deux  : par  ex.,  si 
l’on  parle  de  la  grandeur  d’un  étang  ou  de  la  hauteur  d’un 
édifice , on  n’a  égard  qu’à  une  surface  ou  à une  ligne.  Afin  de 
procéder  du  simple  au  composé , par  une  gradation  qui  facilite 
l’étude , nous  diviserons  la  Géométrie  en  trois  parties  : la  pre- 
mière traitera  des  Lignes , la  seconde  des  Surfaces , la  troisième 
des  Volumes. 


I.  DES  LIGNES. 


Mesure  des  Lignes  et  des  Angles . 

154.  Il  suit  de  la  nature  des  lignes,  qu’on  peut  les  regarder 
comme  la  trace  d’un  point  A (fig.  3 et  5)  qui  se  meut  vers 
un  autre  point  B i cette  trace  AB  s’appelle  Droite  lorsqu’elle 
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est  le  plus  court  chemin  de  A à B\  sinon  la  ligne  est,  ou  Courbe 
telle  que  ACB  (lig.  3),  ou  formée  de  lignes  droites  brisées  AC 
CD  DB  (fig.  5).  On  en  conclut  que 

i®.  La  vraie  mesure  de  la  distance  entre  deux  points  A et  B 
(fig.  3),  doit  être  prise  sur  la  droite  AB. 

2°.  On  ne  peut  mener  qu’une  seule  droite  d’un  point  à un 
autre,  et  toute  droite  AB  qui  a deux  de  ses  points  A et  B 
communs  avec  une  autre  doit  coïncider  avec  elle  dans  l’éten- 
e AB. 

3°.  On  doit  par  la  pensée  concevoir  toute  droite  Z? />'  (fig.  î) 
comme  prolongée  de  part  et  d’autre  à l’infini  vers  C et  C : le  pro- 
longement devra  être  tel,  que  si  on  joint  l’un  de  ses  points  C à 
un  autre  C , par  une  droite  CC' > elle  couvre  AB  ; car  sans  cela , 
C ABC  ne  serait  pas  le  plus  court  chemin  de  C en  Cr . Non- 
seulement  deux  droites  qui  ont  deux  points  communs  B'  et  B 
coïncident  dans  l’étendue  B B\  mais  même  leurs  prolongemens 
en  C et  C doivent  aussi  se  confondre. 

4°.  Deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu’en  un  seul  point , 
puisque  si  elles  avaient  deux  points  communs,  elles  coïnci- 
deraient. 

On  dit  qu’une  surface  est  PLANE,  lorsqu’en  joignant  deux 
quelconques  de  ses  points  par  une  droite,  elle  s’y  confond  dans 
toute  son  étendue. 

1 55.  Lorsqu’on  veutajouter  deux  longueurs  AB  et  B C (fig.  î), 
on  porte  l’une  CB  sur  le  prolongement  de  l’autre,  et  on  dit 
alors  que  AC~AB-\~BC.  De  même,  pour  soustraire  CB  de 
AC y on  trouve  AB=.AC- — CB.  Il  sera  aisé  d’ajouter  ou  de 
soustraire  un  plus  grand  nombre  de  lignes;  de  répéter  b fois  une 
longueur,  ou  d’en  concevoir  la  moitié,  le  tiers.  . . . 

156.  Mesurer  une  droite , c’est  chercher  (n°  36)  combien  de 
fois  sa  longueur  A , en  contient  une  autre  B connue  et  prise 
pour  Unité  : et  le  nombre  de  fois  qu’on  trouve,  ou  le  rapport 
A l B est  la  mesure  cherchée. 

Il  arrive  souvent  que  l’unité  B n’est  pas  contenue  un  nombre 
exact  de  fois  dans  A : voici  comment  on  doit  s’y  prendre  alors 
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pour  évaluer  le  rapport  de  A b.  B.  On  divisera  A par  /?,  c.-à-d., 
qu’on  cherchera  le  nombre  de  fois  que  A contient  B , et  de 
reste  R.  On  divisera  de  même  B par  R,  puis  R par  le  nouveau 
reste  R\  etc..  . . ce  qui  revient  à chercher  la  commune  me- 
sure M entre  A et  B : alors  M sera  contenu  un  nombre  exact 
de  fois,  par  ex.,  a fois  dans  A , b fois  dans  B ou  A^rzaM , 
A a 

B~bM , et  — sera  égal  au  rapport  ^ (n03  36,  71  ) : mais 

maintenant  A est  une  fraction  ~ de  l’unité  Z?,  telle  que  lesf  ou 

les  *—•  de  B , et  nos  lignes  A et  B sont  entre  elles  comme  les 
nombres  abstraits  a et  b. 

Mais  s’il  y a toujours  un  reste  à chaque  division , l’opéra- 
tion n’a  plus  de  bornes,  et  le  rapport  A *,  B ne  pouvant  être 
évalué  exactement  en  nombres , est  incommensurable . On  se 
contente  alors  d’une  approximation,  ce  qu’on  fait  en  négli- 
geant celui  des  restes  successifs  qu’on  juge  suffisamment  petit 
(n°  63). 

157.  Nous  savons  donc  évaluer  une  ligne  égale  à 

A — f-  B — C — — n A -f-  772  B y — , , 

m 

n,  m étant  des  nombres  et  A,  B , C}  D des  lignes  données.  En 
général  , on  peut  toujours  représenter  des  lignes  par  des 
nombres  abstraits , en  composer  des  formules  et  les  assujétir 
aux  règles  ordinaires  du  calcul.  Ainsi  par  la  ligne  A , nous  em-v 
tendrons  le  nombre  de  fois  a entier  ou  fractionnaire  que  cette 
ligne  contient  la  longueur  B prise  pour  unité,  ou  le  rapport 
entre  elles , A l B.  Réciproquement  on  peut  représenter  les 
nombres  par  des  lignes. 

1 58.  Prenons  dans  le  pla nABC  (fig.  4)  un  point  intérieur  Z>, 
et  menons  DB  et  AD , le  chemin  AD  -f-  DB  est  plus  court  que 
celui  AC-f-CB,  qui  s écarte  davantage  de  la  droite  AB. 
Car  prolongeant  AD  en  E}  comme  AE  <^AC  - f-  CE , en  aj ou-» 
tant  EB  de  part  et  d’autre,  on  a AE  -J- EB <^AC CZ>\  Cette 
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même  proposition  appliquée  au  point  D de  la  ligure  AEB 
donne  AD  - f-  D B <[  AE  -|-  El  B : donc  à plus  forte  raison, 

AD  + DB<AC-\-  CB. 

169.  On  dit  qu’un  contour  ACDB  (fig.  5)  est  Convexe  , 
lorsque  toute  droite  IK  ne  peut  le  couper  qu'en  deux  points  / 
et  K.  De  deux  chemins  convexes  ACDB  AEFGB  , qui  mènent 
de  A à B,  celui  qui  enveloppe  l'autre  est  le  plus  long , ou 
ACDB  AEFGB.  Car,  en  prolongeant  EF,  on  a visiblement 
ACDB  > AIKB  \ et  il  sera  aisé  de  prouver  de  même,  en  pre- 
nant chaque  partie,  que  AIKB  AEFGB. 

160.  La  même  chose  a lieu  pour  des  courbes  convexes  ; par  ex., 
AC  B est  AMB  (fig.  3)  : car  menons  une  droite  EF  qui 
touche  ACB  en  un  point  quelconque  C;  on  aura  EF  <fEMF\ 
ajoutant  de  part  et  d’autre  AEAr  B F,  il  vient  AEKFB  < AMB. 
Deux  autres  tangentes  ik , Im  donneront  AiklmB  <(  AEFB  : 
et  ainsi  de  suite.  On  aura  par  là  une  série  de  lignes  brisées , 
dont  la  longueur  diminuera  à mesure  que  leur  système  s’appro- 
chera de  ACB  et  qui  sera  >*  ACB  : à plus  forte  raison  on 
aura  ACB  <fAMB. 

161.  Dans  les  élémens , outre  la  ligne  droite,  on  considère 
encore  la  Ligne  circulaire ; c’est  celle  dont  tous  les  points 
AB  DE  (fig.  6)  sont  dans  un  plan  et  à égale  distance  d’un  point  C 
qu’on  nomme  Centre.  La  surface  renfermée  dans  la  Circonfé- 
rence ABDE  se  nomme  Cercle;  les  droites  CA,  CB....,  qui 
partent  du  centre  et  vont  jusqu’à  la  courbe,  sont  des  Rayons  ; le 
Diamètre  AD  est  une  droite  qui  coupe  la  circonf.  en  passant 
par  le  centre*,  c’est  un  double  rayon. 

Une  partie  AFB  de  la  circonf.  est  un  Arc , la  droite  AB  est 
la  Corde  qui  le  soutend.  La  surface  AFBC , comprise  entre 
deux  rayons  et  l’arc , est  un  Sec leur  ; enfin,  celle  qui  est  ren- 
fermée entre  l’arc  AFB  et  sa  corde  AB  est  un  Segment. 

162.  De  là  on  conclut  que,  i°.  un  diamètre  DA  (fig.  6)  est 

la  plus  grande  corde  ; car  BC- f-  CA  ou  DA  B A. 

20.  Le  diamètre  coupe  le  cercle  en  deux  parties  égales  ; car, 
en  pliant  la  figure  suivant  DA , les  deux  parties  ABD , AED 
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doivent  coïncider  , sans  quoi  tous  les  points  ne  seraient  pas  à la 
même  distance  du  centre  C. 

5°.  C’est  aussi  pour  cette  raison  que  deux  cercles  de  rayons 
égaux  doivent  s’appliquer  l’un  sur  l’autre,  lorsqu’on  fait  coïn- 
cider les  centres  : deux  arcs  de  ces  cercles  doivent  aussi  coïnci- 
der dans  toute  leur  étendue,  s’ils  sont  d’égale  longueur. 

4°.  Les  arcs  égaux  AB,  A' B'  ( fïg.  7)  ont  des  cordes  égales  ; 
car,  en  faisant  coïncider  les  arcs , les  cordes  se  confondent 
aussi. 

5°.  La  corde  croît  avec  l'arc,  jusqu’à  ce  qu’il  atteigne  la 
demi-circonf.  Soit  l’arc  DBF  > EGK , et  < DBA  (fig.  6)  ; 
prenez  l’arc  DB  — EGK , les  cordes  BD,  EK  seront  égales , 
et  il  faut  prouver  que  la  corde  DF  BD.  Or,  on  a 
IF JC  CF  ou  BC , IB  -f-  ID  BD\  ajoutant  ces  inéga- 
lités (n°  1 1 5) , et  supprimant  BC  de  part  et  d’autre,  il  vient 
IF+ID , ou  DFfi>  BD. 

6°.  Deux  cordes  égales  BD,  ER  soutendent  des  arcs  égaux ; 
car,  si  la  corde  BD  — EK , et  que  l’arc  BD  )>  EGK , en  fai- 
sant croître  le  2e  arc  jusqu’à  ce  qu’il  égale  le  ier,  les  cordes  de- 
viendraient alors  égales  (4°.)  ; la  corde  EK  aÿant  dû  croître  (5°.) 
n’était  donc  pas  ~ BD  ) contre  la  supposition. 

70.  De  même , si  la  corde  FD  EK  , l'arc  FD  est  aussi 

EK  ; on  prouveque  l’arc  FD  ne  saurait  être  — , ni  <[  arc  EK. 

i63.  Mesurer  un  arc  FBD  (lig.  6),  c’est  chercher  son  rap- 
port à un  autre  arc  connu  BD  de  même  rayon  (nos  36,  71);  si 
ces  arcs  étaient  Rectifiés , c.-à-d.,  étendus  en  ligne  droite,  on 
porterait  l’un  sur  l’autre,  comme  il  a été  dit  (n°  1 56)  ; mais  la 
rectification  n’est  nullement  nécessaire  pour  trouver  ce  rapport. 
On  prend  une  ouverture  de  compas  égale  à la  corde  BD  du  plus 
petit  arc,  et  on  la  porte  sur  l’autre  arc  autant  de  fois  qu’on 
peut , ce  qui  donne  le  nombre  de  fois  que  l’un  contient  l’autre. 
S’il  y a un  reste,  on  en  porte  la  corde  sur  l’arc  BD’,  enfin,  on 
continue  comme  pour  les  lignes  droites.  En  un  mot,  tout  se  fait 
ici  comme  n°  i56.  Ainsi,  on  peut  ajouter  et  soustraire  des  arcs 
de  même  rayon,  trouver  leur  rapport,  multiplier  l’un  d’eux 
par  un  nombre  donné.,.. 
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164*  Lorsque  deux  droites  indéfinies  AC,  BC  (fig.  7)  se 
coupent  en  C , la  quantité  dont  elles  sont  écartées  l’une  de  l’autre 
est  ce  qu’on  appelle  un  Angle  ; C en  est  le  Sommet . On  désigne 
un  angle  par  la  lettre  placée  au  sommet;  à moins  que  plusieurs 
angles  n’aient  un  meme  sommet  (comme  fig.  10)  ; car  alors  il 
faut  énoncer  les  lettres  des  deux  côtés  de  l’angle , en  ayant  soin 
de  mettre  celle  du  sommet  entre  les  deux  autres.  L’angle  C (fig.  7) 
se  désigne  par  BCA  ou  AC  B. 

165.  Deux  angles  AC  B,  A'  CB'  sont  égaux  quand  ils  peuvent 
coïncider  en  les  posant  l’un  sur  l’autre.  Ainsi , appliquons  le 
côté  C'B'  sur  CB  , C'  en  C , si  les  angles  C'  et  C sont  égaux, 
le  côté  A' C se  couchera  sur  AC,  Décrivons  des  sommets  comme 
centres,  avec  un  rayon  quelconque,  les  arcs  AB,  A'B'\  il  est 
clair  que  ces  arcs  sont  égaux  ou  inégaux  avec  les  angles.  Du 
reste,  puisque  les  côtés  doivent  toujours  être  regardés  comme 
indéfiniment  prolongés,  on  voit  que  la  grandeur  d’un  angle  ne 
dépend  pas  de  la  longueur  de  ses  côtés . 

1 66.  Pour  construire  un  angle  égal  à un  angle  donné  C (fig.  7), 
on  tirera  une  ligne  indéfinie  C'B' • puis,  d’un  rayon  quelconque 
et  des  centres  C et  C'}  on  décrira  les  arcs  ABy  A' B' ; enfin, 
portant  l’ouverture  de  compas  AB  de  B'  en  A' , on  aura  (n°  1 62) 
corde  AB  — A' B',  et  arc  AB  — A' B'  ; on  mènera  donc  A'C. 
Les  angles  Cet  C seront  visiblement  égaux. 

167.  Pour  ajouter  deux  angles  C et  C (fig.  7),  on  fera  (fig.  9) 
l’angle  BCA  égal  à l’un  des  angles  donnés,  et  B CD  égal  à l’autre  ; 
l'angle  DCA  sera  la  somme  cherchée,  DCA  — DCB  A-  BCA. 
De  même  pour  retrancher  l’angle  DCB  de  DCA , on  les  dis- 
posera avec  un  côté  PC  et  le  sommet  C communs;  d’où 
BCA  — DCA  — DCB.  Observez  que  cela  se  réduit  à ajouter 
ou  soustraire  les  arcs  db , ba , da  décrits  du  même  rayon.  Il 
sera  facile  de  faire  la  multiplication  d’un  angle  xOD  (fig.  8) 
par  un  nombre  donné,  puisqu’il  ne  s’agira  que  d’opérer  sur 
l’arc  dx  qu’il  comprend  : on  concevra  de  même  la  division  de 
l’angle  NOD  en  2,  3. . . parties,  ou  la  bissection3  trisection.  . ., 
multisection  de  cet  angle  (n0s  4^4 > 2^6  à 208). 
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1 68.  Le  rapport  de  deux  angles  BCA,  DON  (fig.  8)  est  le 
même  que  celui  des  arcs  ba,  dn  compris  entre  leurs  côtés , et 
décrits  de  leurs  sommets  comme  centres , avec  le  même  rayon. 

i°.  Si  les  arcs  ba,  dn  sont  commensurables , leur  commune 
mesure  dx  sera  centenue  m fois  dans  ba,  p fois  dans  dn,  de  sorte 

que  -j-  = — , Par  chaque  point  de  division  x,  y... , menons  aux 

sommets  O,  C,  des  lignes  Ox , Oy...  ; les  angles  proposés  seront 
de  même  coupés  en  m et  p angles  égaux  xOd,  yOx . . . $ donc 

on  a ^ . Ces  deux  relations  donnent  (*) 


DON 


BCA 

DON 


ba 

dn 


( A ). 


2°.  Si  les  arcs  sont  incommensurables , divisons  l’un  d’eux  nd 
en  un  nombre  quelconque  p de  parties  égales  dx,  xy.... , et  por» 
tons-les  sur  l’autre  arc  ba ; soit  i le  point  de  division  le  plus 
voisin  de  a\  menons  CI.  Cela  posé,  les  arcs  dn,  bi  étant  com- 
mensurables , on  a 777^7  = Jr  ; l’angle  ICB  ~ BÇA  4~  ICA, 


DON 

l’arc  bi=.ba  -f-  ia\  donc 


BCA  ICA 
r?  ”r 


DON  * DON 


ba  ia 
dn  dn 


Or,  ICA  et  ia  varient  avec  le  nombre  p des  divisions  de 
l’arc  nd,  et  peuvent  être  rendus  aussi  petits  qu’on  voudra,  tan- 
dis que  les  autres  quantités  restent  les  mêmes  ; la  2e  et  la  4e  frac- 
tion sont  donc  indéfiniment  décroissantes , et  on  a , en  passant 

v • . _ r?\  BCA  ba 

aux  limites  (n°  no). 


/ 


D ON  dn 


C)  On  ne  doit  pas  oublier  que  l’egalite  de  deux  rapports  constitue  une  pro- 
portion (n°  71  ).  En  Géométrie,  l’usage  a prévalu  de  lire  ainsi  ces  sortes  d'ex- 
pressions , BCA  est  a DON  comme  ba  est  àdn  , et  de  préférer  cette  locution 
à l’équivalente,  BCA  divisé  par  DON  est  égal  ci  ba  divise  par  dn.  On  doit 
en  dire  autant  dans  toute  la  Géométrie  élémentaire. 
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169.  Pour  trouver  le  rapport  de  deux  angles,  il  n’est  pas  né- 
cessaire de  faire  sur  eux  l’opération  analogue  à celle  qui  a été 
indiquée  sur  les  lignes  (n°  i56),  et  qui  serait  ici  fort  embarras- 
sante. On  substitue  au  rapport  cherché  celui  des  arcs , qui  est  le 
même.  Concluons  de  là  que,  1®.  le  rapport  des  surfaces  des 
secteurs  est  le  même  que  celui  des  arcs. 

a°.  Si  l’on  prend  pour  unité  d’arc  dn  (fig.  8),  l’arc  qui  est 
compris  entre  les  côtés  de  l’unité  d’angle  DON , dn  et  DON 
étant  chacun  l’unité  de  leur  espèce,  notre  proportion  (A)  donne 
BCA  — ba.  Ainsi  (nos  36,  71),  tout  angle  a pour  mesure  Varc 
compris  entre  ses  côtés  et  décrit  de  son  sommet  comme  centre  (*). 
On  prend  ordinairement  pour  unités  d’angle  et  d’arc  l’angle 
droit  et  le  quart  de  circonf.  qu’on  nomme  Quadrans . 

3°.  Si  du  sommet  C (fig.  9)  des  angles  DCAy  BCA , on  décrit 

•1  7 7 ,,,,,  . BCA  ab  a' b' 

deux  arcs  abd}  a b d , le  rapport 


ab 

est  ~ — ou 

CLCL 


a'd 


La  grandeur  du  rayon  Cb  ou  Cb!  est  donc  indifférente  dans  la  me- 
sure des  angles*,  et  comme  -^77  = -tt, , les  arcs  ab  et  a b'  sont 

ab  ad 

entre  eux  comme  les  circonf.  entières.  On  dit  que  ces  arcs  sont 
Semblables. 

170.  Les  angles  tracés  sur  le  papier  se  mesurent  à l’aide  du 


(*)  Ceci  suppose  une  condition  tac'te  ; car  l’angle  BCA  ne  peut  être  égal  à 
l’arc  ba-y  mais  dans  l’équaiion  BCA~bay  ce  n’est  plus  un  angle  et  un  arc 
qui  y entrent,  ce  sont  deux  nombres  abstraits  q"i  indiquent  combien  de  fois 
l’angle  et  l’arc  contiennent  l’unité  de  leur  espèce  DOIV  et  dn  : de  sorte  que 


BCA  — bu  signifie  en  effet  la  même  chose  que 


B CA ha 

DON  ~ dn 


C’est  ce  qui  a 


egalement  lieu  dans  toute  formule;  les  lettres  qui  y entrent  ne  sont  que  des 
nombres  abstraits  qui  représentent  les  rapports  des  choses  mesurées  à leur 
unité. 

C’est  aussi  improprement  qu’on  dit  qu’un  arc  est  la  mesure  d’un  angle, 
puisqu’on  ne  peut  établir  de  rapports  entre  deux  choses  hétérogènes  : on  doit 
entendre  par  ià  que  les  angles  croissant  dans  le  même  rapport  que  les  arcs, 
le  nombre  qui  exprime  la  mesure  de  l’angle  (n°  36),  exprime  aussi  celle  de 
Fare. 
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Rapporteur  ; c’est  un  demi -cercle  divisé  en  une  quantité  quel- 
conque de  parties  égales,  propres  à donner  le  rapport  des  arcs 
au  quadrant } nombre  qui  exprime  la  mesure  des  angles  , ou 
leur  rapport  à l’angle  droit.  Un  semblable  demi-cercle,  porté 
sur  un  pied  et  pourvu  d’alidades  mobiles  autour  du  centre, 
pour  pouvoir  être  dirigées  aux  objets  éloignés , se  nomme 
• Graphomètre , et  sert  de  même  à mesurer  les  angles  dans  l’es- 
pace ; au  reste  on  a construit,  dans  ce  but,  des  instrumens  de 
formes  très  variées,  et  dont  nous  n’essaierons  pas  de  donner  la 
description,  pour  ne  pas  nous  écarter  de  notre  sujet. 

On  a coutume  de  diviser  le  quadrant  en  go  parties  ou  degrés , 
chaque  degré  en  60  minutes , et  la  minute  en  60  secondes  ; un 
angle  ou  arc  de  18  degrés  5 4 minutes  55  secondes,  s’écrit  ainsi  : 
i8°  54'  55".  Comme  les  tables  et  les  instrumens  ont  été  construits 
sur  ce  mode  de  division , nous  le  préférerons  à celui  qui  est  plus 
moderne  et  plus  simple  pour  les  calculs,  qui  consiste  à partager 
le  quart  de  cercle  en  îoo  Grades , le  grade  en  îoo  minutes,  la 
minute  en  îoo  secondes.  Dans  ce  système,  i8?  54' 55"  revient 
à i8^,5455  ou  o,i85455  quadrant. 

Maintenant  que  nous  savons  mesurer  les  droites,  les  arcs, 
les  angles,  et  que  nous  concevons  nettement  leur  introduc- 
tion dans  les  calculs,  cherchons  à les  combiner,  afin  de  voir 
la  manière  dont  on  les  emploie  à la  formation  des  ligures , et 
les  conditions  qui  les  lient. 

Des  Perpendiculaires  et  des  Obliques. 

171.  Si  l’angle  ACB ==  ACD  (fig.  io),  BD  étant  une  droite, 
en  pliant  la  figure  suivant  AC  y CB  se  couchera  sur  son  prolon- 
gement CD:  on  dit  alors  que  AL  est  Perpendiculaire  sur  DB , 
ou  que  l’angle  ACB  est  Droit.  L’arc  AB  est  le  quart  de  la  cir- 
conférence ou  le  Quadrant  ; l’angle  F CB  < l’angle  droit  ACBt 
est  appelé  Aigu;  l’angle  ECB^>  ACB  est  Obtus. 

172.  Lorsqu'une  ligne  EG  (lig.  io)  tombe  sur  une  autre  BD? 
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les  angles  adjàceils  ECB , ECD  ont  pour  somme  deux  droits  : 
la  perpend.  AC  sur  BD  rend  cela  évident. 

Réciproquement,  si  la  somme  de  deux  angles  vaut  deux 
droits  , en  les  appliquant  l’un  contre  l’autre  , pour  faire  coïn- 
cider un  côté  et  le  sommet , les  deux  autres  côtés  seront  en  ligne 
droite;  car,  si  cela  n’était  pas,  et  qu’on  pût  avoir,  par  ex., 
DCE-J-FCE—u  droits,  comme  on  a sluss'\DCE-{-B  CE— 2 droits, 
il  en  résulterait  FCE — BCE. 

On  appelle  Supplémens  deux  angles  ECB , ECD  qui,  ajoutés, 
valent  deux  droits,  et  Complémens , lorsque  cette  somme  vaut 
un  droit,  tels  que  F CB  et  FC  A. 

Si  la  droite  AL  est  perpendiculaire  sur  BD,  c.-à-d. , l’angle 
ACD  — ACB , puisque  ACD  -\-DCL  — 2 droits,  et  que  A CD 
est  droit,  on  a aussi  DCL  — J droit  — ECB.  Les  quatre  an- 
gles ACB,  ACD , LC  B , LCD  sont  donc  égaux;  si  l’on  plie  la 
ligure  selon  BD  , CL  devra  tomber  sur  CA  ; BD  est  aussi  per- 
pendiculaire sur  AL , et  ces  lignes  coupent  le  cercle  en  quatre 
parties  égales. 

173.  Il  est  visible  que  ( lig.  10)  les  angles  BCF-\-  ECF 
-{-DCE—  2 droits,  lorsqu’ils  sont  formés  d’un  même  côté  d’une 
ligne  BD.  Tant  de  lignes  qu’on  voudra  KC , BC,  EC , JC. . . . 
qui  concourent  en  un  point  C,  forment  des  angles  dont  la  somme 
est  4 droits.  Les  iers  interceptent  la  demi-circonf.,  ceux-ci  la 
circonf.  entière. 

174.  Lorsque  deux  droites  DB , AE  (lig.  iî)  se  coupent  en 
C , les  angles  BCE,  ACD,  opposés  au  sommet , sont  égaux  ; car 
A CD  -f-  A CB  ==  2 droits  = B CE  -f-  A CBt  d’où  ACD  — BCE. 
O11  a de  même  ACB — DCE. 

175.  Par  un  point  A on  ne  peut  mener  quune  seule  perpen- 
diculaire à une  droite  DE  (fig.  12).  En  effet,  soit  AH  perpend. 
sur  DE , toute  autre  droite  AB  ne  peut  l’être;  car  si  l’angle 
ABC  était  droit,  en  prenant  CH  — AC  , menant  BH  et  pliant 
la  figure  suiyant  DB>  H tomberait  en  A , et  par  conséquent 
CBH  sur  CB  A.  Donc  l’angle  CEE  serait  droit , comme  l’est 
CB  A par  hypothèse,  et  ABU  serait  une  ligne  droite  (n°  172), 
ainsi  que  AH , ce  qui  est  absurde. 
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Si  le  point  donné  était  en  C sur  la  droite  DE , il  serait  évi- 
dent qu’on  ne  peut  élever  qu’une  perpend.  CA. 

176.  La  perpendiculaire  AC  sur  DB  ( fig.  12)  est  plus 
courte  que  toute  oblique  AB  ; 2°.  les  obliques  AD  et  AB,  qui 
s' écartent  également  de  la  perpendiculaire , sont  égales;  3°.  l'o- 
blique AE,  qui  s’ écarte  plus  que  AB,  est  plus  longue. 

i°.  Puisque  AH <^AB  -f-  BH  ou  2 AB,  on  a AC <^AB.  La 
perpend.  AC  mesure  la  distance  du  point  A à la  droite  DE. 

2°.  Si  CD  — CB,  en  pliant  la  figure  suivant  AC , D tombe 
en  B,  donc  AD-=.AB.  La  même  chose  arrive  lorsque  l’angle 
CAD  est  donné  = CAB. 

3°.  Si  CE  ]>  CB,  ou  si  l’angle  CAE  CAB,  en  menant  EH, 
on  a (n®  1 58)  AB  -f-  BFI<^AE  -f-  EH  : or  AB  et  BH  sont 
des  obliques  égales  (2°),  ainsi  que  AE  et  EH.  Donc  . . . 
zAB  <zAE , ou  AB  AE. 

177.  Réciproquement,  la  ligne  AC  est  perpend.  sur  BD  lors- 
qu’elle est  la  plus  courte  distance  à BD.  Car  si  une  autre  ligne 
AD  était  cette  perpend.,  elle  serait  <^AC  contre  l’hypothèse. 
De  même,  si  AB=AD , il  faut  que  DCz=zBC , puisque  sans 
cela  AB  serait  > ou  <^AD,  suivant  que  BC  serait  > ou 
< DC.  Enfin  si  AE  AB  ou  AD,  on  verra  de  même  que  CE 
est  i>  CB  ou  CD. 

178.  Concluons  de  là  que , i°.  on  ne  peut  mener  trois  obli- 
ques égales  d’un  point  à une  droite. 

2°.  Si  AH  (fig.  i3)  est  perpend.  au  milieu  C de  DB,  chaque 
point  F de  AH  est  autant  éloigné  de  B que  de  D. 

3°.  Les  points  de  la  perpend.  AH  jouissent  seuls  de  cette 
propriété  ; car  prenons  un  point  G hors  de  AH , if  sera  plus 
près  de  B que  de  D,  parce  que  GB<^GF-j-FB  ou  <^GF-4-FD9 
ou  enfin  GB<GD. 

179.  Il  suffit  donc  (fig.  i3  et  i4)  qu’une  droite  AH  ait  deux 
de  ses  points  à égale  distance  de  deux  autres  D et  B,  pour  en 
conclure  que  tous  les  autres  points  de  AH  sont  autant  éloi- 
gnés de  D que  de  B,  et  que  cette  droite  AH  est  perpend.  sur 
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le  milieu  de  DB  ; car  la  perpend.  est  la  seule  droite  qui  jouisse 
de  la  propriété  dont  il  s’agit.  Ainsi,  il  est  aisé  de  mener  une 
perpendiculaire  à une  droite  donnée  DB  par  un  point  connu  F, 
pris  hors  de  la  droite  (lig.  i3),ou  sur  la  droite  (fîg.  14).  Du 
centre  F,  on  décrira,  avec  un  rayon  quelconque,  des  arcs  qui 
coupent  la  ligne  donnée  en  D et  B\  puis  de  ces  points  comme 
centres  et  avec  un  rayon  arbitraire  , on  tracera  de  nouveau 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  H y la  droite  FH  sera  la  per- 
pend. demandée  , puisqu’elle  a deux  points  F et  H à la  même 
distance  de  D et  B.  Il  faut  observer  de  prendre  des  rayons 
assez  grands  pour  que  les  intersections  D et  B (fig.  i3),  dont 
on  vient  de  parler,  aient  lieu  (nos  176  et  192). 

180.  On  peut  aussi  mener  une  perpendiculaire  AH  (fîg.  i5), 
au  milieu  d'une  droite  donnée  DB.  Des  centres  D et  B , on 
décrira  des  arcs  qui  se  couperont  en  A et  en  H , les  rayons 
étant  d’ailleurs  arbitraires,  mais  égaux;  AH  se ra  la  ligue  de- 
mandée. Cette  construction  donne  en  outre  le  milieu  C de  la 
droite  DB. 

Etant  donnés  les  points  G et  Bt  et  la  droite  AK  (fîg.  ]3), 
trouver  un  point  F tel , que  les  droites  FG , F B soient  égale- 
ment inclinées  sur  AH , ou  l’angle  GFA  — BFH.  En  prolon- 
geant GF,  l’angle  AFG  ou  DFC  doit  être  — B FC  ; ainsi  la 
fîg.  étant  pliée  selon  AH , FD  doit  se  coucher  sur  FB,  c.-à-d. 
que  FD,  F B sont  des  obliques  égales.  Donc,  menez  BD  perpend. 
sur  AH,  prenez  CD  — CB  et  tirez  DG,  le  point  F sera  dé- 
terminé. 

Dans  l’angle  A' AC  (fîg.  i3  bis)  on  donne  les  points  B et  G, 
il  s’agit  de  tracer  B F,  FL,  LG  de  sorte  que  les  inclinaisons 
de  ces  droites  sur  chaque  côté  de  l’angle  soient  égales  deux 
à deux,  ou  l’angle  BFC  — AFL  et  ALF  — GLAr . Sur  BD 
perpendiculaire  à AC,  prenez  CD—CB\  puisque  l’angle 
DFC  = AFL  — B FC , il  faut  que  FD  soit  le  prolongement 
de  LF.  Ainsi,  après  avoir  déterminé  D comme  on  vient  de  le 
dire  , ce  point  D peut  remplacer  B dans  le  problème,  c.-à-d. 
qu’on  cherche  la  droite  DL  qui  donne  l’angle  ALD  — A'LG, 
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question  qu’on  vient  de  résoudre.  Il  faut  donc  mener  DK  per- 
pend.  sur  A' A prolongé  , prendre  IK=:JD,  et  mener  KG  qui 
donne  le  point  L,  puis  LD  qui  donne  F , et  enfin  FB. 

Pour  mener  de  G'  à B les  droites  G'L',  EL,  LF,  FB  éga- 
lement  inclinées  deux  à deux  sur  lés  côtés  A" A',  A' A,  AC,  il 
faut  remplacer  de  même,  i°.  le  point  Z?  par  D,  2°.  D par  K,  3°ï  K 
par  K , en  reproduisant  sur  chaque  côté  la  même  construction. 

Ce  tracé  résout  complètement  le  problème  des  bricoles  au  jeu 
de  billard. 

Des  Parallèles . 


1B1 . On  nomme  Parallèles  deux  droites  situées  sur  un  même 

plan,  et  qui,  dans  leur  cours  indéfini,  ne  se  rencontrent  ni 
d’un  côté  ni  de  l’autre. 

i°.  Deux  droites  CA,  BD  (fig.  17),  perpendiculaires  à une 
meme  ligne  KL,  sont  parallèles,  puisque  si  elles  se  rencontraient, 
on  aurait  d’un  point  deux  perpend.  abaissées  sur  la  ligne  KL 
(n°  175).  b 

20.  Deux  lignes  CA,  DB  coupées  par  uneSécante  HG  sont 
parallèles,  lorsque  les  angles  AEF,  EFD  sont  égaux;  car  du 
mi  ieu  J de  EF  abaissons  KL  perpend.  sur  BD  et  RIR' 
sur  KL  ; puis  prenant  LS^FL,  menons  JS  : en  pliant  la  fig. 
selon  KL  , LF  s’applique  sur  son  égal  SL  ; donc  IF  se  couche 
sur  IS.  Plions  de  nouveau  la  fig.  suivant  M';  à cause  det 
angles  droits  RIK , RIL,  JK  prend  la  direction  IL  : de  plM 
comme  l’angle  EIK  = LIF=  LIS,  El  s’applique  sur  son  égal 
IS>  et  le  Pomt  £ tombe  sur  A.  Enfin,  par  supposition,  lande 
E~~F—S)  ainsi  EK  prend  la  direction  SL,  et  K va  tomber 
en  L.  Donc  les  angles  L et  K sont  droits  et  les  lignes  CA 
IJB  sont  parallèles  (i9.).  * 

Les  lignes  CA,  DB  sont  encore  parallèles. 

3°.  Si  les  angles  CEG  , BFH  sont  égaux,  car  étant  opposés 
an  sommet  à FEA  et  DFE , ce  cas  rentre  dans  le  précédent. 

4 • Lorsque  l angle  HFB  =rFEA,  car  EF  B = DFE  donn* 
DFE  = FEA.  ° 


1. 


/ 
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5°.  Quand  les  angles  EFB  -{-FEA  = 2 droits , car . 

EFB  -f-  EFD  — 2 droits  y d’où  — EFD. 

6°.  Enfin , quand  les  angles  GEA  -f-HFB  — 2 droits , puisque 
GE  A -f-  FEA  = 2 droùs,  d’où  HFB—FEA  — EFD. 

On  a nommé  Alternes  deux  angles  situés  de  part  et  d’autre 
de  la  sécante.  Internes  ou  Externes  ceux  qui  sont  au  dedans, 
ou  en  dehors  des  parallèles.  Ainsi,  les  angles  AEFi  EFD 
(lig.  17)  sont  alternes-internes  ; GEC,  BFH  alternes-externes  ; 
on  nomme  encore  les  angles  HFBy  FEA  Correspondons.  Nous 
dirons  donc  que  deux  droites  sont  parallèles , lorsque , coupées 
par  une  sécante , elles  forment  les  angles  alternes-internes , 
ou  alternes -externes , ou  correspondons , égaux  ; ou  quand  les 
angles  internes  ou  externes  d'un  même  côté  valent  ensemble 
deux  droits. 

182.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  vraies  : 

i°.  Lorsque  deux  droites  CA,  DB  (lig.  16)  sont  parallèles , 
toute  perpendiculaire  RL  sur  lune , l'est  aussi  sur  l'autre.  Il 
n’est  guère  d’efforts  que  les  géomètres  n’aient  tentés  pour  par- 
venir à démontrer  ce  principe;  mais  aucun  n’a  pu  y réussir  : 
ils  ont  seulement  dissimulé  la  difficulté,  sans  la  lever  (*).  On 


(*)  « La  démonstration  de  cette  proposition  fort  simple  laisse  peut-être 
x quelque  chose  à désirer  du  côté  de  la  rigueur;  mais  le  seul  énoncé  pro- 
d duit  la  conviction  la  plus  entière  : il  ne  faut  donc  pas , dans  Fenseigne- 
v ment,  insister  sur  ce  qui  peut  manquer  à la  rigueur  des  preuves  que  l’on  eu 
i>  donne,  et  Fon  doit  abandonner  cette  discussion  aux  métaphysiciens  géo- 
» mètres,  du  moins  jusqu’à  ce  qu’elle  ait  été  suffisamment  éclaircie,  pour  ne 
» laisser  aucun  nuage  dans  l’esprit  des  commençans.  » ( Laplace  , Écoles 
normales  y t.  IV,  p.  zp-  ) 

Au  reste,  voici  ce  qu’on  a donné  de  plus  lumineux  sur  cette  matière.  Dési- 
gnons , par  le  mot  angle , l’espace  indéfini  compris  entre  les  côtés  prolongés. 
Un  angle  quelconque  BCA  (fig.  18)  est  contenu  dans  l’angle  droit  BCD 


autant  de  fois  que  l’arc  b a l’es  t dans  Farc  bd  : soit  n ce  rapport,  — — n — - - 

11  ’ba  BCA 

' Prenons  des  parties  égales  quelconques  EC , EG.  . . , et  menons  les  perpen- 
diculaires EF , GU.  . ..  sur  CD;  nous  formerons  ainsi  des  bandes  BCEF , 
FEGH.  ...»  toutes  égales  entre  elles,  comme  on  le  reconnaît  en  pliant  la 
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conçoit  bien  que  si  la  droite  A/tourne  autour  de  K , le  point  E 
d’intersection  avec  BD  s’éloignera  en  F,  D ...  y mais  on  n’en 
reste  pas  moins  dans  le  doute  de  savoir  s’il  n’arrivera  pas  une 
position  où  KH  cessera  de  rencontrer  BD,  avant  d’atteindre 
la  situation  de  AC  perpend.  sur  KL. 

Nous  regarderons  comme  évident  que  toute  droite  autre 
que  KC  y rencontre  BD  y soit  à droite,  soit  à gauche  de  KL 
perpend.  à AC , suivant  qu’elle  est  située  en  KH  au-dessus, 
ou  en  KH'  au-dessous  de  AC\  et  cela  quelque  petit  que  soit 
l’angle  HK C ou  H' K C ; ce  qui  revient  à dire  que  par  un  point  K , 
on  ne  peut  mener  quune  seule  parallèle  à une  droite  BD. 

2?.  Foute  sécante  GH  (fig.  17)  qui  coupe  deuv  parallèles 
DB,  CA,  forme  les  angles  alternes-internes  égaux  DFE— FEA. 
En  effet,  du  milieu  I àeEF,  abaissons  LK  perpend.  sur  BDy 
elle  le  sera  aussi  sur  AC  (i0.),  puis  RIR ' sur  KL  : prenons 
LS  = LF,  et  menons  JS.  En  pliant  la  figure  suivant  RR' , on 
verra,  comme  ci-devant,  que  E tombe  sur  S\  et  comme  du 
point  S y on  ne  peut  abaisser  qu’une  perpend.  SL  sur  KL 
(n°  175),  EK  se  couchera  sur£X;  donc  l’angle  S ou  F est  égal 
à K EL 

3°.  Les  angles  àlternes-externes  GEC , BFH  sont  aussi  égaux 
comme  opposés  aux  précédons;  4°*  ^ es  angles  correspondrais 
BFH,  AEF  sont  égaux , puisque  BFH  — EFD  = AEF  (20.); 
5°.  les  angles  FEA , EFB  internes  d’un  même  côté,  sont  sup~ 
plémens  l’un  de  l’autre , ainsi  que  les  angles  GEA,  HFB  ex- 
ternes d un  meme  côté.  Cela  se  voit  aisément.  Donc 

Lorsque  deux  parallèles  sont  coupées  par  une  sécante , les 


figure  selon  EF,  GH..  . : qu’il  y ait  n de  ces  bandes  ou  plus,  depuis  BC 
jusqu’à  MN  ; comme  la  surface  entière  de  l’angle  droit  B CD  surpasse  l’é- 
tendue B CM  N de  la  somme  de  ces  bandes  , ou  à 

BCDg>  BCMN , ou  n x B CM  g>  n x B CE  F, 

partant  B CA  g>  B CEF,  ce  qui  ne  saurait  être  à moins  que  CA  ne  ren- 
contre EF.  Quelque  petit  que  soit  l’angle  BCA  , l’oblique  CA  doit  donc 
«oùper  EF  perpendiculaire  à CD  5 c.  q.  f d. 

i5'.. 
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angles  sont  égaux  , lorsqu'ils  sont  de  même  nature ; et  Slip - 
plémens  , lorsqu’ils  sont  de  nature  différente  ( l’un  aigu , l’autre 
obtus). 

183.  Il  suit  de  là  que  , i°.  pour  mener  par  un  point  donné  C 
(fig.  21)  un  parallèle  CD  à une  droite  AB,  on  pourra  em- 
ployer l’une  quelconque  des  six  propriétés  précédentes.  Par 
ex.,  d’un  rayon  quelconque  CB  et  du  centre  C , on  décrira 
un  arc  BJ\  puis  du  centre  B l’arc  CH  : enfin,  on  prendra 
l’arc  BI=CH , et  CI  sera  parallèle  à AB.  Car,  en  menant  la 
sécante  BC,  les  angles  ABC , B CI  sont  égaux  (n°  166). 

20.  Deux  droites  AC,  BD  (fig.  13)  parallèles  à un  troi- 
sième  EF  sont  parallèles  entre  elles  ; car  la  perpend.  Kl  à EF 
l’est  aussi  à ses  parallèles  AC  et  BD\  celles-ci  ne  se  rencontrent 
donc  pas  (181,  10.). 

3°.  Deux  angles  CAB , DEF  (fig.  20)  dont  les  cotés  sont 
parallèles , et  l'ouverture  tournée  du  même  sens , sont  égaux: 
car  prolongeant  EF  en  G,  les  parallèles  AC , ED  donnent 
l’angle  DEF  — CGF  comme  correspondans  : à cause  des  pa- 
rallèles AB y GF } on  a l’angle  CGF—CAB  ; donc  CAB— DEF . 
Si  l’on  prolonge  un  côté  EF , les  angles  DEI  et  BAC  , dont 
l’ouverture  n’est  pas  tournée  du  même  côté,  ne  sont  plus  égaux  ; 
ces  angles  sont  supplémens  l’un  del’autre. 

4°.  Deux  parallèles  AB,  CD  (fig.  21)  sont  partout  équidis- 
tantes; Car  de  deux  points  quelconques  A et  B , et  du  milieu 
E de  AB  y menons  les  perpend.  AC,  BD , EF  sur  AB,  elles 
le  seront  aussi  sur  CD\  or,  pliant  la  figure  suivant  EF,  EB 
se  couchera  sur  son  égal  EA  \ et  à cause  des  angles  droits,  BD 
prendra  la  direction  AC , et  FD  se  couchera  sur  FC.  Ainsi, 
le  point  D tombera  sur  C 7 d’où  AC—BD . ( Voy . n°  200.) 

Des  Perpendiculaires  et  Parallèles  considérées  dans 
le  cercle  y et  des  Tangentes . 

184.  Tout  rayon  CD  perpendiculaire  à une  corde  AB,  la 
coupe  au  milieu  E,  ainsi  que  l'tirc  soutendu  ADB  (fig.  22). 
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"En  effet,  les  obliques  égales  AC , CB  prouvent  que  E est  le 
milieu  de  AB  ( n°  1 77)  ; en  pliant  la  figure  suivant  CD , le 
point  A tombe  en  B \ AD  se  couche  sur  DB,  et  D est  le  mi- 
lieu de  Tare  AD  B. 

1 85.  Le  centre  C,  le  milieu  E de  la  corde  et  celui  D de 
Tare , étant  en  ligne  droite , il  s’ensuit  que  toute  ligne  CD  qui 
passe  par  deux  de  ces  points  , passe  aussi  par  le  3e,  et  est 
perpend.  à la  corde  AB.  De  plus,  puisque  par  un  point  C, 
E ou  D,  on  ne  peut  mener  qu’une  seule  perpend.  à AB, 
dès  qu’une  droite,  passant  par  l’un  de  ces  trois  points,  sera 
perpend.  à AB,  on  en  conclura  qu’elle  passe  par  les  deux 
autres.  Donc,  de  ces  quatre  conditions , être  perpendiculaire 
à une  corde , passer  par  son  milieu , par  le  milieu  de  l'arc 
et  par  le  centre , deux  étant  supposées , les  deux  autres  s’ensuit 
vent  nécessairement. 

On  peut,  au  reste,  démontrer  directement  chacun  des  six 
cas  compris  dans  ce  théorème,  en  le  traitant  comme  celui 
qui  nous  a servi  de  base. 

180.  Pour  diviser  un  arc  ADB  (fig.  22),  ou  un  angle  ÀCB 
en  deux  parties  égales , il  suffit  d’abaisser  la  perpend.  CD 
sur  la  corde  AB  (n°  179).  Comme  par  le  même  moyen  on 
peut  de  nouveau  faire  la  bisection  de  chaque  moitié , etc.,  on 
sait  diviser  un  arc  ou  un  angle  en  2,  4,  8.  . .2"  parties  égales, 
( Foy . n°  201,  4°.) 

1 87.  Faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  points 
donnés  N , B et  D (fig.  23).  Menons  NB  et  BD,  puis  les  per- 
pend. HE , CF  sur  leurs  milieux  E et  F.  Chacun  des  points 
de  HE  est  autant  éloigné  de  N que  de  B’,  ces  points  jouissent 
seuls  de  cette  propriété  : ainsi  tous  les  cercles  passant  par 
les  points  N et  B ont  leurs  centres  sur  la  perpend.  HE  : de 
même  pour  FI  relativement  à B et  D.  Donc  le  point  C où 
se  coupent  HE  et  FI , est  à la  même  distance  de  N,  B et  D, 
et  remplit  seul  cette  condition  : ainsi  C est  le  centre  du  cercle 
unique  qui  passe  par  les  trois  points. 

Les  perpend.  FI  et  HE  ne  se  rencontreraient  pas  si  les  trois 
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points  A7,  B et  D étaient  en  ligne  droite  (n°  181,  1®.),  et  le 
problème  serait  impossible.  Mais  dans  tout  autre  cas  FI  cou- 
pera HE , puisque  si  FI  et  HE  étaient  parallèles,  AB  per- 
pend.  à HE  le  serait  aussi  sur  FF,  l’angle  A serait  droit,  ainsi 
que  l’est  E \ ce  qui  est  absurde,  puisque  B F et  B A seraient  deux 
perpend.  sur  AF  (n°  175).  Observez  que  la  perpend.  abaissée 
sur  le  milieu  de  la  corde  ND , passe  aussi  par  le  point  C, 
puisqu’il  est  à la  même  distance  de  A7  et  de  D\  en  sorte  que 
les  trois  perpend.  concourent  en  C,  et  qu’on  détermine  ce  centre 
en  se  servant  de  deux  quelconques  des  trois  cordes  NB , 
BD , ND. 

Donc  i°.  deux  cercles  ne  peuvent  avoir  trois  points  com- 
muns sans  se  confondre. 

20.  Il  est  facile  de  trouver  le  centre  d’un  cercle  ou  d’un  arc 
donné  : il  suffit  d’y  marquer  trois  points  N , B et  D , et  de 
faire  la  construction  qu’on  vient  d’indiquer. 

188.  Une  droite  ne  peut  couper  un  cercle  en  plus  de  deux 
points,  puisque  s’ils  avaient  trois  points  communs,  en  y me- 
nant des  rajmns , on  aurait  trois  obliques  égales  (n°  178). 

Une  ligne  TG  (fig.  24)  qui  ne  rencontre  le  cercle  qu’en  un 
point  F s’appelle  'Tangente.  Le  rayon  CF  est  perpendiculaire 
à la  tangente  en  F .*  car  tout  autre  point  G de  cette  tangente 
étant  hors  du  cercle,  CG  est  )>  CE  — CF ; donc  CF  est  la 
plus  courte  distance  de  C à TG,  c.-à-d.  que  CF  est  perpend. 
à TG  (n°  176). 

Réciproquement , si  TG  est  perpendiculaire  sur  le  rayon  CF, 
cette  droite  TG  est  tangente  au  cercle.  Car  toute  oblique  CG 
étant  i>  CF , tout  autre  point  G de  TG  est  hors  du  cercle. 

Ainsi,  pour  mener  une  tangente  en  F au  cercle  CA,  il  faut 
mener  le  rayon  CF  et  sa  perpend.  TG  (nos  179  et  208,  I). 

189.  Étant  donnés  deux  points  (fig.  25),  l’un  en  A sur  la  droite 
at,  r autre  en  B , cherchons  le  cercle  ABI  qui  passe  en  A et  B, 
et  qui  touche  la  droite  AT.  AB  étant  une  corde;  EF  perpend. 
sur  le  milieu  de  AB  contient  le  centre  C\  ce  centre  est  aussi 
tur  AG  perpend.  à AT ; donc  il  est  à l’intersection  Ç.  Ainsi 
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menant  les  perpend.  GA  à AT , et  FE  au  milieu  de  AB , le 
point  C de  section  sera  le  centre;  le  rayon  sera  AC. 

190.  Les  arcs  AD,  BE  (fig.  24)  compris  entre  deux  cordes 
parallèles  AB  , DE,  sont  égaur.^ Car  soit  le  rayon  CF  perpend. 
à ces  deux  cordes  ; on  a (n°  184)  l’arc  AF~BF  et  DF~FE\ 
en  soustrayant,  il  vient  AD  ~ EB . Les  deux  cordes  peuvent 
encore  comprendre  entre  elles  le  centre  C;  telles  sont  AB 
et  D'E'\  on  a alors  AF—FB , D'F'=  F' E'\  en  soustrayant 
ces  deux  équations  de  la  demi-circonf.  F AF'  = FBF' , il  vient 
AD'  — BE r. 

La  même  chose  a encore  lieu  pour  une  corde  AB  et  la  tan- 
gente TG  qui  lui  est  parallèle  ; car  le  rayon  FC  mené  au  point 
de  contact  F,  étant  perpend.  à la  tangente.  Test  aussi  à AB\ 
donc  AF z=z  FB. 

Des  Intersections  de  Cercles. 

191 . Si  deux  circonférences  (lig.  27)  ont  un  point  A.  commun 
sur  la  ligne  CG  qui  contient  les  centres , elles  ne  se  rencontrent 
en  aucun  autre  point  : car  en  un  point  quelconque  H de  l’une, 
menons  CH  et  C'H , nous  avons  CC  ou  CA-\rAC'<^CH-\-HCr‘} 
ôtant  les  égales  CA  et  CH>  il  reste  AC <^HC' , le  point  ET 
est  donc  hors  de  la  circonf.  C . Si  les  centres  sont  en  C et  C" 

d’un  même  côté  du  point  commun  A , on  a CH  ou 

CA  <C  CCU  A- C'H  y et  retranchant  CC",  il  reste  C"A<^C'H\ 
le  point  H est  donc  hors  de  la  circonf.  C".  La  perpend.  AT 
sur  CC  au  point  A , est  tangente  aux  deux  circonL  qui  se  tou- 
chent en  A , 

Mais  si  les  deux  cercles  C et  G ont  en  M un  point  commun 
(lig.  26)  hors  de  la  ligne  qui  joint  les  centres , ces  cerclés  se 
coupent.  En  effet,  menons  MN  perpend.  sur  CC , et  prenons. 
J\ 7=  IM.  Les  obliques  égales  CM  et  CN  prouvent  que  N est 
un  point  de  la  circonf.  C;  N est  aussi  sur  la  circonf.  C , car 
CM  = CN.  Donc,  ces  circonf.  ont  un  second  point  com- 
mun en  N. 

Donc  , 1 si  les  circonférences  n’ont  qu’un  seul  point  com- 
mun , il  est  situé  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  , et  récipro- 
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quement  ; en  outre  , la  distance  des  centres  est  égale  à la  somme 
ou  à la  différence  des  rayons ; car  on  a (fig.  27)  CC^CA-fC  A t 
ou  CC"  ^=.  CA  — C'A  suivant  que  l’un  des  cercles  est  extérieur 
ou  intérieur  à l’autre. 

2°.  Si  les  cercles  se  coupent , la  ligne  qui  joint  les  centres 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  commune.  De 
plus,  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la  somme  des 
rayons  et  plus  grande  que  leur  différence  ; car  on  a visiblement 

(fig.  26)  CC<  CM -f-  CM  et  CC'+  CM  > CM , ou 

CC>  CM — CM. 

3°.  Enfin,  si  les  cercles  nont  aucun  point  commun } la  di- 
stance des  centres  est  plus  petite  que  la  différence  des  rayons 
ou  plus  grande  que  leur  somme , suivant  que  les  cercles  sont 
ou  ne  sont  pas  compris  l’un  dans  l’autre  ; car  on  a (fig.  28) 
CD  — DO  — CA  — AO,  et  CC  — CA  -f  CB+AB. 

On  conclut  de  là  que  D étant  la  distance  des  centres  , 
R et  r les  rayons  , on  a , lorsque  les  circonférences 


se  coupent D <[  R -f»  r et  D^>  R — r 

1 f extérieurement D ~ R-{-  r 

se  touchent  < . , . „ 

L intérieurement D — zi  — r 

ji  ont  aucun  point  commun  ( extérieurs D R-\~  r 

et  sont  Vun  à F autre  1 intérieurs D R -~r 


192.  La  réciproque  de  chacune  de  ces  propositions  est  éga- 
lement vraie.  Si,  par  ex.,  on  a à la  fois  D < R -f-  r et  ]> R — r , 
les  deux  circonf.  se  coupent  ; car  i°.  si  elles  se  touchaient 
on  aurait  D R -|-  r,  ou  = R — r;  et  si  elles  n’avaient  aucun 
point  de  section,  D serait  ^>R  -f~  r,  ou  <[  R — r.  Au  reste, 
à ne  considérer  que  les  points  K,  L et  O (fig.  26)  où  ces  circonf. 
coupent 6’ L',  les  relations  données  reviennent  à CC <éjCK-\-C' L, 
et  CCr-\-C O,  ou  CO^>CK  ; ainsi  la  2e  circonf.  C'  a des  points 
j L au  dedans  et  O au  dehors  de  la  ire  C. 

De  même,  si  D —R-\-r,  et  si  l’on  suppose  que  les  cercles 
ne  se  touchent  pas  extérieurement,  il  faut  admettre  l’une  des 
quatre  autres  dispositions.  Or,  i°.  s’ils  se  coupent,  on  a... 
D <^Rf-  r}  ce  qui  est  contraire  à la  supposition;  20.  s’ils  se 
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touchent  intérieurement , on  a D~  R — r , ce  qui  ne  peut  être, 
puisque  D=R-j-r,  etc.  (*). 

iq3.  Quand  on  connaît  les  centres  et  les  rayons  de  deux 
cercles,  pour  reconnaître  s’ils  se  coupent,  ou  se  touchent,  etc., 
il  n’est  donc  pas  nécessaire  de  décrire  les  cfrconf.  ; il  suffira 
d ajouter  et  de  soustraire  les  rayons,  et  de  comparer  les  résul- 
tats à la  distance  des  centres,  pour  décider  auquel  des  cinq  cas 
possibles  la  figure  proposée  se  doit  rapporter. 

Etant  donnés  deux  points,  l’un  en  A (fig.  0,5),  sur  un  cercle  C' , 
et  l’autre  en  B , pour  décrire  une  circonf.  qui  passe  par  ces  points 
et  touche  ce  cercle  C en  on  mènera  la  tangente.^ T7,  et  le 
problème  sera  ramené  à celui  du  n°  189, 

Des  Triangles . 

19 4-  Un  Triangle  est  un  espace  ABC  (fig.  29  à 33)  renfermé 
par  trois  droites  AB,  BC  et  AC  qu’on  nomme  ses  Côtés  ; il  est 
Scalène , si  ses  côtés  sont  inégaux  (fig.  29);  Équilatéral  s’ils 
sont  égaux  (fig.  3o)  , Isoscèle  lorsqu’il  a seulement  deux  côtés 
égaux  (fig.  5i).  Quand  il  a un  angle  droit  A , le  triangle  est 
Rectangle  (fig.  3s)  ; le  côté  BC  opposé  à l’angle  droit  A est 
nommé  Hypoténuse. 

Le  Sommet  d’un  triangle  est  l’un  quelconque  de  ses  angles, 
tel  que  C (fig.  3i)  ; la  Base  est  le  côté  AB  opposé;  ]a  Hauteur 
est  la  perpend.  CD  menée  du  sommet  sur  la  base. 

iq5.  La  somme  des  trois  angles  de  tout  triangle  vaut  deux 
droits.  En  effet,  prolongeons  l’un  des  côtés  AC  (fig.  33)  du 
tdangle  ABC , et  menons  CD  parallèle  à AB\  l’angle  DCK 
sera  égal  à son  correspondante,  et  l’angle  B CD  à son  alterne- 


(*')  En  general , lorsqu’on  a prevu  tous  les  cas  possibles  d;un  système  , et 
qi  e chacun  comporte  des  conditions  qui  ne  peuvent  coexister  avec  celles  que 
donnent  les  antres  cas,  les  réciproques  ont  lieu  , et  se  démontrent  comme  on 
vient  de  le  voir;  c’est  ce  qu’on  remarque  dans  la  théorie  des  obliques,  n°  177, 
aîflsi  qu’au  n°  198,  etq, 
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interne  B.  Donc,  les  trois  angles  du  triangle  sont  BCA , BCD , 
DCK\ leur  somme  vaut  deux  droits  : il  est  visible  que,  i°.  l'angle 
extérieur  B CK  vaut  la  somme  des  deux  intérieurs  opposés 
A et  B, 

2°.  Nous  représenterons  dorénavant  par  D l’angle  droit,  de 
sorte  que  nous  écrirons  A B -j-  C—2.D.  Si  donc  on  fait 
(fig.  33  et  34)  l’angle  KOL  — C , LOM=B  y MON —A,  la 
ligne  OAr  sera  le  prolongement  de  OK , Deux  angles  d’un 
triangle  étant  donnés,  il  sera  facile  de  trouver  le  troisième  par 
cette  construction. 

3°.  Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  respectivement  égaux, 
sont  équiangles. 

4°.  Un  triangle  peut  avoir  tous  ses  angles  aigus,  mais  il  ne 
peut  en  avoir  qu’un  seul  droit  ou  obtus. 

5°.  Les  deux  angles  aigus  C et  B (fig.  32)  d’un  triangle  rec- 
tangle ABC  sont  complément  l’un  de  l’autre,  ou  C ~f-  B — D. 

6°.  Quand  la  ligne  B A'  s’éloigne  de  la  perpend.  BD  (fig.  38), 
en  tournant  autour  de  B,  et  devient  BC , BI , l’angle  A'  devient 
C,  I , et  décroît  de  plus  en  plus*,  car  les  angles  CBD,  IBD, 
qui  en  sont  les  complémens,  augmentent  sans  cesse. 

7°.  Si  dans  le  triangle  CBC  (fig.  38)  les  angles  C et  C'  à.  la 
base  sont  aigus , la  perpend.  BD  tombe  dans  l’intérieur  ; car 
si  elle  pouvait  tomber  en  dehors,  et  être,  par  ex.,  telle  que  B A, 
le  triangle  BCA  aurait  un  angle  droit  A , et  un  angle  obtus 
BCA.  On  voit  de  même  que  dans  le  triangle  BC  A,  ou  l’angle 
C est  obtus,  la  perpend.  BD  tombe  en  dehors. 

8°.  Les  angles  dont  les  côtés  sont  respectivement  perpendicu- 
laires , sont  égaux:  s'ils  sont  tous  deux  de  même  nature , comme 
BAC  et  Br A' C (fig.  36);  ils  sont  supplémens  si  l'un  est  aigu 
et  l'autre  obtus , tels  que  BAC  et  Cr  AD  ; car,  en  prolongeant 
kAr B*  et  A' C jusqu’à  leur  rencontre  avec  les  côtés  AB,  AC, 
qui  leur  sont  perpend.,  les  triangles  rectangles  ADF,  A'D'Fcnt 
les  angles  A et  j£  égaux,  comme  complémens  des  angles 
égaux  F. 

9°.  Quand  des  droites  AB,  CB  (fig.  63)  vont  concourir  au  îcin 
en  B,  on  évalue  l’angle  B , sans,  prolonger  ces  lignes  jusqu’à  leur 
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rencontre,  soit  à l’aide  de  la  parallèle  DE  à BC , qui  donne 
B xzADE-,  soit  en  tirant  la  droite  quelconque  AC , mesurant 
les  angles  A et  C,  et  prenant  le  supplément  de  leur  somme 
A C.  Quand  B est  un  point  visible  au  loin , mais  inacces- 
sible, on  obtient  ainsi  la  grandeur  de  l’angle  B. 

198.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  (fig.  37)  sont  égaux  lors- 
qu’ils ont  respectivement , ou  i°.  deux  cotés  égaux  comprenant 
un  angle  égal,  AB  = A'B',  AC  — A'C',  A.  — A'.  En  effet, 
appliquons  A! B' C'  sur  ABC , de  manière  que  A' B'  couvre 
son  égal  AB\  comme  Az=.Ar,  le  côté  A' C tombera  sur  son 
égal  AC , et  les  triangles  se  confondront  en  un  seul; 

Ou  20.  un  côté  égal  ABr^À^B',  ainsi  que  deux  angles  égaux 
placés  de  la  même  manière , tels  que  A ■=.  Af , et  B = B' ; ou 
A — A!  et  C—C  (les  trois  angles  sont  alors  égaux  chacun  à 
chacun  (n°  195,  3°.).  En  posant  encore  A' B1  sur  AB,  les  côtés 
A' Cr  et  Br C'  devront  prendre  les  directions  AC  et  BC , C 
tombera  donc  en  C . 

197.  Un  triangle  est  donc  déterminé  lorsqu’on  en  connaît 
i°.  deux  côtés  metn,  et  l’angle  k qu’ils  forment  (fig.  29):  on 
fera  un  angle  A ~k,  et  sur  ses  côtés  indéfinis  AG  et  AH,  on 
prendra  ABz=zm  et  AC-=.n\  enfin,  on  mènera  BC\ 

2°.  Un  côté  n et  deux  angles  k et  l (fig.  35).  Si  les  angles 
donnés  ne  sont  pas  adjacens  au  côté  m,  on  cherchera  d’abord 
le  troisième  angle  (n°  19b,  26.),  de  sorte  que  les  angles  connus 
k et  l puissent  être  regardés  comme  adjacens  au  côté  donné  n . 
Sur  l’un  des  côtés  indéfinis  AH  de  l’angle  A = k , on  prendra 
AC  — n\  pu  mènera  BC  qui  fasse  l’angle  C~l\  ABC  sera  le 
triangle  demandé. 

Donc,  deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lorsqu’ils  ont, 
outre  les  hypoténuses  égales , un  angle  aigu  égal. 

198.  Lorsque  deux  triangles  ont  deux  côtés  respectivement 
égaux , et  un  angle  compris  inégal , le  troisième  côté  est  moindre 
dans  le  triangle  qui  a cet  angle  plus  petit.  Pour  démontrer  ce 
théorème,  appliquons  l’un  de  ces  triangles  sur  l’autre,  de  ma- 
nière à faire  coïncider  l’un  des  côtés  égaux  AB  (fig.  38,  09 
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et  4°);  les  triangles  seront  disposés  comme  ABC  et  ABC',  et 
on  aura  BC  — BC.  Cela  posé,  il  se  présente  trois  cas. 

i°.  Si  C tombe  sur  AC  (fig.  38),  il  est  visible  que  AC' <^AC. 

2°.  Si  C'  tombe  hors  de  ABC  (fig.  3q),  les  triangles  BIC,  A IC 
donnent  BC  <(  BI  - f-  IC , AC  CI  -f-  AI\  ajoutant  ces 
inégalités,  on  a BC  -f-  AC  < BC  -fi-  AC  , ou  AC  < AC, 
à cause  de  BC  — BC' . 

3°.  Enfin,  si  £'  tombe  au-dedans  de  ABC  (fig.  4°))  on  a 
(n°  i58)  AC  -JrC'B^AC+CB-,  d’où  AC  CAC. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie ; car  les  triangles 
ABC,  ABC  (fig.  3g),  qui  ont  le  côté  AB  commun,  et BC—BC, 
en  même  temps  que  le  3e  côté  AC  )>  AC , ne  peuvent  avoir 
l’angle  ABC  = ABC,  puisqu’alors  ces  triangles  seraient  égaux 
(n°  îgfi);  d’où  AC  — AC . On  ne  peut  non  plus  avoir  l’angle 
ABC  ABC , puisqu’il  s’ensuivrait  que  AC  AC , par 
le  théorème  direct.  Donc  l’angle  ABC  C ABC . ( Voyez  la 
note,  p a33). 

Ceci  n’exige  pas  qu’on  soit  assuré  de  la  possibilité  des  trois 
cas  que  nous  avons  successivement  examinés;  on  peut  cepen- 
dant la  reconnaître.  Car  les  trois  angles  de  tout  triangle  valant 
deux  droits,  en  désignant  par  A B C,  A ' B'  C les  angles  des 
triangles , on  a A -f-  B -f-  C ~ A'  -f-  B'  -{-  C'\  la  condition  que 
l’angle  C’BA  soit<é  CB  A , ou  B'  4 B,  donne  A-\~C<dA!  -f-  C , 
ce  qui  n’établit  rien  sur  la  grandeur  relative  des  angles  A et  A\ 
ou  C et  C' . Si  donc  A = A' , on  aura  les  triangles  ABC,  ABC 
(fig.  38),  où  C sera  C C*  Si-  A^A',  on  aura  la  fig.  4°, 
C sera  encore  <[  C';  enfin , dans  la  fig.  3q  où  A A',  C peut 
être  — )>  et  C . 

19p.  Il  suit  de  là  que,  i°.  Deux  triangles  qui  ont  les  trois 
côtes  respectivement  égaux , sont  égaux  (fig.  37);  car,  si 
ABzz=.A'B’,  AC  — A'C , BC  — B'C , et  qu’on  suppose 
A ^ ou  <4  A' , il  en  résulterait  BC  )>  ou  B' C . 

$°j  Pour  construire  un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés 
ni,  h,  et  p,  on  prendra  (fig.  26)  CC'  = m,  puis  des  centres 
C et  C , on  décrira  des  cercles  avec  les  rayons  CM  ==  n , 
C'M~p\  les  intersections  M et  N donnent  les  triangles  égaux 
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CMC , CNC , qui  résolvent  la  question.  Les  deux  cercles  ne 
®e  coupent  qu’autanî  que  l’un  des  côtés  m est  > n — p et 
<C.  n P}  sans  cette  double  condition,  le  triangle  ne  peut 
exister. 

200.  Les  parties  de  deux  parallèles  AB,  CD  (fig.  40  > in~ 
terceptées  entre  deux  autres  parallèles  BD,  AC,  sont  égales; 
car,  en  menant  AD , on  a deux  triangles  égaux  A BD,  ACD 
(outre  le  côté  commun  AD,  l’ angle  B A D—ADC,  BD  A— DA  C)\ 
donc  AB~CD.  Le  théorème  (n°  i83,  4°0  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier de  celui-ci. 

Réciproquement,  si  AB  = CD,  et  AC  zz  BD,  les  triangles 
ont  les  trois  côtés  respectivement  égaux,  d’où  résulte  l’angle 
DAB  — ADC,  ADB  ~DAC\  donc  AB  est  parallèle  à CD, 
et  AC  à BD. 

Enfin , si  l’on  suppose  AB  égal  et  parallèle  à CD,  AC  est  aussi 
égal  et  parallèle  à BD,  parce  que  les  triangles  sont  encore 
égaux. 

soi.  Dans  un  triangle  ABC  (fig.  3i),  les  côtés  égaux  CB,  CA 
sont  opposés  aux  angles  égaux  BAC  = ABC.  Menons  CD  au 
milieu  de  AB\  les  deux  triangles  BDC,  DCA  sont  égaux, 
comme  ayant  les  côtés  respectifs  égaux*,  donc  A~B. 

Réciproquement , si  Az=B,  on  a AC~BC\  car,  sans  cela, 
on  pourrait  sur  AC  ]>  Z?Cprendre  la  partie  AEz=zBC\  il  fau- 
drait donc  que  les  triangles  ABE,  ABC  fussent  égaux  (n®  196), 
comme  ayant  A~ ABC,  AEz=.BC,  et  AB  commun;  ce  qui 
serait  absurde. 

i°.  Tout  triangle  équilatéral  (fig.  3o)  a ses  trois  angles  égaux, 
et  chacun  vaut  les  | d’un  droit,  ou  J D \ les  angles  du  triangle 
scalène  sont  inégaux. 

2°.  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC  { fig,  3i),  ACB~\~<iA~9.D, 
d’où  ACD'=.\  C — D — -A,  et  A~D  — {C,  D étant  l’angle 
droit,  et  C l’angle  du  sommet. 

3°.  La  ligne  CD  menée  du  sommet  d'un  triangle  isoscèle  au 
milieu  de  la  base , est  perpendiculaire  à cette  base,  et  coupe 
V angle  du  sommet  par  moitié . 
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4°.  Sur  le  côté  Kl  (fig.  \ G)  d’un  angle  donné  IKC , soit  pris 

* 

un  point  E quelconque  et  mené  ED  parallèle  à À’C  ; prenons 
KE—EF,  et  tirons  KF,  le  triangle  isoscèle  KEF  a l’angle 
EKF  — F)  mais  F—FKC  comme  alterne;  ainsi,  KF  coupe 
par  moitié  l’angle  JKC.  De  meme  FK  — FD  donne  l’angle 
DKC  ~ \ FKC  — J JKC,  etc.;  cette  construction  facile  sert 
à diviser  l’angle  JKC  en  2,  4>  S....  2n  parties  égales. 

202.  Dans  tout  triangle  BAC  (fig.  43),  F plus  grand  côté 
est  opposé  au  plus  grand  angle.  Soit  l’angle  BAC^>  C\  dans 
l’angle  A,  formons  DAC—C ; le  triangle  isoscèle  DAC  a 
])  A — DC,  d’où  B A <é  BD  -fi-  DA  ou  BC. 

Réciproquement , si  BA<^BC,  on  doit  avoir  C<dBAC\ 
car,  sans  cela,  C serait  ]>  ou  =±  BAC , ce  qui  entraînerait 
B A ^ ou  — BC,  d’après  la  proposition  directe  , contre  la  sup- 
position. 

203.  Construire  un  triangle  ABC  (fig.  38)  dont  on  connaît 
deux  côtés  a,  c,  et  l'angle  K opposé  ci  a P Faites  l’angle' 
BAC  = K ; sur  l’un  des  côtés  indéfinis,  prenez  AB—c , et 
du  centre  B , avec  le  rayon  BC~a , décrivez  un  cercle  CCf  ; les 
points  C , C , de  section  avec  le  côté  AC , détermineront  les 
triangles  ABC , ABC , qui  satisfont  tous  deux  à la  question  ; 
elle  a donc,  en  général , deux  solutions  ABC , ABC ; mais  iï 
faut  distinguer  quatre  cas. 

i°.  Si  le  rayon  a du  cercle  est  plus  petit  que  la  perpend.  BD , 
a<^BD,  le  cercle  ne  coupe  pas  AC,  et  le  problème  est  im- 
possible. 

2°.  Si  ce  rayon  égale  la  perpend.  a=zBD,  le  triangle  rec- 
tangle ABD  satisfait  seul  à la  question.  Donc  deux  triangles 
rectangles  BID,  BAD  (fig.  38)  sont  égaux , quand  l’hypoté- 
nuse et  un  côté  sont  respectivement  égaux.  En  juxta-posant 
ces  triangles  selon  le  côté  égal  BD,  les  hypoténuses  BT , BA 
sont  en  effet  des  obliques  égales , d’où  DI— AD  (n°  177). 

3°.  Si  le  rayon  a est  'g>  BD  et  <7  AB  — c , les  obliques 
BC—BC  sont  <^AB,  et  par  conséquent  situées  du  même 
côté  de  AB  (n°  177);  les  triangles  ABC , ABC  sont  l’un  et 
l’autre  conformes  aux  conditions  du  problème;  ce  sont  les  deux 
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solutions.  Remarquons  que  C est  supplément  de  l’angle  ACÈ 
puisque  le  triangle  BCC'  isoscèle  a l’angle  C — BCf  C,  ainsi,  l’un 
de  nos  deux  triangles  est  acutangle , l’autre  obtusangle.  Si  l’on 
savait  d’avance  que  le  triangle  cherché  a ou  n’a  pas  d’angle 
obtus,  l’une  de  ces  solutions  se  trouverait  exclue.  {JKoy . fig.  376 
et  1 77.) 

4°.  Si  a^>c,  ou  BC^>  B A , BC  tombe  d’un  côté  de  AB 
et  BC'  de  l’autre  côté  (Fig.  44)‘>  on  n’a  donc  fillune  solution  ABC . 

5°.  Nous  avons  jusqu’ici  supposé  que  l’angle  donné  K-z=.A 
soit  aigu  ; s’il  est  droit  ou  obtus , la  même  construction  (Fig.  44) 
sert  encore  à donner  la  solution  ABC',  qui  est  unique,  parce 
que  le  triangle  ABC  ne  peut  convenir  à la  question.  Observez 
que  le  côté  a opposé  à l’angle  obtus  A doit  être  le  plus  grand, 
et  que  si  on  eût  donné  a <c,  le  problème  eût  été  absurde. 

Deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  respectivement  égaux , et 
un  angle  égal  opposé  ci  l'un  de  ces  côtés , sont  donc  égaux  quand 
ils  sont  de  même  nature  (l’un  et  l’autre  rectangles;  ou  acutangle» 
ou  obtusangles)  (*). 

20 4-  Les  cordes  égales  CD,  AB  (fig.  45)  sont  à égales  di- 
stances du  centre  O.  Menons  les  perpend.  O J , OK\  les  triangles 
rectangles  OCÏ,  O AK  sont  égaux,  à cause  de  CI  et  AK  qui 
sont  des  moitiés  de  cordes  égales;  donc  OI  — OK . 

Réciproquement , si  O/—  OK , les  triangles  sont  encore  égaux  ; 
d’où  CD~AB. 

Si  par  un  point  donné  M,  intérieur  ou  extérieur  au  cercle , 
on  veut  mener  une  corde  CD  de  longueur  donnée,  on  la  portera 

arbitrairement  en  AB  sur  la  circonf.  ; puis,  menant  la  perpend. 

£ 

OK,  et  traçant  le  cercle  Kl , la  corde  cherchée  sera  tangente  à 


(*)  En  récapitulant  tous  Jes  cas  d’égalité  des  triangles,  on  peut  dire  que 
deux  triangles  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  trois  des  parties  qui  les  com- 
posent respectivement  égales;  mais  il  faut,  i°.  exclure  le  cas  de  trois 
angles  donnés  ; 2°.  exiger  que  si  l’on  a deux  angles  donnés,  ils  soient  placés 
de  meme  à l’égard  du  côté  donné;  3°  enfin  sous-entendre  que  s’ils  oui 
deux  côtés  égaux  et  un  angle  égal  opposé  à l’un,  les  triangles  soient  de  meme 
nature. 
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Cette  courbe.  Ainsi , il  restera  à mener  cette  tangente  par  le 

point  M (n°  208,  II),  et  on  aura  les  deux  solutions  du  pro- 
blème. 

2o5.  De  deux  cordes  inégales  AB,  CD  (fig.  /gé) , la  plus 
grande  AB  est  la  plus  proche  du  centre  O.  Car  on  a l’arc 
AEB  CFD  (n°  ]02,  5°.)  : prenons  l’arc  AE—CD , la  corde 
AE  sera  = CD,  et  à la  même  distance  du  centre  O ; d’où 
OL  — OI.  Comme  AE  tombe  en  dessous  de  AB , on  a 
OZ>  O G,  et  par  conséquent  OK. 

Réciproquement , si  OL  OA,  la  corde  CD  est<V/Z?,  car, 
autrement,  on  aurait  CDz=z  bu  AB , d’où  on  conclurait 
OL  — ou  <^OK , par  la  proposition  directe  (note  n°  192). 

20G.  Résolvons  maintenant  quelques  problèmes. 

I.  Inscrire  un  cercle  (fig.  46)  dans  un  triangle  ABC,  c.-à-d., 
tracer  une  circonférence  de  cercle  qui  soit  tangente  aux  trois 
côtés.  Ce  problème  revient  à trouver  un  point  O intérieur,  et 
qui  soit  à égale  distance  des  trois  côtés  du  triangle  ABC ; car, 
si  les  perpend.  OE,  OD , O F sont  égales,  le  cercle  décrit  du 
centre  O,  avec  le  rajron  OA,  sera  tangent  aux  trois  côtés 
(n°  188). 

Cherchons  d’abord  un  point  o à égale  distance  des  deux  côtés 
AC,  AB\  menant  Ao , les  perpend.  égales  ce,  of  donnent  les 
triangles  rectangles  égaux  Aeo,  Aof  (n°  2o5,  20.).  Donc  Ao 
divise  l'angle  A en  deux  parties  égales. 

Réciproquement } si  la  droite  Ao  coupe  l’angle  A en  deux 
parties  égales,  tout  point  o de  cette  ligne  donne  les  deux  per-* 
pendiculaires  égales  oe,  of 

Donc  , tous  les  points  de  la  ligne  AOD  sont  à égale  distance 
de  AB  et  de  AC , et  les  points  de  cette  ligne  jouissent  seuls 
de  cette  propriété  ; en  sorte  que  AD  est  le  lieu  de  tous  les  centres 
des  cercles  tangens  à ces  deux  côtés,  et  que,  par  conséquent, 
le  centre  cherché  est  l’un  des  points  de  AO.  Ce  centre  doit  aussi, 
par  la  même  raison  , se  trouver  sur  la  droite  OB,  qui  divise 
l’angle  B en  deux  parties  égales;  il  sera  donc,  à leur  intersec- 
tion O,  qui  non-seulement  sera  à égale  distance  des  trois  côtés 
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du  triangle,  niais  encore  qui  jouira  seul  de  cette  propriété.  Me- 
nons la  droite  OC)  elle  divisera  l’angle  C en  deux  parties  égales, 
puisque  les  deux  triangles  rectangles  ECO , DCO  ont  l'hypo- 
ténuse commune  et  un  côté  égal,  OD—OE. 

Concluons  donc  de  là,  i°.  quon  peut  inscrite  un  cercle  dans 
tout  triangle;  2°.  quon  nen  peut  inscrire  qu’un  seul  ; 3°.  que  le 
centre  est  situé  à V intersection  de  deux  lignes  qui  divisent  en 
parties  égales  deux  des  angles  du  triangle  ; 4°>  que  lu  droite 
menée  de  ce  centre  au  3e  angle , le  coupe  pareillement  en  parties 
égales . ( Yoy.  n°  376,  IV.) 

Soit  p le  contour  oü  Périmètre  du  triangle  (Fig.  46);  comme 
on  a AF  = AE , BF  ~ BD,  CE  ~ CD , on  en  tire... 
p = 2,AF 2,BD  -f-  2CD , ou  p — 2AF t2.BC \ d’où 

AF=  lp  — BC  ==  AE  = i(AB  -h  AC—  BC). 

Il  est  donc  aisé  de  trouver  les  points  F,  E , et  par  suite  Dy 
puisque  CE  — CD  • on  pourra  résoudre  le  problème  en  faisant' 
passer  une  circonf.  tangente  aux  trois  côtés  , en  D,  E,  F. 

II.  Décrire  un  cercle  (lig.  22)  dans  lequel  deux  droites  don,* 
nées  AB  — m,  AD  — n , soutendent  des  arcs  doubles  l’un  de 
l’autre?  Comme  le  triangle  ADB  doit  être  Loscèle,  après  avoir 
tiré  AB  — m , on  décrira  des  centres  A et  B,  avec  le  rayon  n, 
des  arcs  qui  détermineront  le  point  D et  le  triangle  ABD , au- 
quel il  ne  s’agira  plus  que  de  circonscrire  un  cercle. 

III.  Construire  le  triangle  rectangle  BAC  (fig.  47),  dont  un 
côté  AB  de  l’angle  droit  et  le  périmètre  BE  sont  donnés  ? 
Puisque  BC-\~^A~  AE , élevons  en  A laperpend.  AD~=AEP 
nous  aurons  BC~CD , et  le  triangle  B CD  sera  isoscèle;  ainsi 
CI  perpend.  au  milieu  de  BD  donnera  le  point  C. 

IV.  Par  un  point  / (fig.  33),  mener  dans  l’angle  BCA 
une  droite  AI  B qui  forme  le  triangle  isôscèle  ABC , savoir 
AC—BC,  et  l’angle  A~B1  L’angle  extérieur  BCK  étant 
t=.  A -p  B (n°  1 9 5),  ==  2 A t si  on  mène  CD  qui  coupe  par  moitié 
l’angle  BCK , DCK  sera  ~ A , et  CD  parallèle  à AB.  Donc, 
il  faut  tracer  CD,  et  par  le  point  T mener  AIB  parallèle  à CD. 

1 . 1 S 
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Y.  Par  un  point  donné  M (fig.  4$)>  intérieur  ou  extérieur  au 
cercle  CB , mener  une  corde  CD  d’une  longueur  donnée  11 
On  portera  cette  longueur  l en  AB  sur  la  circonférence,  puis 
menant  la  perpend.  OK , et  traçant  le  cercle  IK,  la  corde  CD 
sera  tangente  à ce  cercle;  il  ne  s’agira  donc  que  de  savoir  tracer 
cette  tangente  (n°  208,  II);  on  a deux  solutions. 

YI.  Par  un  point  donné  M (fig.  4^),  mener  CD  telle,  que  la 
partie  dD  interceptée  entre  les  deux  circonfér.  DB,  db  soit  de 
longueur  connue  /?  Si  CD  est  la  droite  cherchée,  toute  corde 
AB~CD  est  à la  même  distance  du  centre,  ou  KO  — CI > 
KB  — ID,  Kbz=Id,  puis  Bb—Dd~l.  Qu’en  un  point 
quelconque  B on  porte  la  longueur  l de  B en  b , entre  les  deux 
circonf.  ; qu’on  mène  la  droite  bB  prolongée  en  A\  enfin,  qu'on 
trace  le  cercle  IK  tangent  à Ab,  il  le  sera  aussi  à la  droite 
cherchée  CD ; il  ne  s’agira  plus  que  de  mener  par  le  point  M 
une  tangente  CD  à ce  cercle  IK  ; ce  sera  la  droite  demandée. 

YII.  Construire  un  triangle  rectangle  B AD  (fig.  58),  dont  on 
connaît  l’hypoténuse  AB,  et  la  somme  ou  la  différence  des 
côtés  AD,  BD  de  l’angle  droit?  Soit  CD— BD— CD ; les 
triangles  rectangles  isoscèles  B CD,  BC' D ont  les  angles  C,  C 
égaux  à la  moitié  d’un  droit  (n°  201).  Dans  le  triangle  BAC 
ou  BAC' , outre  B A,  on  connaît  donc  l’angle  C ou  C',  et  le  côté 
AC  ou  AC',  et  il  est  aisé  de  décrire  ce  triangle.  Sur  la  base 
AC  ou  AC',  on  tirera  CB  ou  CB  sous  la  direction  d’un  demi- 
angle  droit;  du  centre  A,  et  avec  le  rayon  AB,  on  tracera  un 
cercle  qui  coupera  CB  ou  C B au  sommet  B (il  y a en  général 
deux  points  d’intersection , et  par  conséquent  deux  solutions 
n°  2o3)  : il  restera  ensuite  à abaisser  la  perpend.  BD  qui  ter- 
minera le  triangle  demandé  ABD. 

Mesure  des  angles  dans  le  cercle . 

207.  Nous  connaissons  la  mesure  des  angles  dont  le  sommet 
est  au  centre  (n°  169)  ; cherchons  cette  mesure!  lorsque  le  sommet 
est  situé  d’une  manière  quelconque;  et  d’abord  examinons  le 
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cas  où  l’angle  est  formé  par  deux  cordes  , le  sommet  étant  sur 
la  circonf.;  on  dit  alors  que  l’angle  est  Inscrit  : il  a pour  mesure 
la  moitié  de  lare  compris  entre  les  cotés. 

i°.  Si  l’un  des  côtés  AD  de  l’angle  G AD  (fig.  48)  passe  par 
le  centre  C,  en  menant  EF  parallèle  à AG,  on  a GE  — AF 
(n°  190);  mais  aussi  ED— AF,  à cause  des  angles  égaux  ACF 
et  DCE  ; ainsi , E est  le  milieu  de  l’arc  GD,  et  l'angle  ECD  ou 
son  égal  G AD  (n°  182 , 4°)>  a pour  mesure  ED  ou  la  moitié  de 
l’arc  GD. 

2°.  Si  le  centre  C est  entre  les  côtés  de  l’angle  BAG , en  me- 
nant le  diamètre  AD,  les  angles  B AD,  DAG  ayant  pour  mesure 
les  moitiés  de  BD  et  de  B G,  la  somme,  ou  la  moitié  de 
l’arc  BDG,  est  la  mesure  de  l’angle  BAG. 

3°.  Si  le  centre  C est  hors  de  l’angle , comme  pour  H AB,  on 
a de  même  {-  HD  et  \ BD  pour  mesures  des  angles  HAD,  B AD; 
en  retranchant,  on  trouve  \HB  pour  mesure  de  l’angle  HAB . 

4°.  Enfin,  s’il  s’agit  de  l’angle  'F AB,  formé  par  une  tan- 
gente AT  et  par  une  corde  AB,  le  diamètre  AD  est  perpend. 
sur  AT,  l’angle  T AD  a donc  pour  mesure  le  quadrant  ou  la 
moitié  de  l’arc  ABD;  celle  de  B AD  est  £ BD,  la  différence  de 
ces  arcs  est  ~ AHB,  mesure  de  l’angle  T AB. 

Réciproquement , si  un  angle  a pour  mesure  \ B G,  le  sommet 
est  sur  la  circonf.  ; car,  si  \ BG  pouvait  mesurer  l’angle  B IG, 
on  formerait  l’angle  BAG  qui  aurait  même  mesure,  d’où 
B IG  ~ BAG,  ce  qui  ne  se  peut  (n°  ] $5,  6°.). 

Prolongeons  en  K le  côté  HA  de  l’angle  II AG;  la  moitié  de 
l’arc  G AH  est  la  mesure  de  l’angle  RAG,  puisque  K AG  est 
1 supplément  de  l’angle  HAG. 

On  verra  aisément  que 

L’angle  BAD  (fig.  49)  inscrit  dans  le  demi-cercle , est  droit , 
car  il  a pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-circonférence. 

Tous  les  angles  inscrits  A , C , D . . . (fig.  5o),  qui  s’appuient 
sur  le  même  arc  BE , ayant  même  mesure , sont  égaux. 

Si  un  angle  BAE , de  grandeur  fixe  , se  meut  de  manière 

16. . 
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que  ses  côtés  passent  sans  cesse  l’un  en  B , l’autre  en  E , 1« 
sommet  prenant  successivement  les  positions  A , C,  D..., 
décrira  la  circonf. 

208.  On  résout  divers  problèmes  à l’aide  de  ce  théorème. 

I.  Abaisser  une  perpendiculaire  AD  (fi  g.  49)  à l'extrémité 
d'une  ligne  AB  sans  la  prolonger.  Puisque  l'angle  A doit  être 
droit,  toute  ligne  BD  doit  être  le  diamètre  d’un  cercle  passant 
en  A.  On  décrira  donc  , du  centre  quelconciue  C,  un  cercle 
qui  passe  en  A ; puis  par  le  point  B où  ce  cercle  coupe  AB, 
on  mènera  le  diamètre  BD,  qui  donnera  le  point  D ; AD  sera 
la  perpend.  cherchée. 

II.  Par  un  point  extérieur  D (lig.  5i  ) mener  une  tangente  AD 
au  cercle  CAB.  Puisque  l’angle  CAD , formé  par  la  tangente 
et  le  rayon,  doit  être  droit , cet  angle  est  inscrit  dans  le  demi- 
cercle  dont  CD  est  le  diamètre.  On  décrira  donc  cette  cir- 
conf. CADB\  elle  coupera  le  cercle  proposé  CAB  au  point 
de  contact  A.  On  aura,  outre  la  tangente  AD,  une  autre  so- 
luti  on  BD,  et  il  est  prouvé  que  ces  deux  lignes  satisfont  seules 
à la  question. 

III.  Partager  l'angle  quelconque  ACB  (fig  5o)  en  trois  parties 
égales.  Traçons  du  sommet  C le  cercle  IF  AB',  concevons  la 
ligne  AO  tracée  de  manière  à former  l’angle  0~\ACB. 
L’angle  ACB,  extérieur  au  triangle  AOC,  est  30  = O -f-  OAC\ 
d’où  OAC  — o.0.  Mais  menant  le  rajmn  FC,  le  triangle  isos- 
cèle  FAC  donne  OAC  — AFC , angles  dont  la  mesure  est 
\ABG,  savoir: 

O AC  = -ACB  -f*  BCG , ou  2O  = | O + \ BCG , 

ou  enfin  O ~ BCG  = FCO,  et  le  triangle  FCO  est  isoscèle; 
OC7— le  rayon  FC  du  cercle. 

Le  problème  proposé  consiste  donc  à savoir  mener  la  droite 
AO  telle,  que  la  partie  extérieure  OF  soit  égale  au  rayon) 
l’angle  O sera  le  tiers  de  l’angle  ACB,  l’arc  B G ou  FI  le 
tiers  de  l’arc  AB.  Mais  il  n’appartient  pas  à la  Géométrie  élé- 
mentaire de  donner  des  moyens  de  mener  cette  droite  AO  ; 
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comme  on  n’y  traite  que  des  propriétés  de  la  ligne  droite  et 
du  cercle,  on  n’y  emploie  aussi  que  la  règle  et  le  compas; 
on  verra  d’ailleurs  des  moyens  d’opérer  la  trisection  de  l’angle 
(n°  464,  I),  ce  qu’on  ne  peut  faire  ici  que  par  tâtonnement. 

IV.  Décrire  un  cercle  qui  passe  en  deux  points  donnés  B:  E 
(fig.  53),  et  qui  soit  tel , que  les  angles  O inscrits  soient  égaux  à 
un  angle  donné  A ; c’est  ce  qu’on  appelle  décrire  , sur  une  droite 
BE,  un  segment  capable  de  l'angle  A.  La  tangente  en  if  fera  aussi 
l’angle  B EK  = A — O (n°  207,  4°«)i s*  donc  on  mène  la  droite 
KEI  telle  , que  l’angle  B EK  soit  — A , elle  sera  tangente.  La 
question  est  donc  réduite  à faire  passer  en  B un  cercle  tangent 
à Kl  au  point  E (n°  189).  On  élevera  les  perpend.  CE  à AT, 
et  CG  sur  le  milieu  de  BE]  C sera  le  centre. 

Cette  construction  est  souvent  employée,  sur-tout  lorsqu’il 
s’agit  de  former  un  triangle  dans  lequel  on  connaît,  entre  autres 
choses  , un  côté  et  un  angle  opposé  ; comme  dans  les  questions 
suivantes. 

Y.  Décrire  un  triangle  BDE  (fig.  54)  dont  on  connaît  la 
hase  by  la  hauteur  h et  l’angle  A du  sommet.  Après  avoir 
tracé  BE-=.b  et  sa  parallèle  DD'}  à la  distance  HG  rr=  h 
de  BE,  on  décrira  sur  BE  un  segment  capable  de  l’angle 
donné  A , et  les  points  où  DD'  coupera  le  cercle,  donneront 
peur  solutions  les  triangles  égaux  BDE , BD'E. 

VI.  Soient  trois  points  B , A,  C (fig.  3 9)  tracés  sur  une 
carte  , fixer  le  lieu  d’un  quatrième  point  C , connaissant  les 
angles  BC'C  et  BC A.  On  décrira  sur  AC  le  segment  capable 
de  l’angle  BC'C,  ainsi  qu’on  vient  de  le  dire  ; de  même  sur  B A 
le  segment  capable  de  BC' A : le  point  C'  sera  à l’intersection 
des  deux  circonf.  ( Voy , 365,  Yl).  Quand  l’une  passe  à la  fois 
parles  trois  points  ABC,  selon  que  l’autre  est  ou  n’est  pas 
dans  le  même  cas,  le  problème  est  indéterminé  ou  absurde. 

VII.  Construire  un  triangle  ABC  (fig.  46)  dont  on  connaît 
la  base  AB,  l’angle  opposé  C et  le  rayon  OA  du  cercle  inscrit. 
Puisque  OA  et  OB  divisent  en  deux  parties  égales  les  angles 
A et  B du  triangle  cherché  ABC j dans  le  triangle  AO  B „ 
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l’angle  O,  supplément  de  O AF  -(-  O/j  F,  ou  de  { (A  -f-  B)  , 
est  O = 2 D — J (A  + B)  ; et  comme  A B — 2 D — C , on 
a O ~ D -\-  ~ C.  L’angle  O étant  connu,  on  déterminera  le 
point  O (probl.Y),  puis  traçant  le  cercle  EDF , qui  touche 
AB  en  F y les  tangentes  AE,  BD  achèveront  le  triangle  cherché. 

VIII.  Étant  donnés  un  triangle  A' B' C (fi g.  55)  et  deux  cir- 
conf.  concentriques  AO,  COy  construire  un  triangle  ABC  qui 
ait  deux  sommets  A et  B sur  la  grande  circonf.,  et  l’autre  C 
sur  la  petite,  et  qui  soit  équiangle  avec  le  proposé  A~A', 
B — B' y C—C. 

L’angle  A ayant  pour  mesure  \BD%  si  de  A' y comme  centre, 
et  du  rayon  iO  on  décrit  l’arc  ///,  il  sera  moitié  de  BDr 
On  prendra  donc  en  un  lieu  quelconque  l’arc  BD  — Q.Hf‘t 
les  côtés  AB  et  AC  passeront  par  B et  D.  De  plus  , l’angle  B CD 
étant  supplément  de  C' , on  aura  le  lieu  du  sommet  C , en 
décrivant  sur  la  corde  BD  un  segment  BCcD  capable  de  cet 
angle  2 D — - C'\  la  droite  DCA  donnera  le  point  A et  le  trianglb 
cherché. 

Le  point  c donne  le  triangle  aBc , autre  solution  du  pro- 
blème ; outre  qu’on  peut  attribuer  à la  corde  BD  une  infinité 
de  situations,  ce  qui  donne  autant  de  solutions  doubles. 

2oq.  L'angle  BAC  , dont  le  sommet  A est  en  un  lieu  quel.-* 
conque  du  cercle  (fig.  56  et  67),  a pour  mesure  la  moitié  de  la 
somme  ou  de  la  différence  des  arcs  BC,  DE  compris  entre  les 
côtés ; selon  que  le  sommet  A est  au  dedans  ou  au  dehors 
de  la  circonférence , menez  EF  parallèle  à DC. 

i°.  Si  A est  situé  dans  la  circonf.  (fig.  56),  la  mesure  de 
B angle'  E — BAC  est 

i BF=i  {BC -f-  CF)  — l {BC  -f-  DE). 

2°.  Si  A est  situé  hors  du  cercle  (fig.  57),  la  mesure  de 
l’angle  A = CEF  est  { CF~ï{CB—BF)-=z{{CB  — ED). 

Ai  nsi , la  mesure  de  l’angle  A est  - {azhb),  en  faisant  a~BCt 
b ~DE.  Cette  formule  est  même  générale,  car  b — o répond 
au  cas  où  le  sommet  est  sur  la  circonf.,  et  b — a}  à celui  où 
il  est  au  centre, 
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2io.  Soient  deux  droites  quelconques  AH,  ah  (lig.  58); 
si  sur  l’une  on  prend  des  parties  égales  AB , BC,  CD..,, 
et  que  parles  points  de  division,  on  mène  des  parallèles  Aa , 
Bb , Ce.  . . Hh  , dans  une  direction  arbitraire,  les  parties  ab , 
bc , cr/. . . . qu’elles  interceptent  sur  ah,  sont  égales  entre  elles. 
Car  si  l’on  mène  ai , bl , cm...  parallèles  à on  aura 

des  triangles  aib , blc , cmcE  ..  égaux  entre  eux,  à cause  de 
ai—blz=z  cm . . . “ — BC  ^ . . . . 


Il  suit  de  là  que  ./ZZ>  sera  contenu  dans  autant  de  fois 

OP 

que  ab  dans  ah  , d’où  : EU  y,  ae  * eh. 


2ii-  Deux  droites  AH  et  ah  (fig . 5q)  sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  trois  parallèles  quelconques  Aa,  Ee  , Ilh* 
AE  ae 
ÈH  ~~  eh  * Car* 

i°.  Si  les  parties  AE , EH  sont  commensurables , en  portant 
la  commune  mesure  sur  AH , elle  sera  contenue  un  nombre 
exact  de  fois  dans  AE  et  EH  : on  retombera  donc  dans  le 
cas  ci-dessus , parce  que  les  parallèles  à Aa , menées  par  les 
points  de  division , couperont  ah  en  parties  égales. 

2°.  Si  AE  et  HE  sont  incommensurables,  divisons  AE  en 
un  nombre  arbitraire  de  parties  égales , et  portons  l’une  d’elles 
de  E vers  H\  soit  I le  point  de  division  le  plus  près  de  H\ 
menons  Ii  parallèle  à Hh.  Cela  posé,  AE  et  El  étant  com- 

EI  ei 

meusurables,  on  a ■=-;=■ — : et  comme  El  — EH — Hî\ 
’ EA  ea 


• , ,.  . EH 

ei  — en  — ni  ; il  vient  —— 
1 EA 


HI  eh  hi 

" — - — — ■ — — . Or,  les  distance; 
EA  ea  ea 


HI  et  hi  peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu’on  voudra;  en 
prenant  le  nombre  de  divisions  de  AE  de  plus  en  plus  grand  , 
les  autres  termes  restent  constans  : de  sorte  que  les  points 
H et  h sont  les  limites  de  / et  i.  Puisque  les  2es  termes  des 


sac 
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deux  membres  décroissent  indéfiniment , le  principe  fonda- 
it// eh 

mental  (n°  1 10)  donne  donc  encore 


EA 


ea 


\ A Ei  ae 

De  la  proportion  démontrée , on  tire  (n°  73)  — C = ainsi 


AU AE EH 

ah  ae  eh 


212.  Une  parallèle  EB  à la  base  d’un  triangle  ïIAC  (fig.  5q) 
coupe  les  côtés  en  parties  proportionnelles , puisque  AB  = ae, 
BC  ■=.  eh  \ d’où 

AE  _ ATI  EH 
" AC 


AB 


BC' 


AE  EH 

Réciproquement,  si  l’on  a-^  = jjpj , EB  est  parallèle  à HC  • 
car  si  cela  n’était  pas , menant  HL  parallèle  à EB,  on  aurait 

À 17  17  JJ 

âÏ=bZ-’*™sl  = bc. 

21 3.  Il  suit  de  là  que,  i°.  lorsqu’on  a trois  lignes  m,  n,  p 
(fig.  5q),  pour  trouver  une  quatrième  proportionnelle,  c.-à-d., 

une  ligne  x,  telle  qu’on  ait  — = -,  on  fera  un  angle  quel- 

11  x 

conque  H AC , on  prendra  sur  ses  côtés  AE~m , AB  — n , 
AH  — p,  puis  menant  EB  et  sa  parallèle  HC,  AC  sera  la 
quatrième  proportionnelle  cherchée  a:. 

2°.  Les  lignes  quelconques  AB,  AC,  AD,  AE,  AF 

(fig.  Go)  partant  d’un  même  point  A , sont  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  les  parallèles  BF,  bf  ; car  en  n’ayant  égard 

AB  AC 

qu’à  AB  et  AC , on  a — — = - — — — : de  même  AC  et  AD  donnent 
^ Ab  Ac 

AC  AD 

— — , etc.  Réunissant  ces  proportions  qui  ont  un  rapport 

commun  , il  vient 


AB  AC 


Ab  Ac 


AD 

~Ad 


AE 

Ae 


AF 

slf" 
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3°,  Pour  diviser  une  droite  donnée  AF  (fig.  61)  en  plusieurs 
parties  égales , par  ex.  en  cinq,  on  mènera  une  ligne  quel- 
conque indéfinie  aF,  sur  laquelle  on  portera  cinq  fois  l’ou- 
verture de  compas  arbitraire  Fe~ed~dc  — ...,  puis  menant 

Aa  et  les  parallèles  Bb , Ce,  Dd , Ee , on  aura 

AB~BC~CD~.  f .. 


4°.  Pour  partager  une  ligne  donnée  a'F  (fig.  62),  en  parties 
proportionnelles  à celles  d'une  autre  droite  donnée  af , on  tirera 
la  ligne  quelconque  AF,  sur  laquelle  on  portera  FE—fe, 
ED—ed , DC~dc..p  puis  menant  Ad  et  les  parallèles  Bb' ...  , 
on  aura  les  points  de  division  cherchés  e , d' ,c  ... . 

Si  fa  est  l’une  des  dimensions  d’une  figure,  et  qu’on  veuille 
que  cette  dimension  devienne  Fa' , il  faudra  changer  les  parties 
fe}fd. . . en  Fe',  Fd! . . . . L’échelle  d’un  plan  étant,  par  ex., 
fa , elle  est  devenue  Fa! . C’est  à cette  construction  que  se  rap- 
porte Y art  de  réduire  un  plan  à une  échelle  donnée. 

214.  Deux  triangles  ABC , A'B'C  (fig.  63)  dont  les  angles 
sont  respectivement  égaux  , sont  nommés  Semblables  ou 
Equiangles  : les  côtés  de  même  dénomination  sont  appelés 
Homologues.  Soient  A=A ',  B "B',  C~C-,  AB  est  homo- 
logue de  Af  B',BC  de  B' Cr,  AC  de  AC.  Les  cotés  homologues 
se  distinguent  en  ce  quils  sont  opposés  aux  angles  égaux. 

Deux  triangles  semblables  ont  les  côtés  homologues  pro- 
portionnels. En  effet,  plaçons  le  triangle  A'B'C  sur  ABC , 
de  sorte  que  le  côté  AC  tombe  sur  son  homologue  AC  de  A 
en  E;  A B'  tombera  sur  AB  de  A en  D,  à cause  de  A =.  A. 
Mais  l’angle  AED  C ~C\  donc  DE  est  parallèle  à BC 


(n°  181 ,4°);  et  on  a 


AD  _AE 
AB~AC° 


Menons  ensuite  EF  parallèle 


à AB,  on  a 
on  a enfin 


AE BF 

ÂC~~BC 


) et  comme  (n°  200)  BF—DE-=.BrC\ 


AB'  __  AC  __  B! C 
~ÂB  " UC  ~ ~BC' 


Réciproquement,  deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 


2 5 o 
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A' B'  A'  C B' C 

proportionnels  sont  semblables.  En  eïïet , si — — , 

AB  AC  B C 

prenons  AD—A'B\  et  menons  DE  parallèle  à BC , nous  ayons 

AD  AE  DE  . 

j-jj  = — ~BC  ’ et  a cause  (ïue  ^D  — A B , le  ier  rapport 

est  commun  aux  deux  proportions  ; les  autres  rapports  sont 
donc  égaux  j savoir  A’ C = AE  , B'  C rrr  DE.  Les  triangles 
ADE , A'B'O  sont  égaux,  et  par  conséquent  ABC  , A' B' C' 
sont  équiangles. 

2 1 5.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  (fig.  63)  qui  ont  un  angle 

, 7 A „ , . . A' B'  A C' 

égal  A— A , compris  entre  des  cotes  proportionnels  — — } 

sont  semblables.  Car  en  appliquant  A' C'  de  A en  E , A'Bf 
tombera  en  AD  et  A' B' C en  ADE.  Or,  par  hypothèse,  on  a 
A D AE 

gjjg—  ~AC’  ^0Î1C  DE  est  parallèle  à BC  ( n°  212),  et  les 


triangles  ABC  et  ADE  ou  A' B' C'  sont  équiangles. 

216.  Donc  (lig.  63),  i°.  deux  triangles  dont  les  cotés  sont 
respectivement  parallèles  , sont  semblables.  Cela  est  évident 
pour  ABC  et  A' B' C (n°  i83, 3°.);  quant  à ABC  et  CJHX 
en  prolongeant  les  côtés  en  A'  et  A',  puis  menant  A' B'  paral- 
lèle à III  ou  AB , on  a I ~ A' , Sz=Bf  comme  alternes  in- 
ternes. Ainsi,  C'IH  étant  équiangle  à A'B'C } l’est  à ABC . 
Les  côtés  parallèles  sont  homologues * 

20.  Deux  triangles  ABC , A'B'C'  (Gg.  64),  dont  les  côtés  res- 
pectifs sont  perpendiculaires , sont  semblables  ; car  prolongeons 
les  côtés  A'  C'  y B'C  jusqu’à  leur  rencontre  en  F et  E avec  AC  y 
les  angles  C et  E sont  complémens,  ainsi  que  C ' et  E , à cause 
des  triangles  rectangles  ECG  y EC'  F : donc  C—C.  On  prouve 
de  meme  que  A — A'  3 B — B'.  Les  côtés  perpendiculaires  sont 
homologues. 

3°.  Les  lignes  AB,  AC  , AD....  (iig.  60)  partant  d'un  même 
point  A,  coupent  en  parties  proportionnelles  deux  parallèles 
quelconques  BF,  bf;  car  les  triangles  ABC , Abc  semblables 


donnent  ==  ^ ; de  même  ACD , A cd donnent  - — 

Ac  bc  ac 


CD 

~Cd 


ainsi  on  a 
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DE 

de  "" 


c<Z  bc  ^ ~ cd 

4°.  Si  les  lignes  , Æe,  Hh  (Gg.  5$)  sont  des  parallèles 
équidistantes,  E,  e sont  les  milieux  de  AH  et  ah,  et  réci- 
proquement. De  plus,  Ee  est  la  moitié  de  { Aa  Hh),  puis- 
qu’en  menant  AC  parallèle  à ah , la  ligne  EB  = | HC , et 
/ie  — = Ch  — l ( A a -f-  C7z). 

5°.  C’est  sur  ces  principes  qu’est  fondée  la  construction  des 
Échelles.  Après  avoir  porté  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales  sur  une  droite  indéfinie  Cf  (fig,  65),  par  ex.,  5 de  C 
en  D,  on  élève  par  les  points  de  division  des  perpend.,  puis 
on  porte  de  même  sur  CA  5 parties  égales  arbitraires  Ca,  ac...\ 
par  les  points  a,  c,  e. . . . on  mène  des  parallèles  indéfinies 
à CI)  enfin  , on  tire  les  Transversales  CB,  5/C...  Il  suit  de 
cette  construction,  que  puisque  Ca , Ce,  Ce...  sont  |,  |... 
de  CA)  ab , cd,  ef...  sont  de  même  f , J...  de  AB)  eo  est 
~ef~Efo  ou  ( l -f  - -ÿ)  de  AB,  ou  enfin  ~ de  CD. 

On  a donc  ainsi  partagé  la  ligne  CD  en  u5es,  ce  qu’on  n’aurait 
pu  faire  autrement  d’une  manière  aussi  distincte  , vu  la  pe- 
titesse des  parties.  On  peut  se  servir  de  cette  échelle  pour 
diviser  une  longueur  en  parties  égales  : on  cherche  combien 
cette  longueur  contient  de  parties  de  l’échelle,  en  portant  une 
ouverture  de  compas  égale  sur  une  des  parallèles  indéfinies  , 
et  observant  qu’elle  réponde  à des  divisions  à peu  près  exactes  : 
si,  par  ex.,  elle  tombe  de  Z-  en  o,  la  ligne  contient  5/  di- 
visions. Pour  couper  Lo  en  p,  on  prend  le  pe  de  by,  qui  est  6, 
et  on  prend  une  longueur  d’autant  de  parties  de  l’échelle  que 
le  quotient  a d’unités  , ou  de  six  parties. 

Cette  échelle  est  sur-tout  employée  pour  réduire  les  lignes 
d’un  dessin  dans  un  rapport  donné  : on  a coutume  de  former 
CD  et  CA  de  dix  parties,  et  de  numéroter  convenablement  les 
transversales , afin  d’en  faciliter  l’usage.  C’est  alors  une  échelle 
de  dixmes.  ( Voy . fig.  65  bis.) 

6°.  Yoici  un  autre  moyen  remarquable  de  soudiviser  une 
échelle  enfractions  très  petites.  Si  les  longueurs  égales  AB,  CD 
(%•  66)  .sont  partagées,  l’une  en  5^  l’autre  en  6 parties  égales  aux 
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points  i,  2 , 3..  .ii,  12...,  la  longueur  Ai  i , que  nous  dési- 
gnerons  par  a , sera  le  5e  de  AB,  a—\AB.  Or,  on  a C\—\ABr 
d’où^ii — C\—±AB — -J-  AB  ==.  AB , ou  £ a.  Donc,  les 
règles  étant  appliquées  É en  A , D en  B,  le  n°  n dépassera 
le  n°  î de  -J  a , 12  dépassera  2 de  | a , i5  de  | a 

D’après  cela  , si  l’on  a trouvé  qu’une  longueur  portée  sur  l’é- 
chelle s’étend  du  point  zéro  jusqu’en  i , elle  contient  i3  parties, 
plus  la  fraction  ïi  3,  qu’il  faut  évaluer.  On  applique  la  règle  CD 
(qu’on  appelle  Vernier  ou  Nonius  du  nom  des  inventeurs) 
en  C D'  le  long  de  AB,  de  manière  que  C réponde  en  i ; exa- 
minant la  suite  des  divisions  , on  en  reconnaît  deux  qui  coïn- 
cident H et  5 ; ainsi  la  division  17  dépassera  4 de  , 16  dé- 
passera 3 de  |a..q  enfin  i5  dépasse  C ouz  de  | a~i\Z\  c’est 
la  fraction  cherchée , et  i3  | est  la  longueur  proposée  en  parties 
de  1’  unité  a. 

On  a soin  de  prendre  les  divisions  serrées  afin  que  les  frac- 
tions soient  plus  petites,  et  qu’on  soit  assuré  que  deux  divisions 
coïncideront  toujours  sensiblement.  Si  n — 1 parties  de  AB  ré- 
pondent à n divisions  de  CD,  alors  le  vernier  donne  le  ne 
d’une  division  de  AB  ; et  si  la  coïncidence  est  établie  à la  gra- 
duation /É  du  vernier,  la  fraction  est  -.  L’entier  est  donné 

n 

par  la  ligne  AB , et  la  fraction  par  le  vernier. 

L’échelle  de  la  fig.  6b  bis  a 9 de  ses  divisions  coupées  en  20 
sur  le  nonius  AB  , qui  donne  les  ioes  : les  divisions  exactes  se 
répondent  au  n°  6 du  nonius  , et  la  longueur  de  o à A est  67, G. 

Le  même  principe  s’applique  à la  division  des  arcs  de  cercle, 
dans  les  instrumens  propres  à mesurer  les  angles.  Si  l’on  a 
divisé  (p.  221)  la  circonférence  en  3bo  parties  égales  ou  degrés , 
et  chaque  degré  en  deux;  qu’une  alidade  mobile  autour  du 
centre  porte  à son  extrémité  un  nonius  dont  l’origine,  mar- 
quée o,  réponde  à l'axe  de  l’alidade,  et  qui,  interceptant  29 
de  ces  demi-degrés  , ait  cet  espace  partagé  en  3o  ; ces  soudi- 
visions  du  nonius  dépasseront  de  7^-...,  les  demi-degrés, 

et  donneront  ainsi  à la  seule  inspection  des  6oes  de  degrés  , 
ou  minutes.  Si  le  zéro  de  l’alidade  est  d’abord  placé  ( fig,  8 ) 
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en  a au  n°  o du  cercle  , et  si  elle  est  dirigée  à un  objet  A, 
laissant  l’instrument  ainsi  fixé  dans  le  plan  des  points  A , C , B, 
qu’on  fasse  glisser  l’alidade  sur  le  limbe  pour  la  diriger  à 
l’objet  B , le  zéro  de  l’alidade  sera  porté  sur  un  point  b du 
cercle , et  l’arc  ab  qui  mesure  l’angle  proposé  ACB  sera  formé, 
par  ex.,  de  53  degrés  et  d’une  fraction  que  le  nonius  servira 
à faire  estimer  en  minutes.  Il  suffira  d’examiner  quelle  est 
la  division  du  nonius  qui  Coïncide  avec  une  de  celles  du  cercle, 
et  de  compter  son  rang  à partir  de  zéro.  A cet  effet,  les 
divisions  du  nonius  sont  marquées  de  5 en  5-,  on  lit  ainsi  les 
degrés  sur  le  cercle  et  les  minutes  sur  le  nonius. 

217.  Soit  un  triangle  ABC  (fig.  67)  rectangle  en  A ; si  l’on 
abaisse  sur  l’hypoténuse  BC  la  perpend.  AD , les  deux  triangles 
partiels  ABD,  ADC  seront  semblables  entre  eux  et  à ABC. 
Car  l’angle  B est  commun  aux  triangles  ABD  et  ABC\  outre 
l’angle  droit,  en  D pour  l’un,  et  en  A pour  l’autre  : il  suit 
donc  de  là  que  l’angle  C est  égal  à B AD,  C — a.  De  même  C 
est  commun  aux  triangles  ADC  et  ABC , outre  l’angle  droit; 
ainsi  g— B.  Les  triangles  ABD  et  ADC  ont  d’ailleurs  les 
côtés  perpend.  En  formant  des  proportions  avec  les  côtés  ho- 
mologues , on  trouve  que  , 

2°.  La  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  segmens  de  l'hypoténuse  BC.  Car  les  triangles  ABD 


et  ADC  donnent 


BD  __  AD 

~Âb~17c) 


d’où  AD*  = BDXDC. 


20.  Chaque  coté  AB  de  l'angle  droit  est  moyen  proportionnel 
entre  l hypoténuse  entière  BC  et  le  segment  BD  correspondant. 

Car  les  triangles  ABD , ABC  donnent  — - ~ -7—7; , ou. 


AB 


n 


iC 


AB2— BD  X BC  ; ADC  et  ABC  donnent  ACaz=DC  X BC. 

3°.  Le  carré  de  l’hypoténuse  BC  est  au  carré  d'un  des 
côtés  B A de  l'angle  droit , comme  l'hypoténuse  BC  est  au 
segment  BD  correspondant  à ce  côté . Cela  suit  de  l’équation 

A B 2 B D 

AB 2 = BDX.  BC  3 divisée  par  BCZ,  puisqu’on  a = ~j7gy 


2 54  GÉOMÉTRIE. 

4°.  Le  carré  de  l'hypoténuse  est  égal  à la  somme  des  carrés 
des  deux  ' autres  cotés.  En  effet,  ajoutant  les  équations 
AB2z=.BD  y^BC , AC2~DCy^BC,  on  trouve 

AB*+AC*—BC{BD  + DC)—BC\ 

Désignant  par  a,  b,  c les  côtés  opposés  respectivement  aux 
angles  A , B.  C,  on  a 

c?  — b2  c2. 

Cette  proposition , la  47®  d’Euclide  , et  la  plus  importante  de 
toute  la  Géométrie  , apprend  à trouver  la  longueur  de  l’un 
des  côtés  de  tout  triangle  rectangle  , connaissant  les  deux  autres  ; 
on  a en  effet 

a =£  \/(ôa  -f-  c2)  et  ôr=]/(a2 — c2). 

Rapportant  donc  les  côtés  a , b,  c à une  unité,  on  en  mesu- 
rera deux  (n°  i56),  et  on  conclura  par  un  calcul  simple  le 
nombre  d’unités  du  troisième.  Soit , par  exemple  , b ~ 5,  c~4  s 
on  trouve  a*— y -J-  i6~25,  d’où  a — 5. 

La  réciproque  de  cette  proposition  résulte  des  deux  sui- 
vantes. On  peut,  au  reste,  démontrer  directement  que  si... 
AC2  = AD2  -|'  DC2  (fig.  3i),  le  triangle  ADC  est  rectangle  : 
car  menons  DB  perpend.  sur  CD  et  prenons  DB  ~ AD\  le 
triangle  DCA  est  rectangle,  et  on  a CB2  — DB2-\-  DC2’,  ainsi 
CB2=  AC2,  et  les  deux  triangles  ACD,  BCD  sont  égaux. 
Donc,  etc. 

218.  Si  l’angle  A (fig.  38)  du  triangle  ABC  est  aigu,  en 
abaissant  la  perpend.  BD  sur  AC , on  a deux  triangles  rec- 
tangles CBD,  ABD  qui  donnent 

BD2  :=  BC2  — DC2,  BD2  = AB2  — AD2  ; 

d’où  BC2~  AB2  + DC2— AD2,  a2  — c2*\-DC2 — a;2, 

en  désignant  par  a,  b,  c les  trois  côtés  BC,  AC,  AB  du 
triangle  et  faisant  AD=:x.  Or,  DC~AC — AD~b — x; 
en  substituant  il  vient 

a2  — b2  -f-  c2  — tibx» 
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Si  le  triangle  proposé  est  ABC' , tout  se  passe  de  même  , 
si  ce  n’est  que  DC  rr:  AD — AC'  ~x—  b } ce  qui  ne  change 
rien  au  résultat. 

Enfin,  s’il  s’agit  du  triangle  CB  A',  on  a de  même.  ..... 
cz2=:c2+DO  — x2,  mais  DCx=  CA'  + A' D — ù-f* x , d’où 

a2  = ù2  c2  -f-  2 bx. 

219.  Telles  sont  les  relations  entre  les  côtés  de  tout  triangle 
quelconque.  Ainsi,  lorsque  les  trois  côtés  d’un  triangle  sont 
donnés,  il  est  bien  aisé  de  juger  de  la  nature  de  chacun  de 
ses  angles,  on  prendra  les  perpend.  AB  et  AC  (fig.  5a)  égales 
aux  deux  petits  côtés  b et  c , et  on  mènera  BC  \ suivant  que  BC 
sera  )>,  < ou  — a , l’angle  opposé  au  grand  côté  a sera  obtus , 
aigu  ou  droit  : dans  ce  dernier  cas  , BAC  serait  le  triangle 
même.  Si  les  côtés  sont  donnés  en  nombres  , après  en  avoir 
fait  les  carrés  a3,  b*  et  c2,  on  comparera  le  plus  grand  à la 
somme  des  deux  autres,  et  suivant  qu’il  sera  égal,  plus  petit 
ou  plus  grand  que  cette  somme  , l’angle  opposé  sera  droit, 
aigu  ou  obtus. 

220.  Si  la  ligne  AC  (fig.  68)  divise  en  deux  parties  égales 
l’angle  A au  sommet  du  triangle  BAD,  les  côtés  AB  et  AD 
sont  proportionnels  aux  segmens  BC  et  CD  de  la  base.  En 
effet,  en  prolongeant  DA  en  E , jusqu’à  la  rencontre  de  BE 

AD  AF 

parallèle  à AC  ^ on  a JJq  — ~]~q  : or>  ^anS^e  BAC—ABE 

~—D AC , de  plus  E~DAC\  donc  E—ABE.  Le  triangle  EAB 

, . ,,  , -,  AD  AB 

étant  isoscele,  on  a AE  — AB  ; donc 

221.  Les  parties  de  deux  cordes  BE,  DC  (fig.  69)  qui  se 

coupent  en  A,  forment  des  produits  égaux  (*) 


(*)  On  énonce  ordinairement  ainsi  ce  théorème  et  celui  du  n°  224  •’  Les 
cordes  se  coupent  en  parties  réciproquement  proportionnelles  ; les  sé- 
cantes sont  réciproquement  proportionnelles  a leurs  parties  extérieures . 
Nous  avons  préféré  les  énonciations  ci-dessus  comme  comprises  dans  une 
phrase  plus  claire  et  plus  facile  à se  présenter  à l’esprit. 
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BAxJEr=zDAy:  AC.  En  effet,  menant  BC  et  DE , nous 
avons  les  triangles  BAC , DAE qui  sont  semblables  à cause  des 
angles  (n°2c>7)  inscrits  au  même  arc  ; E~  C,  B ~D.  Compa- 


rant les  côtés  homologues 

baxae—daxac. 


il  vient 


B A 

ÂC 


AD 

AE 


d’où  . . 


222  La  perpend.  AD  (Kg.  70)  au  diamètre  BE  se  nomme 
tme  ordonnée. 

L'ordonnée  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  seg^ 
mens  AB,  AE  du  diamètre ; car  AD~  AC,  dans  la  proportion 
qui  précède.  D’ailleurs  ceci  revient  au  n°  217,,  10.,  puisque 
(lig.  67)  le  triangle  rectangle  ABC  est  inscriptible  au  demi- 
cercle. 


si  r on  veut  donc  une  ligne  x moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  m et  n (fig.  70),  on  prendra  sur  une  droite 
indéfinie  AB~m , AE-=ii)  on  élevera  une  perpend  DC  au 
point  A } et  sur  le  diamètre  BE  on  tracera  un  cercle  B DEC  d 
AD  sera  x. 


223.  Il  résulte  aussi  de  la  proposition  (n°  217,  20.)  que 
(fig.  67)  la  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre BC  et  le  segment  BD  correspondant.  On  a donc  (fig.  71) 


n J 2 /?  ri 

BA‘  — BCXBD  et  BE*  = BCxBF,  d'où  — - = ï— • 

b LL  . br 


ainsi 


les  carrés  de  deux  cordes  qui  partent  d'un  même  point  de  la  cir- 
conférence ) sont  entre  eux  comme  les  segmens  du  diamètre  qui 
passe  par  ce  point. 

224.  Toute  sécante  AE,  AC  (fig.  72)  multipliée  par  sa  partie 
extérieure  AB,  AD  donne  le  même  produit  ABX  AE=rADx  AC  : 
car,  en  menant  les  lignes  DE , BC  , on  a les  triangles  sembla- 
bles ABC , ADE\  car,  outre  l’angle  commun  A , ils  ont  C~  E 


(n°  207).  Ainsi  on  a 


AB AC 

~AD~~~ÂE 


d’où  AB  X AE  — AD  X AC. 


225.  La  tangente  AB  (fig.  7 3)  est  moyenne  proportionnelle 
entre  une  sécante  quelconque  AC  et  sa  partie  extérieure  AD.  En 
effet,  en  menant  BD,  les  triangles  ABD}  ABC  sont  semblables. 
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car  outre  l’angle  A commun,  on  a C—ABD  (n°  207);  ainsi 
à T)  À U 

4=:=^,  ou  AB*~ADXJC. 

AB  A C 

22Ç.  Ces  théorèmes  peuvent  être  renfermés  en  un  seul  ; car 
soient  a et  b les  distances  mesurées  sur  la  droite  AC  (fig.  69,  72), 
d’un  point  A à la  circonférence,  ou  AD — a , AC  — b ; soient 
de  même  a'  et  b'  les  parties  analogues  pour  une  autre  ligne  ABE, 
ou  AB  — a',  AE  — b'\  on  a a b 7=  a 1/ } quel  que  soit  l’angle 
sous  lequel  les  lignes  se  coupent,  et  en  quelque  lieu  que  soit  le 
point  A . Si  l’on  fait  tourner  AE  autour  de  A > les  points  d’in- 
tersection B et  E changeront,  et  lorsque  la  ligne  AB  sera  tan- 
gente, B et  E coïncideront;  ainsi  a ~b'y  d’où  cib  — a2'. 

227.  Voici  plusieurs  problèmes  qu’on  résout  par  ces  divers 
principes. 


I.  Mesurer  la  hauteur  d’un  édifice  AB  (fig,  74).  On  plante 
verticalement  un  piquet  ou  Jalon  DE , puis  on  dirige  un  rayon 
visuel  DB  au  sommet  B , et  on  marque  le  point  C où  il  ren- 


contre l’horizon  ; on  a 


CE  _ CA 
DË~AB 


tout  est  ici  connu,  excepté 


le  4e  terme  AB}  qu’on  détermine  par  le  calcul  (n°  72,  3°.). 

On  pratique  cette  opération  plus  commodément  en  se  servant 
des  longueurs  AC  et  CE'  de  l’ombre  que  projettent  les  hauteurs 
AB,  D' E'  sur  l’horizon. 

IL  Mener  une  tangente  à deux  cercles  (fig.  75).  Soit  AD' D 
cette  tangente  ; joignons  les  centres  par  la  ligne  AC  C et  menons 


les  rayons  CD , CD' ; nous  avons 


AC C'D' 

AC  ~ CD  ' 


Mais  pour  ur.e 


sécante  AI , en  mettant  CI  et  CE , au  lieu  de  CD  et  C'D',  on 

AC' 

aura  • ; donc  CI  est  parallèle  à CrI\ 

Al  C Ci 

On  mènera  donc  deux  rayons  parallèles  quelconques  CI , 
Ç'I  ) la  droite  JJ  ira  couper  CCr  au  pointé,  par  lequel  menant 
la  tangente  à l’un  des  cercles  , elle  le  sera  aussi  à l’autre.  Lors- 
que les  cercles  ne  se  coupent  pas  , il  y a une  seconde  solution 
en  A' } ce  qui  fait  quatre  tangentes. 

1 , 


*7 
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III.  Par  deux  points  donnés  C et  D (fîg.  pZ'),  tracer  une  cir- 
conférence qui  touche  la  droite  donnée  AB?  Cette  droite  ne 
passe  pas  entre  C et  D,  puisqu’elle  couperait  la  corde  CD  : en 
joignant  C et  D par  une  droite  prolongée  en  A jusqu’à  la  ren- 
contre avec  AB,  AD  et  AC  sont  connus  , et  il  s’agit  de  trouver 
AB,  car  il  ne  restera  plus  qu’à  faire  passer  un  cercle  par  trois 
points  donnés  B,  C , D (n°  187).  Or,  AB  est  tangente  etACsé- 
cante  (n®  22 5),  d’où  AB2  — ACx.  AD  : on  trouvera  aisément 
(n°  222)  la  moyenne  proportionnelle  entre  AC  et  AD. 

Le  problème  a deux  solutions , attendu  qu’on  peut  porter  la 
longueur  AB  en  sens  opposé;  voy.  n°  529,  III,  et  la  fîg.  i63, 
où  A et  B sont  les  points  donnés  et  DDf  la  tangente. 

Si  la  tangente  était  donnée  parallèle  à la  corde  , comme 
fîg.  24  ; où  A , B sont  les  points  donnés,  et  TG  la  tang.  ; le  centre 
serait  visiblement  sur  FF'  perpend.  au  milieu  de  la  corde  ABi 
et  le  pied  F serait  le  point  de  contact.  Il  faudrait  ensuite  tracer 
le  cercle  qui  passe  par  A , B et  F. 

IV.  Décrire  un  cercle  CAB  qui  passe  par  un  point  donné  i 
(fîg.  77),  et  touche  deux  droites  données  DA,  DB.  On  a vu 
(n°  206)  que  le  centre  de  ce  cercle  est  sur  CD  coupant  par  moitié 
l’angle  ADB.  D’ailleurs  la  corde  im  perpend.  sur  CD  est  cou- 
pée en  o par  le  milieu  : ainsi  on  mènera  cette  perpend.  sur  CD, 
on  prendra  om  — oi,  et  il  restera  à faire  passer  un  cercle  par  i 
et  m , qui  touche  DB  ou  DA. 

Si  le  point  donné  est  en  A sur  l’une  des  droites,  le  centre  est 
à la  rencontre  C de  DC  avec  AC  perpend.  à DA. 

On  sait  donc  tracer  un  cercle  qui  passe  par  trois  points  , ou 
par  deux  points  et  touche  une  droite,  ou  par  un  point  et  touche 
deux  droites , ou  enfin  un.  cercle  qui  touche  trois  droites  don- 
nées ( n°  206  ). 

V.  Tracer  un  cercle  BiA  ( fîg.  77  ) tangent  à deux  droites 
DA,  DB,  et  à un  cercle  Km  donné.  Le  centre  C est  sur  CD , 
qui  coupe  en  deux  parties  égales  l’angle  BD  A : de  ce  centre 
inconnu  C traçons  un  cercle  HKG  passant  par  le  centre  donné 
K * que  ce  centre  K soit  transporté  en  un  point  quelconque 


LIGNES  PROPORTIONNELLES» 


de  II  K G , le  cercle  CAm  doit  être  tangent  à ce  cercle  mobile. 
Considérons  celui-ci  dans  sa  position  HA,  où  il  touche  DA  ; 
la  tangente  LH  à Tare  HK  est  perpendiculaire  au  rayon  CH , 
et  par  conséquent  parallèle  à DA.  Donc  la  droite  LH  e st  corn- 
nue,  puisqu’elle  est  parallèle  à DA,  et  distante  de  D J de  la 
quantité  donnée  Km  — HA.  Il  faut  en  dire  autant  de  L H'  pa- 
rallèle à DB.  Ainsi  le  cercle  HKGH'  sera  facile  à tracer,  puis- 
qu’il est  tangent  aux  droites  tracées  LH,  L'Hr , et  passe  en 
K : ce  cercle  KG  a le  même  centre  C que  celui  qu’on  cherche; 
il  ne  restera  donc  qu’à  mener  CK,  et  Cm  sera  le  rayon  de- 
mandé. 


Comme  les  parallèles  LH , L'H'  peuvent  être  menées  dans 
l’angle  D,  le  problème  comporte  deux  solutions. 

On  trouve,  dans  le  2 e Supplément  à la  Géom.  descr.  de 
M.  Hachette  , un  grand  nombre  de  problèmes  de  ce  genre. 

YI.  Trouver  un  point  D (lig.  6.  ) sur  la  circonférence  ABD , 
tel  que  les  cordes  BD,  AD  menées  à deux  points  donnés  A et  B 
de  cette  courbe , soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné 


— —,  En  supposant  le  problème  résolu  , la  ligne  DF  qui  coupe 


en  parties  égales  l’angle  AD  B (n°  220),  donne 


AD  AO  m 
BD  ~ OB~nl 


on  prendra  donc  le  milieu  F de  l’arc  AB,  et  on  partagera  la 
corde  AB  dans  le  rapport  donné;  la  droite  FO  prolongée 
donnera  le  point  D. 


YII.  Par  le  point  B ( lig.  78  ) d’intersection  de  deux  cercles , 
mener  une  droite  CD  qui  ait  une  longueur  donnée  M.  Su  impo- 
sons le  problème  résolu  ; menons  par  le  point  B une  ligne  quel- 
conque EF,  et  joignons  A avec  E,  C , F et  D ; les  triangles 
AEF , ACD  ont  1 angle  E — C,  comme  appuyés  sur  le  même 


arc  BIA  ; de  même  F~D  : ainsi 


EF  AE 


CD  AC 


, et  AC  est  une 


quatrième  proportionnelle  à EF  , M e\AE  on  prendra  donc 
FL  — M ; on  mènera  LK  parallèle  à AF , AK  sera  — AC  : 
il  ne  s’agira  plus  que  de  décrire  du  centre  A , avec  ce  rayon 

17», 
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AK , un  cercle  qui  donnera , par  son  intersection , le  point  C 
ou  C : on  a ainsi  les  deux  solutions  du  problème. 

VIII.  Proposons-nous  de  couper  une  ligne  CA  (fig.  79)  en 
deux  parties  telles,  que  la  plus  grande  BC  soit  moyenne  pro- 
portionnelle entre  l’autre  partie  AB  et  la  ligne  entière  AC  \ c’est 
ce  qu’on  appelle  couper  la  ligne  AC  en  moyenne  et  extrême 
raison.  La  condition  BC*  = AC  X AB  renferme  deux  incon- 
nues BC  et  AB ; mais  AB—  AC  — BC  donne 

BC*  — AC*  — AC  XBC  -, 

d’où  BC*  AC  X BC  ou  BC(BC+AC)  = AC*  ; 

il  s’agit  donc  de  déterminer  sur  AC  un  point  B tel,  que  AC  soit 
moyen  proportionnel  entre  BC  et  BC  -f-  AC\  c’est  ce  qui  aura 
lieu  si  l’on  construit  un  cercle  dont  AC  soit  la  tangente  , 
BC -f-  AC  la  sécante  entière,  et  BC  la  partie  extérieure  (par 
conséquent  AC  la  partie  interceptée  dans  le  cercle  ).  Elevons 
en  A la  perpendiculaire  AD  — ~ AC , menons  l’hypoténuse 
DC\  nous  avons  AC*—  CE  X CE'  — CE  X ( CE+  CA)  ; 
donc  CE  est  la  longueur  inconnue  qu’on  doit  porter  de  C en  B\ 
B sera  le  point  demandé.  Voy.  n°  32q,  VIII  (*). 

IX.  Inscrire  un  triangle  def  dans  un  autre  ABC  (fig.  80), 
c.-à-d.  le  placer  comme  DEF , de  sorte  que  d tombe  en  Z? sur  le 
côté  AC,  etc.  En  supposant  le  problème  résolu , et  traçant  par  les 
points  EF  B une  circonférence,  ainsi  que  par  ADF , on  voit 
que  le  segment  FOE  est  capable  de  l’angle  donné  B , et  le 
segment  FOD  capable  de  l’angle  A ( n°  208,  IV).  Décrivons 

.(*)  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit  ( fig.  76  ).  On  a trouvé 

AC*~BC9+ACxBC—BCx  {BC-+-AC)  ~BCx  BD  , 

en  prolongeant  la  ligne  de  CD = CA.  E étant  le  milieu  de  DC , on  a 
BC  = BE — EC , BD  = BE  4- EC ; le  produit  change  notre  équ.  en 
AC* — BE9  — EC 2 } ainsi  AC , BE , EC  sont  les  trois  cotes  d’un  triangle 
rectangle  EFC.  On  mènera  donc  CEégal  et  perpendiculaire  h AC  ; tirant 
l’hypoténuse  El7  et  la  portant  de  E en  B , on  aura  le  pointi?.  Cette  consuuc- 
îiou  s’applique  avec  élégance,  au,  théorème  n« 
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donc  sur  fe  et  fd  des  segmens  capables  de  B et  A.  La  base  AB 
est  donnée,  et  forme  une  double  corde  dans  les  deux  cercles. 
Si  donc,  d’après  le  problème  Ail , on  décrit  en  y" la  corde 
ab  — AB , il  ne  restera  plus  qu’à  mener  les  lignes  ady  be  prolon- 
gées en  c , et  on  aura  le  triangle  abc  = ABC  ; par  conséquent 
on  connaîtra  les  points  D , E,  F,  puisque  BE^=be,  etc. 
Comme  on  peut  mener  la  corde  ab  de  deux  manières  , le  pro- 
blème a deux  solutions. 

Des  Polygones . 

228.  On  nomme  Polygone  toute  ligure  AB  CD  EF  (fig.  81  ) 
terminée  par  des  droites.  Le  Quadrilatère  a 4 côtés,  le  Pen- 
tagone 5,  Y Hexagone  6 , Y Octogone  8 , le  Décagone  10, 
Dodécagone  12,  le  Pentédécagone  i5,  etc.  Le  nombre  des 
angles  est  le  même  que  celui  des  côtés;  car,  tant  que  le  poly- 
gone n’est  pas  fermé,  chaque  côté  qu’on  trace  fait  un  angle  de 
plus , et  la  ligure  a un  côté  de  plus  qu’elle  n’a.  d’angles  ) enlm 
le  côté  qui  ferme  le  polygone  fait  deux  angles. 

Une  Diagonale  est  une  ligne  AD  ( fîg.  q3)  , qui  traverse  le 
polygone  d’un  angle  à l’autre.  La  diagonale  AC  sépare  le 
triangle  ABC  du  polygone  ABCD.  . . de  n côtés  , et  réduit  la 
figure  à ACDEF de  n — 1 côtés.  Chaque  diagonale  menée  de  A 
sépare  de  même  un  nouveau  triangle,  et  réduit  le  polygone  à 
avoir  un  côté  de  moins  ; enfin  , lorsqu’on  n’a  plus  qu’un  quadri- 
latère AD  EF , la  seule  diagonale  AE  le  partage  en  deux  trian- 
gles. Ainsi , il  y avait  d’abord  autant  de  diagonales  que  de 
triangles  et  de  côtés  supprimés  ; mais  pour  la  ligure  de  4 côtés , 
une  seule  diagonale  donne  2 triangles  ; donc  le  nombre  de  dia- 
gonales quoi 2 peut  mener  d'un  même  angle  A à tous  les  autres 
est  n — 5 ; celui  des  triangles  est  n — 2. 

Tous  les  angles  de  l’hexagone  ABCD ....  sont  Saillans ; 
l’angle^  ( fig.  82  ) est  Rentrant  ( n°  109). 

229.  Pour  construire  un  polygone  dont  toutes  les  parties  soient 
données , après  avoir  pris  &ur  une  droite  indéfinie  (fig,  81  )„  un© 
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longueur  AB  égale  à l’un  des  côtés,  on  formera  en  A et  B deux 
angles  B AF,  ABC  égaux  à ceux  qu’on  sait  devoir  être  adia- 
cens  à AB\  puis  on  prendra  sur  BC  et  AF  les  longueurs  don- 
nées, et  ainsi  de  suite. 

Après  avoir  ainsi  tracé  les  côtés  FA , AB,  BC , CD  et  DE , 
le  côté  FE  , destiné  à former  l’hexagone  , est  déterminé,  ainsi 
que  les  angles  E et  F.  Si  donc  n désigne  le  nombre  des  angles 
d’un  polygone , on  sera  celui  des  parties  qui  le  composent,  et 
on — 3 celui  des  quantités  qu’il  suffit  de  connaître  pour  pou- 
voir le  construire.  11  y a donc  des  relations  qui  lient  entre  elles 
ces  on  parties  , de  sorte  qu’on  puisse  déterminer  o côtés  et  un 
angle  , d’après  la  connaissance  des  autres  parties.  Ce  problème 
de  Polygonométrie  ne  peut  maintenant  être  résolu  ; mais  il  est 
facile  d’assigner  la  relation  qui  existe  entre  les  angles  ( voyez 
n°  365,  YI). 

230.  Si  n est  le  nombre  des  côtés  et  D l’angle  droit,  la  somme 
des  angles  intérieurs  est  2 D (n  — 2 ),  ou  2 fois  autant  d'angles 
droits  que  le  polygone  a décotes  moins  deux.  Car  menons  d’un 
point  quelconque  intérieur  O (lig.  8 1 ),  les  lignes  OA , O B 
OC. . elles  formeront  autant  de  triangles  O AB,  OBC.  . . . 
qu’il  y a de  côtés.  La  somme  de  tous  les  angles  est  donc  deux 
droits  , répétés  autant  de  fois  qu’il  y a de  côtés  , ou  onD.  Mais 
la  somme  des  angles  en  O vaut  quatre  droits  : donc  on  a 
onD — 4 D . C’est  aussi  ce  qui  résulte  de  ce  que  cesiangles  sont 
la  somme  de  ceux  des  ( n * — 2 ) triangles  en  lesquels  le  poly- 
gone est  décomposé  par  ses  diagonales  ( fig.  q3). 

23 1.  Les  quatre  angles  d’un  quadrilatère  valent  donc  quatre 
droits.  Si  cette  figure  a deux  de  ses  côtés  parallèles  Aa,  Hh  (fig.5c)), 
on  la  nomme  ' Trapèze ; c’est  un  Parallélogramme  (fig.  83)  , si 
les  quatre  côtés  sont  parallèles  deux  à deux.  On  sait  d’ailleurs 
( n°  200  ),  que  la  diagonale  BD  partage  tout  parallélogramme 
en  deux  triangles  égaux  A BD,  B CD  ; que  les  angles  opposés 
sont  égaux  A — C,  B — D',  que  les  côtés  opposés  sont  égaux. 
Piéciproquement  si  AB  ~ DC  et  AD—  BC  , la  figure  ABCD 
est  un  parallélogramme.  Les  diagonales  AC  BD  se  coupent 
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mutuellement  en  deux  parties  égales  ; cela  résulte  de  l’égalité 
des  triangles  AOD  et  B OC.  < 

Le  Rhombe  ou  Lozange  est  un  parallélogramme  (lig.  84)  dont 
les  quatre  côtés  sont  égaux.  Il  est  visible  que  les  diagonales  AC 
et  BD  sont  à angle  droit,  parce  que  les  quatre  triangles  AOD , 
AOB , DOC  et  B OC  sont  égaux.  Réciproquement,  si  AO— OC 
et  DO  — OB , la  ligure  ABCD  est  un  parallélogramme,  qui 
devient  même  un  rhombe,  lorsque  AC  et  BD  sont  à angle 
droit. 

Enfin,  si  le  parallélogramme  ABCD  ( lig.  85  ) a l’un  de  ses 
angles  A droit,  l’angle  opposé  C , qui  lui  est  égal,  sera  aussi 
droit  ; il  en  est  de  même  des  autres  B et  D , puisque  réunis 
ils  valent  deux  droits,  et  qu’ils  sont  égaux;  la  figure  a donc 
ses  quatre  angles  droits.  C’est  pour  cela  qu’on  nomme  Rectangle 
le  parallélogramme  qui  a ses  angles  droits.  Les  diagonales  AC , 
BD  sont  égales. 

Si  AB  — AD , le  rectangle  s’appelle  Carré  ; le  carré  a donc 
les  quatre  côtés  égaux  et  les  quatre  angles  droits. 

232.  La  somme  des  angles  extérieurs  GAB,  HBC...  (fig.  86), 
formés  en  prolongeant  dans  un  même  sens  les  côtés  d'un  poly- 
gone, vaut  toujours  quatre  angles  droits.  En  effet,  les  angles 
extérieurs  sont  supplémens  des  intérieurs  adjacens  : mais  l’angle 
AOB  est  supplément  des  angles  O AB  -f-  OBA  ; de  même 
B OC  Y est  de  OBC  -f-  OCB , etc.;  donc  la  somme  des  angles 
en  O ou  quatre  droits,  estda  somme  des  supplémens  des  an- 
gles ABC , BCD....do  polygone  : c.  q . /•  à. 

233.  Les  polygones  qui  ont  les  côtés  égaux  et  les  angles 
égaux  sont  appelés  Réguliers.  Un  cercle  qui  touche  tous  les 
côtés  d’un  polygone  est  appelé  Inscrit;  le  cercle  est  Circonscrit 
quand  il  passe  par  les  sommets  de  tous  les  angles. 

On  peut  toujours  inscrire  et  circonscrire  un  cercle  à un  po- 
lygone régulier  ABCDEF  (lig.  87.  ).  i°.  En  effet,  divisons  les 
angles  A et  B en  deux  parties  égaies  , par  les  lignes  AO  et 
B O , et  du  point  O de  concours  menons  OC  : le  triangle 
ABO  — BOC , car  AB  — BC',  le  côté  O B est  commun  , et 
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l’angîe  ABC  a été  divisé  en  deux  parties  égales  : donc 
OA~OC~OB.  On  prouvera  de  même  que  OB—OD=OC,  etc. 

On  voit  donc  que  le  point  O est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  polygone  ; que  les  lignes  menées  de  ce  centre  aux 
angles , sont  égales  ; qu’elle  divisent  ces  angles  en  deux  parties 
égales  ; qu’elles  forment  des  triangles  isoscèles  AO  B , BOC-... 
Enfin  que  les  angles  au  centre  AOB  , BOC. ....  sont  égaux 
entre  eux. 

2°,  Les  cordes  AB , BC....  étant  à la  même  distance  du 
centre  O,  les  perpendiculaires  O G , OI...  sont  égales  (n°  204)  ' 
si  donc  on  décrit  du  centre  O avec  le  rayon  O G une  circonfé- 
rence , elle  touchera  tous  les  côtés  du  polygone  en  leur  milieu 
G , J . . » . 

23 4-  Nous  savons  donc  circonscrire  et  inscrire  des  circonfé- 
rences à un  polygone  régulier  donné.  Le  problème  inverse  con- 
siste à inscrire  ou  circonscrire  un  polygone  régulier  d’un  nombre 
de-  côtés  déterminé  à une  circonf.  donnée  : or , il  s’en  faut 
de  beaucoup  qu’on  sache  résoudre  ce  problème  en  général. 
Nous  allons  exposer  les  cas  dans  lesquels  on  peut  en  trouver  la 
solution. 

Avant  ; nous  remarquerons  que,  lorsqu’un  polygone  est 
inscrit,  il  est  aisé  d’en  circonscrire  un  d’un  même  nombre  de 
côtés,  et  réciproquement.  En  effet , soit  ABC.  . . . (fig.  88)  , 
un  polygone  régulier  inscrit  donné  ; aux  points  A , B , C.  . . 
menons  les  tangentes  ah  , bc.  . . , leur  système  formera  le  po- 
lygone circonscrit  demandé  ; car,  les  triangles  aAB  , hBC.  . . . 

sont  égaux  et  isoscèles,  parce  que  leurs  bases  AB , BC 

sont  égales  , et  que  leurs  angles  adjacens  ont  la  même  mesure 
(n°207,4°*)  : donc  aB^=.Bh  — hC'=z  Ce...,  l’angle  a —b  ~c... 

On  pourrait  aussi  (fig.  87)  mener  des  tangentes  par  les  mi- 
lieux g,  iy  k . . . des  arcs  AgB,  BIC>  CkD . . . ; abcde  formerait 
le  polygone  demandé  : car  les  côtés  étant  parallèles  à ceux  du 
polygone  inscrit,  les  angles  sont  égaux  (n°  i83,  5°.)  : de  plus, 
l’angle  GOI  est  divisé  en  deux  parties  égales  par  OB , puisque 
B est  le  milieu  de  l’arc  gi.  D’un  autre  côté,  le  triangle  gOb  ~bOiy 
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et  OB  coupe  le  même  angle  gOi  en  deux  parties  égales  : ainsi 

les  trois  points  O,  B , b sont  en  ligne  droite.  Il  en  est  de  même  de 

^ ^ , AB  OB  BC  OB 

O.  C et  c,  de  Q,  D et  d ...  On  a donc  — 7-  — — — 7 , -7-  — : 

ab  Ob  bc  Ob 

d’où  cô  — bc } puisque  AB  — BC.  Et  ainsi  des  autres  côtés. 

Cette  double  construction  serait  assez  pénible  : il  est  pré- 
férable de  mener  une  seule  de  ces  tangentes  ab  (fig.  87)  , de  la 
conduire  jusqu’aux  rayons  OA , OB  prolongés , puis  de  décrire 
du  rayon  O a une  circonférence,  sur  laquelle  on  porte  ab  autant 
de  fois  qu’il  y a de  côtés. 

Réciproquement,  si  le  polygone  circonscrit  abcdef  est  donné, 
on  mènera  du  centre  O les  lignes  aO,  bO ... , puis  par  les  points 
A,  B...  , où  elles  coupent  la  circonférence  , on  décrira  les  cordes 
AB y BC.. . 

235.  Puisque  la  somme  des  angles  au  centre  est  /^D,  chacun 
vaut  - — lorsque  le  polygone  est  régulier,  n désignant  le  nom- 

IL 

bre  de  côtés  du  polygone. 

L’angle  au  centre  du  triangle  équilatéral  est  donc  § D , 

Celui  du  carré' est  D,  du  pentagone  régulier  , 

De  l’hexagone  | D , du  décagone  J Z),  etc.  . . 

La  somme  des  angles  à la  circonférence  (n°23o)  est  2,D(ii — 2)  ; 


chacun  vaut  donc 


o,D  ( n — 2) 


11 


Ainsi  l’angle  du  carré  est  droit  ; 


celui  de  pentagone  régulier  est  | D , de  l’hexagone  | D } du  dé- 
cagone 1 1). . . . 

Chaque  côté  AB , BC. . . soutend  un  arc  = — , C désignant 

TL 

la  circonférence. 


236.  Le  côté  FE  de  l'hexagone  régulier  inscrit  est  égal  au 
rayon  O F (Fig.  89)  : car  l’angle  FOE  est  le  6e  de  4 droits,  ou 
o=$d-;  les  angles  égaux  E et  F du  triangle  isoscèle  OFE 
valent  ensemble  2 D — 3 D ou  | D : chacun  vaut  donc  | D , et  le 
triangle  OFE  a ses  trois  angles  égaux;  d’où  FE  = OF. 

Si  F on  joint  les  angles  de  deux  en  deux,  on  aura  le  triangle 
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BDF  équilatéral  inscrit  : comme  EO  = EF  = le  rayon 
/i,  ODEF  est  un  rhombe,  les  diagonales  sont  à angle  droit 
( n°  a3i  ),  et  /O  = El  — \ R • ainsi 

j/ (FO2  — /Oa)  = v/ (-fi2  — i fift)  = R y/ Z; 

d’où  ET)  z=z  Ry/ 3.  C’est  /a  cote'  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

En  divisant  en  2 , 4>  8 . . . parties  égales  les  arcs  AB  BC.  . . 
on  aura  les  polygones  inscrits  de  12 , 24 , 4^*  • • 3X2"  côtés. 

207.  Puisque  ( n°  235  ) l’angle  au  centre  du  carré  ( Fig.  85  ) 
est  droit,  pour  inscrire  un  carré  dans  un  cercle  AB  CD , on 
mènera  deux  diamètres  perpendiculaires  AC,  BD,  et  on  joindra 
leurs  extrémités.  On  voit,  en  effet,  que  la  figure  ABCD  a les 
quatre  angles  droits  et  les  côtés  égaux.  On  a 

AD*  — DO*  + AO*  — o,R*  , d ’oùAD—R  y/2. 


AD 

Puisque  = 1/2  , on  voit  que  la  diagonale  du  carré  est  in- 
commensurable avec  son  côté. 

On  sait  donc  inscrire  les  polygones  de  4 , 8,  16...  2*  côtés. 


238.  Soit  AB  ( fig.  qo  ) le  côté  du  décagone  régulier  inscrit , 
l’angle  O au  centre  est  J D ( n°  235);  les  angles  égaux  O AB, 
OBA  réunis  valent  2 D — f D ou  f D ; donc  chacun  vaut  | 
c.-à-d.,  est  double  de  O.  Pour  trouver  le  rapport  de  AB  au 
rayon  AO,  divisons  l’angle  B en  deux  parties  égales  par  la 
droite  CB  ; l’angle  ABC  — 0~  CBO,  indique  que  le  triangle 
OBC  est  isoscèle  , d’où  OC=  CB.  Mais  le  triangle  A CB  l’est 
aussi , à cause  de  C D — A ] ainsi  CB  — AB  = OC.  Or, 


on  a (n°  220) 


AC  __  AB 
OC  ~ OB* 


AC  __  AB 

AB  ” AO  ' 


ou  le  côté  AB  , 


moyen  proportionnel  entre  AC  et  AO  ; d’ailleurs,  CO  ou 
AB  <(  AO  , donne  aussi  AC  <^AB  ; donc  ( n°  227,  VIII  ) , 

En  divisant  le  rayon  en  moyenne  et  extrême  raison,  la  plus 
grande  partie  sera  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 

AB~BF  donne  AF  pour  le  côté  du  pentagone  régulier  inscrit. 
On  pourra  aussi  inscrire  les  polygones  réguliers  de  20  Sx»’* 
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côtés.  Et  comme  les  côtés  de  l’hexagone  et  du  décagone  sou- 
tendent  des  arcs  qui  sont  le  6e  et  le  10e  de  la  circonférence  C, 
la  différence  de  ces  arcs  , ou  ~ C — ~ C = ^ C , est  soutendu 
par  le  côté  du  polygone  régulier  de  i5  côtés,  et  de  là  ceux  de 
5o  , 60. ...  i5  X 

23g.  Tels  sont  les  polygones  réguliers  qu’on  sait  inscrire,  et 
qu’on  peut  comprendre  dans  la  formule  a X 2n  , a étant  l’un 
des  quatre  nombres  3,  4 ? 5 et  1 5,  et  n zéro  , ou  un  nombre  en- 
tier et  positif  quelconque.  Quant  aux  autres  polygones,  on  se 
contente  , faute  de  mieux,  de  diviser,  en  tâtonnant,  la  circon- 
férence en  un  nombre  convenable  de  parties  égales^  On  ré- 
sout aussi  le  problème  à l’aide  du  compas  de  proportion  et  du 
rapporteur  ; mais  comme  ces  instrumens  sont  eux-  mêmes 
construits  par  tâtonnement , on  ne  peut  regarder  ces  procédés 
comme  géométriques.  La  division  de  la  circonférence  en  par- 
ties égales  est  sur-tout  importante  pour  faire  les  instrumens 
propres  à la  mesure  les  angles.  ( Yoy.  la  Géom.  du  Compas,  par 
Mascheroni.  ) Comme  la  trisection  de  V angle  compléterait  cette 
opération  ( n°  208  , III  ) , on  s’est  long- temps  , mais  en  vain, 

efforcé  de  trouver  la  solution  de  cette  question.  Elle  est  main- 

<■ 

tenant  démontrée  impossible  par  le  secours  de  la  règle  et  du 
compas  seuls  (n°464,  I). 

240.  Nous  terminerons  par  l’exposition  de  quelques  pro- 
priétés des  quadrilatères  inscriptibles  au  cercle, 

I.  On  a , dans  le  quadrilatère  AB  CO  (fig.  91  ),  A -f-  C=a 
droits , puisque  les  angles  A et  C embrassent  la  circonférence 
entière  ( n°  207  ) , de  même  Z>  + O = 2 droits.  Ainsi , dans 
tout  quadrilatère  inscriptible  au  cercle , les  angles  opposés  sont 
supplémentaires. 

Réciproquement  ,si/i-l-C=Z>-pO™2  droits,  le  quadri- 
latère AB  CO  est  inscriptible  au  cercle,  puisque  si  la  circon- 
férence , passant  par  AOC , ne  passait  pas  en  B , l’angle  B 11e 
serait  pas  le  supplément  de  O (pag.  246). 

Donc  on  peut  toujours  circonscrire  un  cercle  à tout  rectangle 
AB  CD  ( fig.  85  ) les  diagonales  BD , AC  sont  les  diamètres. 

II.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD  (fig.  92),  le  pro- 
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duit  AC  X BD  des  diagonales  égale  la  somme  des  produits  dei 
côtés  opposés.  Car,  menons  CK  qui  fasse  Fannie  KCD 
z=BCO}  d’où  BCKz=OCD,  en  ajoutant  OCK  aux  deux 
membres  : or,  l'angle  BAC—BDC  (n®  207):  ainsi  les  triangles 
BAC  et  KCD  sont  semblables.  De  même  l’angle  CBK—CAD , 
et  le  triangle  CB  K est  semblable  à CAD.  Donc  on  a 

KD  ___  AB  BK  AD 

CD~ÂC*  ~BC ~~  AC* 

d’où  KD  X AC=AB  X CD,  B K X AC=AD  XBC:  ajou- 
tant ces  éq. , il  vient  enfin  ACX  BD—ABxCD  -f  AD  X BC. 

III.  Si  des  points  A et  B (lig.  83),  on  abaisse  sur  la  base 
DC  du  parallélogramme  ABCD  les  perpendiculaires  AC,  BF, 
les  triangles  ADC,  BDC  donneront  (n°  218) 

AC*-=AD*  DC*  — aDC  X DE  , 

BD* = BC*  + + X CF. 

En  ajoutant  ces  équ.,  comme  DE  = CF  et  AB  ~ D C , on  a 

BD*  A- AC*  = AD*+BC*  -f  DC*  -j-  AB*. 

Àin  si , dans  tout  parallélogramme , la  somme  des  carrés  des 
diagonales  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  côtés.  La  pro- 
position est  d’ailleurs  évidente  pour  un  rectangle  ( n°  217,  4°)- 

Des  Figures  semblables  et  de  la  Circonférence. 

241.  On  dit  que  deux  polygones  (lig-  $3)  ABCDEF,  abcdcf 
sont  semblables  lorsqu'ils  sont  formés  de  triangles  T et  t, 
T7  et  t' , T"  et  t".  . ..,  respectivement  semblables  et  disposés 
dans  le  même  ordre. 

Sur  une  droite  donnée  ah , homologue  à AB  , il  est  aisé  de 

décrire  un  polygone  abcd...,  semblable  à ABCD O11  fera 

d’abord  t semblable  à F,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté 
(n°  214  ) ; puis  t'  semblable  à F , sur  ac  homologue  à AC , etc. 

242.  Les  polygones  semblables  ont  les  angles  égaux  et  les 
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cotés  homologues  -proportionnels . Car  les  triangles  semblables 
T et  t ont  l’angle  B = ù , ainsi  que  l’angle  BCA  =bca  ; de  plus 
AB 

(n°  214), 


= ^4  De  même  T'  et  t'  ont  l’angle 

oc  ~~ 


a b oc  cic 
A CD  = (zc<i  ; d’où  l’on  voit  que  l’angle  B CD  — bcd  : en  outre  , 
4C  DC 

= . On  prouverait  de  même , à l’aide  de  T1  et  t" } que 

CIC 


ac 


CD  DE 


l’angle  CDE  czz  cde}  et  que  —y  = -j—,  etc 


Réciproquement  si  les  polygones  ont  les  angles  respectivement 

. 7 _ AB  BC  CD 

égaux,  et  si  déplus  — j— • = p — etc. , les  polygones 

sont  semblables  ; car  B ~b  , et  les  côtés  qui  comprennent  ces 
angles  sont  proportionnels , par  hypothèse  ; d’où  il  suit  (n°  21 5) 

BC  AC 

que  T7  et  t sont  semblables  , et  de  plus,  —, — - = , et  l’angle 

^ bc  ac  0 

BCA  — bca.  Retranchant  ces  angles  de  BCD~bcd , il  reste 

i.  1 7 BC  CD 

1 angle  ALU  ~ acd\  et  comme  on  suppose  que  -p — = 


c 


d3 


on 


AC 


CD 


AC 


■ — r,  à cause  du  rapport  commun' 
ac  cd  ac 

crue  T ' est  semblable  à t':  et  ainsi  de  suite. 


; ce  qui  prouve 


i°.  Les  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés  sont 
des  figures  semblables,  puisque  leurs  angles  sont  respectivement 
égaux,  ainsi  que  leurs  côtés  (n°  233). 

2°.  Si  après  avoir  conduit  les  diagonales  des  angles^  et  a (fig.  94), 
on  a des  triangles  semblables  chacun  à chacun,  les  angles  sont 
égaux,  et  les  côtés  homologues  proportionnels  : donc,  si  l’on 
mène  les  diagonales  d’un  autre  angle  tel  que  E , e , les  nou- 
veaux triangles  composans  seront  aussi  semblables. 

3°.  Donc  deux  diagonales  homologues  quelconques  BE , be 
(fig.  94)  sont  proportionnelles  à deux  côtés  quelconques  CD,  cd, 
. BE  CD 


savoir 


be  cd  * 

4%  Soient  deux  polygones  semblables  ABC..,  abc...  (fig.  94); 
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si  Ton  prend  deux  côtés  homologues  quelconques  ED , ed , et 
si,  de  leurs  extrémités,  on  mène  les  diagonales  à tous  les  au- 
tres angles , on  formera  des  triangles  respectivement  sem- 
blables , EDF  à edf , EDA  à eda  , ED  B à edb,  etc...  ; car  les 
angles  des  polygones  sont  égaux,  et  les  diagonales  homologues 
sont  proportionnelles  aux  côtés. 

5°.  Lever  un  plan  , n’est  autre  chose  que  construire  des  poly- 
gones semblables  à ceux  que  forment , sur  le  terrain , des 
droites  qui  joignent  des  points  dont  la  situation  respective 
est  connue.  Pour  cela  , on  mesure  sur  le  terrain  un  nombre 
suffisant  de  parties  ; puis  on  décrit  ensuite , sur  le  papier 
(n°  21 4--.«  )>  d’autres  triangles  semblables  à ceux  qui  com- 
posent les  polygones  dont  il  s’agit. 

2 43.  Si , dans  deux  polygones  semblables  ( fig.  q4  ) > 011 
mène  deux  droites  GH , gh  , placées  semblablement , c.-à-d. , 
coupant  les  côtés  BC , bc  en  parties  proportionnelles,  ainsique 
FEetfey  les  longueurs  GH,  gh  seront  dans  les  rapports  des 


A GH  BC 

cotés , ou  — — — , et  feront  des  angles  égaux  avec  ces  cotes. 

En  effet , soit  pris  sur  BC  et  bc  des  points  H et  h , tels  qu’on  ait 

HC  CB  CE  Tj  tp  1 t + * 1 Tinjp 

= — — — , et  menons  HE , ne.  Ees  triangles  HLEy 

cb  ce 


h 


c 


hce  seront  semblables  (n°  2i5),  puisque  l’angle  HCE—  h ce.  Il 
, -| > -,  ^ „ EH  HC  BC 

en  ne  bc 

Maintenant  , en  considérant  les  polygones  semblables 
ABHEF  abhefy  si  les  points  G et  g coupent  les  côtés  FE  et/e, 
proportionnellement,  la  ligne  GH  jouira  de  la  même  pro- 
priété que  HE.  Donc , etc. 

244*  D’un  point  quelconque  O (fig.  q5),  pris  dans  l’intérieur 
du  polygone  ABC....y  menons  des  lignes  OA , OB...  aux  som- 
mets ABC... g prenons  sur  ces  lignes  des  longueurs  qui  leur 


11  ' j n , . OA  OB 

soient  proportionnelles,  c.-a-d.  telles  , qu  on  ait--—  = ■ r 

O a Ob 


OC 

Oc 


Les  triangles  OABy  Oab  seront  semblables,  et  AB 
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parallèle  à ab.  En  raisonnant  de  même  pour  OBC , Ohc , etc 
on  verra  que  les  polygones  ABC ...  abc ...  ont  les  côtés  para!-» 
lèles  et  proportionnels  , et  par  conséquent  sont  semblables. 

De  même , sur  les  lignes  Ob , Oa>  si  Ton  prend  des  parties 
OK } Ok  proportionnelles  aux  côtés  ae  , AK,  puis  OF , of  pro- 
portionnelles à ab , AB  y etc.,  les  polygones  KFG....  kfg...* 
seront  semblables,  comme  formés  de  triangles  OKI  y Oki , 
OKF , Okf....,  respectivement  semblables. 


245.  Les  périmètres  des  polygones  semblables  sont  comme 

leurs  lignes  homologues  ; car  (fig.  q3)  on  a 

AB  __  BC  _ CD 
ab  bc  cd 

AB  4-  BC  + CD-f ...  AB  =r  BC 

ab  + bc  -h  cd  -f- . . . ab  bc 


, et  le  théorème  (n°  y3,  3°.  ) donne 


En  appliquant  ceci  aux  polygones  réguliers  d’un  même 


nombre  de  côtés  on  a 


ABCD ... 


AB 

ab 


OB  OI 


abcd...  ab  ob  Oi  lb°  ^ ’ 
parce  que  les  triangles  OBI , Obi  sont  semblables,  comme 
ayant  les  angles  au  centre  égaux  (n°  235  );  ainsi,  les  périmètres 
des  polygones  réguliers  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
rayons  des  cercles  nscrits  et  circonscrits. 


24S.  La  circonférence  est  la  limite  des  polygones  régulier » 
inscrits  et  circonscrits  ( n°  n3).  Chaque  côté  AB  ( fig.  97  ) 
d’un  polygone  régulier  étant  plus  court  que  l’arc  ACB  qu’il 
soutend,  on  voit  que  la  circonférence  rectifiée  est  plus  longue 
que  le  périmètre  de  tout  polygone  inscrit.  De  plus,  prenant  C 
au  milieu  de  l’arc  BCA , on  a la  corde  AB  <^AC  -f-  CB  t 
ce  qui  fait  voir  qu’en  doublant  le  nombre  des  côtés  d’un  poly- 
gone inscrit,  le  périmètre  approche  de  plus  en  plus  delà  cir- 
conférence , sans  cesser  d’être  plus  petit  qu’elle. 


D’un  autre  côté , l’arc  CAL  < CE  -f-  EL  (n°  160)  fait  voir 
que  le  périmètre  de  tout  polygone  circonscrit  est  plus  grand  que 
la  circonférence;  la  tangente  AK  est  le  demi-côté  du  polygone 
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circonscrit  d’un  nombre  double  de  côtés  (n®  2,34)  ; et  comme 

K A perpendiculaire  à AO  est  <7  l’oblique  KE , on  a 

AK  -f-  KC <fEC\  en  donblantle  nombre  des  côtés  d’un  poly- 
gone circonscrit  , le  périmètre  approche  donc  davantage  de  la 
iongueurde  la  circonférence  sans  cesser  d’être  plus  grand  qu’ elle. 

P et  p étant  les  périmètres  de  polygones  réguliers  semblables, 
l’un  inscrit , l'autre  circonscrit,  et  R et  r les  rayons  OC,  OI  des 


P R 

cercles  inscrits  (n°  afo  ),  on  a — — — , 


d’où  ( n°  73  , i°.  ) 


£ 

P — P — p (R  — r).  Or,  P diminue  en  s’approchant  de  la  cir- 
conférence LCB....,  R est  constant,  et  R~—r  ou  CI  décroît  in- 
définiment , lorsqu’on  double  successivement  les  nombres  de 
côtés  de  polygones  P et  p (n°  2o5)  ; ce  qui  prouve  que  la  dif- 
férence P — p entre  leurs  périmètres  approche  autant  qu’on 
veut  de  zéro  , c.-à-d.,  que  ces  périmètres  approchent  indéfini- 
ment de  la  circonférence,  qui  est  toujours  comprise  entre  eux, 
et  qui  ne  leur  est  jamais  rigoureusement  égale  : donc  , etc. 

a47*  Les  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons 
ou  leurs  diamètres.  En  effet  ( fig.  96  ),  désignons  par  C et  c les 
circonférences  dont  les  rayons  sont  B O = R , bO=.r\  par 
P et  p deux  polygones  réguliers  inscrits  ABC....  abc  semblables, 
enfin  par  Z et  z la  différence  entre  chaque  périmètre  et  la  cir- 
conférence circonscrite,  ou  C — P— Z,  c — p — z.  On  en  tire 


P R C—Z  , C Z c z 

— ou  — = , d ou  77  — 77  = ; 

p r c — z h h r r 


or,  R,  C,  r et  c restent  constans,  Z et  z varient  avec  le  nombre 
des  côtés  , et  peuvent  devenir  aussi  petits  qu’on  voudra  ; donc 
( n°  1 1 3 ) 


C 

R 


c C R 

- ou  — = — 
r c r 


2 R 
2r  * 


248.  Trouver  une  ligne  droite  égale  à une  circonférence  d'un 
rayon  donné  , c.-à-d, , rectifier  cette  courbe.  Concevons  deux 
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o 

circonférences  C,  c de  ravons  Ry  r : nous  avons  ; cha~ 

2,  h o,r 

que  circonférence  contient  donc  son  diamètre  le  meme  nombre 
de  fois,  que  nous  désignerons  par  n t.  Si  l’on  connaissait  ce  nom- 
bre constant  tt,  égal  à chaque  rapport , on  aurait  donc 

circonférence  R = 27 tR. 


Il  reste  à déterminer  le  rapport  k de  la  circonférence  au  diamètre ; 
Soit  AB  fîg.  47)  le  demi-côté  d’un  polygone  régulier,  C le  centre  ; 
sur  AC  prolongé,  prenons  CD  = CBy  le  triangle  isoscèle  BCD 
aura  l’angle  D moitié  de  B C A (n°  201,  20  ).  CI  perpendiculaire 
sur  BD  et  IF  sur  AD , en  donnent  les  milieux  I et  F.  Puisque 
JF  B A , et  D — | BCA , IF  est  le  demi-côté  d’unpolygone 

régulier  de  même  périmètre  que  le  premier  y et  dont  le  nombre 
des  côtés  est  double. 

Cela  posé,  étant  donnés  les  rayons  BC~R , AC  = r des 
cercles  circonscrits  et  inscrits  au  ier  polygone,  cherchons 
JD  — R ',  FD  = /,  rayons  du  2e.  i°.  Comme  F est  le  milieu  de 
DAy  DF ~ CA)  \ 20.  dans  le  triangle  rectangle  ClDy 

DD  — DF  X DC\  et  comme  DC  ~ B C ~ Il , on  a enfin 
f l (R-f-  r),  R — y/(  Rr').  Des  quatre  rayons  r,  R,  f y 
chacun  des  derniers  se  déduit  des  deux  qui  le  précèdent.  Un 
nouveau  polygone  de  même  périmètre , 'et  qui  a deux  fois  plus 
de  côtés  que  le  2e,  a ses  rayons  r",  R " liés  à /,  K par  les  mêmes 
équ.  , etc On  formera  donc , par  ces  calculs,  une  série  in- 

définie 


r,  Ry  r'y  Ky  r",  R",  r"’ , /T...., 


dont  chaque  r est  moyen  par  différence , et  chaque  R moyen 
par  quotient , entre  les  deux  termes  qui  précèdent,  Or,  nos  équ. 
prouvent  que  f r et  R'  <f  Ry  c.-à-d.,  que  les  r vont  en  crois- 
sant et  les  R en  diminuant  de  plus  en  plus  ; et  comme  le  rayon 
d’un  cercle  inscrit  est  toujours  moindre  que  celui  d’un  cercle 
circonscrit , ou  r <f  R , il  est  clair  que  les  r et  les  R tendent  sans 
cesse  vers  l’égalité.  Ainsi , en  calculant  de  proche  en  proche 
les  termes  successifs  de  notre  série , nous  obtiendrons  les  rayon» 
1.  18 
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des  cercles  inscrits  et  circonscrits  à une  suite  de  polygones 
isopérimètres  , dont  la  limite  est  la  circonférence  de  meme  con- 
tour : on  arrivera  bientôt  à des  valeurs  de  ces  rayons  r et  R , 
dont  les  premiers  chiffres  décimaux  seront  les  mêmes.  Cette  par- 
tie commune  appartiendra  aussi  au  rayon  « de  la  circonférence 
limite  , qui  = 2çr«  ; divisant  cette  circonférence  par  2.x,  on  aura 
le  nombre  7r  (*). 

Par  ex.,  le  côté  de  l’hexagone  inscrit  est  i , le  périmètre  6 ; 
donc  R~  i , r — (OZP  — IB*)  fig.  37,  ou  r = [/j  : on  en 
tire  successivement  les  résultats  suivans  : 


r = 0,866025 

0 , 949489 

0,954588 

R — 1,000000 

0,957662 

o,955ioo 

r'  — o,g33oi3 

0,953566 

0,954844* 

R'—  0,965925 

o,9556i 

0,954972 

o? 954908 
°>95494° 
0,954924 

o, g54g32, etc. 


Dès  qu’on  atteint  un  rayon  commun  <*  = 0,954929,  cessera 
celui  de  la  circonférence  isopérimètre  ,ou  = 6,  savoir,  2^  — 6 ; 
donc  TT  = 3,i4i59.  On  peut  obtenir  ainsi  telle  approximation 
qu’on  voudra.  Au  reste  , nous  exposerons  des  procédés  plus  ex- 
péditifs  (n03  320,  5g  1 ).  On  obtient 

<7t  — 3, 141  5q  26535  89793  20846  26433  88279, 
log.  7c  — o, 497 1 4 98726  94 133  85435  342. 


(*)  Le  calcul  des  R est  assez  rapide  par  log.  5 on  peut  encore  l’abréger.  Soit 
A la  valeur  de  r'  et  A -f-  a celle  de  R ; l’extraction  de  la  racine  (p.  189)  donne 

R'  = s/ {A*  -f-  A a)  z=.A  + a-  — ~ ■+■  etc. 

Lorsque  les  nombres  r et  R ont  une  partie  commune  A qui  s’étend.  à la 
ire  moitié  de  leurs  chiffres,  ainsi  que  cela  arrive  au  résultat  marqué  d’une 

«2 

û2  ne  peut  avoir  autant  de  chiffres  que^,  d’où  — <7  1 j en  prenant  le  8e  , notre 

3*  terme  se  trouvant  <7 -,  est  négligeable  dans  l’ordre  des  décimales  conser- 

!2 

vées  ; savoir , R!  — A -j-  - , ou  R'  = - {/  -f-  R )•  Donc  R'  est , ainsi  que  r\ 

!2  *2 

un  moyen  par. différence  entre  les  deux  termes  qui  précèdent,  dès  qu’on  est 
arrivé  à des  résultats  dont  la  partie  commune  est  au  moins  la  moitiédes  chiffres- 
Alors  on  est  dispensé  d’extraire  des  racines  pour  obtenir  les  R successifs. 
(Yoy.  Annales  de  Math.,  tom.  YII.  ) 
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Si  dans  l’équ.  cire.  R = <27rR,  on  fait  R = {,  et  = 1 , il  vient 
eirc.  ~ TT,  et  *-  cire.  = 7r  ; donc  le  rapport  constant  71  de  toute 
circonférence  à son  diamètre , exprime  aussi  la  circonf.  dont 
le  diamètre  est  un,  et  la  demi-circonf.  qui  a un  pour  rayon. 

Si  on  limite  la  valeur  à 7rz=5}i  4% , on  trouve  qu’on  peut 
poser  sr~~  — 5 y.  Ce  résultat  très  simple,  dû  à Archimède, 
est  adopte  dans  les  arts.  Adrien  Métius  , en  prenant  5,  ]4i5q3  , 
a trouvé  %■  ~ 77-7 , nombre  remarquable  en  ce  que  les  termes 
sont  formés  des  trois  premiers  impairs  , répétés  2 fois  : 1 i3,  555. 
Ce  résultat  ayant  6 décimales  exactes , ne  produit  pas  une 
erreur  d’un  centimètre  sur  une  cire,  de  18000  mètres  de  rayon 
( 1 ligne  sur  4000  toises  de  rayon  ). 

Yoici  une  rectification  graphique  approchée  de  la  circonf. 
On  a prouvé  (nos  236,  2^7  ) que  le  côté  du  carré  inscrit  est 
R[/ 2;  que  celui  du  triangle  équilatéral  est  R\f^  : la  somme 
est  R (1/2  -f-  \,/3)  ou  R X 3, 1462S.  ...,  égale , à un  demi- 
millième  près,  à la  demi-circonf.  rectifiée.  Ainsi , après  avoir 
inscrit  au  cercle  proposé  , par  les  procédés  connus , un  carré  et 
un  triangle  équilatéral  , on  ajoutera  le  côté  de  l’un, au  côté  de 
l’autre,  et  l’on  aura  , à très  peu  près,  une  droite  égale  à la  demi- 
circonférence. 

L’arc  AC  B (lig.  97)  étant  le  nieme  de  la  circonf.,  ou  l’angle  Ole 
nieme  de  qua^re  droits  , ci  son  nombre  de  degrés , on  a la  pro- 
portion i 8o°  ! 7t R : a : la  longueur  z de  l’arc  ACB  ? donc 

z = — 2^?.  — JiRet  en  faisant  log  k — 2,24187738,. 

180  n 0 

IL  DES  SURFACES. 
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24,9-  Lue  Aire  est  l’étendue  comprise  entre  les  lignes  qui 
terminent  une  figure.  Les  aires  Équivalentes  sont  celles  qui 
sont  d’égale  étendue,  sans  qu’elles  puissent  coïncider  par  la 
superposition. 
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Deux  rectangles  AEFD , ae/H(fig.c)8)sont  égaux  lorsque  leurs 
bases  sont  égales  et  que  leurs  hauteurs  le  sont  aussi,  ou  AD— ad 
et  AE  — ae  : on  voit  en  effet  qu’on  peut  faire  coïncider  l’une 
de  ces  ligures  avec  l’autre.  Mais  si  l’on  compare  le  parallélo- 
gramme AB  CD  au  rectangle  AEFD  , on  les  trouvera  simple- 
ment équivalents  , parce  que  le  triangle  AEB  — DFC. 

Les  parallélogrammes  ABCD,  abcd  , qui  ont  des  bases  égales 
et  des  hauteurs  égales  sont  équivalents , puisqu’ils  équivalent 
aux  rectangles  égaux  ADFE,  adfe. 

Soit  un  triangle  ABC  (lig.  107  ) ; menons  CD  et  BD  paral- 
lèles à AB  et  AC]  les  deux  triangles  ACB , B CD  sont  égaux  : 
ainsi,  tout  triangle  est  la  moitié  d’un  parallélogramme  de 
même  base  et  de  même  hauteur.  De  sorte  que  tous  les  triangles 
ACB  , AEB , AFB....,  qui  ont  même  base  AB  et  leurs 
sommets  sur  CF  parallèle  à AB , sont  égaux. 

s5o.  Comparons  maintenant  deux  parallélogrammes  quel- 
conques. 

i°.  Les  rectangles  de  mêmes  bases  sont  comme  les  hauteurs . 
En  effet , si  les  deux  rectangles  AB  CD  — R , abcd  = r (fig.  93) 
ont  les  bases  AB  et  ab  égales , et  que  les  hauteurs  AD  — H 
et  ad  — h soient  commensurables  , il  y aura  une  longueur  asc 
contenue  m fois  dans  H et  n fois  dans  h , et  on  aura  (n°  i56  ) 
H Tfl 

-j-  — — . En  menant  par  les  points  de  division  x , x , y , y . . . 

des  parallèles  aux  bases , les  rectangles  R et  r seront  parta- 
gés, l’un  en  m , l’autre  en  n rectangles  égaux,  et  l’on  aura 

R 77i  , R H 

r n * r h * 

Si  les  hauteurs  sont  incommensurables  , partageons  de  même 
AD  en  parties  égales  Ax  , dÿ ...  , et  portons -les  sur  ad  en 
ax , xy....  \ soit  i le  point  de  division  le  plus  voisin  de  d • en 


menant  il  parallèle  à de  , ~ à cause  de  la  commensu- 


IV 

rabilité  ; ou  ~ 4-  ^ ~ 4-  ^ ; donc  on  a encore  r= 

R Jx  H II  R 


h 

IV 


/ 
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puisque  dl  et  id  sont  aussi  petits  qu’on  veut , et  que  r,  R , h,  H 
sont  constans  ( n°  1 15). 

2°.  Les  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
bases  par  les  hauteurs.  Car  ( fig.  100  ) soient  des  rectangles 
AC  y ac  dont  les  bases  sont  AB  — B , ah  — b : portons  l’une 
de  ces  figures  sur  l’autre , en  faisant  coïncider  l’un  de  leurs 
angles  droits  , ce  qui  déterminera  les  rectangles  AK  — r et 
AH— R'  de  même  hauteur  AI,  et  ayant  même  base  AB 
que  le  rectangle  AC  — R : on  a donc 

R __  H R'  B R __  BH 

R — h‘  r — b’  r ~~  bh • 


3°.  Les  mêmes  théorèmes  ont  également  lieu  pour  les  paral- 
lélogrammes, puisqu’ils  sont  équivalens  aux  rectangles  de  même 
base  et  de  même  hauteur.  Donc  les  parallélogrammes  sont  entre 
eux  comme  les  produits  des  bases  par  les  hauteurs. 

a5i.  Mesurer  une  aire,  c’est  chercher  le  nombre  de  fois 
qu’elle  contient  une  autre  aire  donnée.  Prenons  , pour  unité  de 
surface,  le  rectangle  abcd , pour  mesurer  le  rectangle  ABCD 


(fig.  toi  ) -,  puisque 


R B H , , 

— = — ■ X -jr,  on  portera  Ja  base  ab  sur 


AB  , afin  de  savoir  combien  l’une  est  contenue  dans  l’autre  ; on 
en  dira  autant  des  hauteurs  ad,  AD  \ ensuite  on  multipliera  ces 
nombres  de  fois  ; puisque  3 X 4 ~ 1 2 ; R contient  ici  12  fois  r. 

Comme  les  bases  et  les  hauteurs  pourraient  ne  pas  se  conte- 
nir exactement,  on  dit  plus  généralement  que  la  mesure  d’une 
aire  ABCD  (fig.  100)  est  son  rapport  avec  une  autre  abcd 
prise  pour  unité  ( nos  36,  71  ) ; cette  mesure  est  le  produit  du 


B . H 

rapport  ~j~  des  bases  par  celui  -j-  des  hauteurs.  11  en  est  de 


même  de  tout  parallélogramme.  D’où  il  résulte  que  si  l repré- 

B II 

sente  le  nombre  abstrait  -g  X jg  , l’aire  du  parallélogramme 

est  l fois  celui  qui  est  l’unité  de  surface. 

Si  l’on  prend  pour  unité  d’aire  le  carré  abcd  (fig.  101  ) dont 
le  côté  est  l’unité  linéaire  , on  a.  b — h — 1 } d’où  R=z  B IL 
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B H est  le  produit  abstrait  des  nombres  d’unités  linéaires  contenus 
dans  B et  H-,  soit  encore  ce  produit  BH^=z  l , l’équ.  revient  à 
R—l  fois  le  carré  pris  pour  unité  d’aire.  Ainsi,  l'aire  d’un 
parallélogramme  est  le  produit  des  nombres  défais  que  V unité 
linéaire  est  contenue  dans  sa  base  et  dans  sa  hauteur  : ce  qu’on 
exprime  d’une  manière  abrégée,  quoiqu’incorrecte,  en  disant  que 
ï dired’unparallelogrammeestleproduitdesabasepar  sahauteur. 

La  mesure  de  l’aire  AB  CD  (fig.  85  ) du  rectangle  qui  a ses 
côtés  égaux  est  BC  X BC\  l’aire  du  carré  est  donc  la  seconde 
puissance  de  son  côté.  C’est  pour  cela  que  les  mots  carré  et  se- 
conde puissance  sont  regardés  comme  synonymes. 

252.  Tout  ce  qui  a été  dit  précédemment  du  produit  des  li- 
gnes évaluées  en  nombre , doit  se  dire  aussi  des  rectangles  qui 
ont  leurs  côtés  pour  facteurs.  Par  ex. , la  proposition  (n°  225) 
peut  s’énoncer  ainsi  : Le  carré  construit  sur  la  tangente  est  égal 
au  rectangle  qui  a pour  base  la  sécante  entière , et  pour  hau- 
teur sa  partie  extérieure  : et  ainsi  des  autres. 

Le  caractère  essentiel  des  démonstrations  géométriques  est 
de  réunir  la  rigueur  du  raisonnement  à une  clarté  comparable 
à celle  des  axiomes.  On  ne  doit  jamais  y perdre  de  vue  les  ob- 
jets comparés  : ainsi  ces  théorèmes  n’ayant  été  obtenus  que  par 
des  calculs  fondés  sur  la  théorie  des  lignes  proportionnelles,  nous 
donnerons  ici  une  démonstration  directe  des  deux  propositions 
fondamentales,  relatives  au  rapport  des  aires.  Les  autres  en  dé- 
rivent ensuite  sans  elfort,  ainsi  qu’on  peut  s’en  convaincre  en  les 
reprenant  tour  à tour. 

253.  I.  Construisons  ( fig.  102)  sur  la  ligne  AC—  AB-\-  BC 
les  carrés  AF  et  AI  : il  est  visible  que  l’aire  AI  ~ AF  FI 
+ EH  -h  CF,  ou  — AF  -f- FI  -f-  2 CF,  parce  que  les  rec- 
tangles EH  et  CF  sont  égaux.  Comme  AF  e st  le  carré  de  AB  , 
FI  celui  de  BC , on  retrouve  ainsi  la  proposition 

(a  -f-  by  — a?  - f-  + 2 ab  , 

a et  b étant  des  lignes  , et  a% , F , ab  des  aires. 

Pareillement  AF~AIf  FI — 2 El,  à cause  de  BD~BI — FI 
et  de  El  — BI  : on  retrouve  donc  aussi 

(a  — b Y—  a2 — 2 ab  -j-  F. 
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354.  II.  Soit  le  triangle  quelconque  ABC{  flg.  io3);  for- 
mons les  carrés  B F , CE,  B G \ menons  des  angles  B et  C les 
perpendiculaires  B K et  CL  sur  les  côtés  opposés*,  enfin  , tirons 
CF  et  B E.  Les  triangles  BAE , CAF  sont  égaux  : car  leur  angle 
en  A se  compose  de  l’angle  BAC , augmenté  de  l’angle  droit 
CAE  ou  BAF'j  de  plus,  les  côtés  adjacens  sont  ceux  des  car- 
rés B F,  CE.  Mais  le  triangle  BAE  est  moitié  du  rectangle  AKy 
puisqu’ils  ont  même  base  AE  et  même  hauteur  AI  ; de  même 

CAF  est  moitié  de  AL , donc  AK  — AL,  ou  plutôt 

AL  — CE  — CK.  On  aurait  de  même  BL  = B G -—GO. 

Celaposé,  i°.  si  l’angle  BCA  est  aigu,  les  triangles  rectangles 

CBI  CO  A sont  semblables  , et  l’on  a ~ 

5 CO  CA 


d’où  Rect.  CK  — GO  : ajoutons  nos  deux  équ.,  nous  trouvons 
AL-\- BL , ou  BF  — CE  -j-BG — 2 CK,  ce  qui  revient  à 
a2- — Ad  X CI  y comme  précédemment  ( n°  218). 

2°.  Si  l’angle  BCA  est  droit  ( fig.  104)  , BI  et  AO  se  con- 
fondent avec  BC  et  CA,  et  l’on  a AL—EC , BL  — BG ; 
donc  F B — EC  -f-  B G , ou  le  carré  construit  sur  l hypoténuse 
égal  à la  somme  des  carrés  construits  sur  les  côtés  de  ! angle 
droit  (*). 

Les  rectangles  AL  et  B F de  même  hauteur  sont  entre  eux 

ii,  . CE  AD 
comme  les  bases  AD  et  Ab  : ainsi  — — = on  a encore 

B F AB 


O Formons  sur  les  côtes  AC,  BC , AB,  ( fig.  io5)  des  parallélogrammes 
quelconques  CE,  B G,  B F , tels  qu’en  prolongeant  en  O les  côtés  de  EC  et 
BG  , et  menant  OC,  on  ait  OC  = Dl  ; on  aura  BF  = CE  -f-  BG. 
En  effet , les  parallélogrammes  DAfl,  CAHO  sont  égaux,  comme  ayant 
des  bases  et  des  hauteurs  égales  ; par  la  même  raison,  DAFL  — DAjl, 
CE—  CAHO',  donc  CE —DAFL ; on  aura  de  même  BG  — BL.  Doucÿ 

BF^CE  + BG. 

Si  le  triangle  BAC  est  rectangle  (fig.  io4),  et  si  B G,  CE,  B F sont  des  car., 
res,  on  verra  aisément  que  la  proposition  précédeute  est  une  autre  démonstra- 
tion du  théorème  20. 


a8o 


GÉOMÉTRIE. 


BG  _ BD  CE  _ AD 
BF  ~ BA’  et  BG  ~ BD' 

Ces  propositions  reviennent  à celles  dun°  217,  20.  et  3°, 

3°.  Enfin,  si  l’angle  BCA  est  obtus  (fig.  106),  la  même 
construction  que  pour  le  premier  cas  donne  encore  le  triangle 
BAE  = CAF , d’où  AK  ~ AL  , ou  AL  — CE  -f-  CK  : 
on  trouve  de  même  BL—BG-\-CK;  ajoutant,  il  vient 
BF~  CE  + BG  - \-2,CK , — -f-2ÙX  CI,  comme 

n°  218. 

255.  Le  côté  du  carré  équivalent  à un  parallélogramme  est 
moyen  proportionnel  entre  sa  base  et  sa  hauteur.  Car  soient 
B la  base,  H la  hauteur  d’un  parallélogramme,  et  x le 
côté  du  carré  équivalent,  on  a x*—BH.  D’après  cela,  pour 
carrer  un  parallélogramme  ou  en  avoir  la  quadrature  (nG  2Ôi  ), 
portez -en  la  base  et  la  hauteur  ( Eg.  67  ) de  B en  C et  de 
B en  D sur  une  droite  ; puis,  du  diamètre  BC>  décrivez  une 
demi-circonférence  BAC , qui  coupera  enA\n  perpendiculaire 
DA  menée  en  D sur  BC  : la  corde  B A sera  le  côté  du  carré 
cherché  (n°  223). Si  la  figure  donnée  est  le  rectangle  BL  (fig.  io4)> 
en  prenant  B A = DL , le  carré  BG  — rect.  BL. 

25  fi  Faire  du  triangle  est  la  moitié  du  produit  de  sa  base  B 
par  sa  hauteur  H , ou  — --  HB,  d’après  ce  qu’on  a dit  (n°  249  ). 

i°.  Le  carré  équivalent  à un  triangle  donné  est  x2  = ^ BD; 
on  a donc  la  quadrature  d’un  triangle,  en  cherchant  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  hauteur  et  la  moitié  de  la 
base  , c.-à-d  , en  prenant  ( fig.  ic>4)  B A égal  à la  moitié  de  la 
base,  et  BD  à la  hauteur , et  achevant  la  construction  comme 
ci-desus  • BG  est  équivalent  au  triangle  proposé. 

2°.  Les  triangles  ABF,  BIC  (fig.  1 12)  qui  ont  même  hauteur , 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  AF,  IC. 

Pour  couper  par  une  ligne  B F un  triangle  ABC  en  deux  par- 
ties qui  aient  entre  elles  un  rapport  donné,  il  suffit  de  partager 
(n°  2i3,  4°.)  la  base  AC  en  deux  segmens  AF  FC  qui  soient 
dans  ce  rapport. 
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267.  Soit  un  polygone  ABDE....  ( fig.  108);  menons  AD  et  sa 
parallèle  BC , qui  rencontre  en  C le  côté  ED  prolongé;  enfin, 
tirons  AC.  Le  triangle  ABD  peut  être  remplacé  par  ACD , qui 
lui  est  équivalent;  ainsi  l’hexagone  ABD  EFG  est  équivalent  au 
pentagone  ACEFG. 

En  appliquant  de  nouveau  cette  construction  à ce  pentagone, 
on  le  changera  en  un  quadrilatère  , puis  en  un  triangle  , et 
enfin  , si  l’on  veut,  en  un  carré.  On  sait  donc  réduire  tout 
polygone  à un  triangle  ou  à un  carré  équivalent 

258.  L’aire  d’un  polygone  s’obtient  en  le  décomposant  en 
triangles,  et  cherchant  faire  de  chacun.  Si  le  polygone  est 
régulier  comme  ABGD  (fig.  87),  l'aire  est  égale  au  périmètre , 
multiplié  par  la  moitié  du  rayon  O G du  cercle  inscrit , qu’on 
nomme  Apothème.  Car  n étant  le  nombre  des  côtés',  on  prendra 
n fois  faire  AOB  d’un  des  triangles  au  centre  , savoir, 

n X AB  X \ OG  = périmètre  X \ OG. 

25g.  L’aire  du  trapèze  AHha(fig.  5g)  est  le  produit  de  sa 
hauteur  par  la  moitié  de  la  somme  de  ses  hases  parallèles , ou 
parla  ligne  menée  à distance  égale  de  chacune . En  effet, 
menons  AC  parallèle  à ah,  puis  Ee  par  le  milieu  de  AH  et  ah  ’, 
Ee  sera  parallèle  à Hh  (n°  216 , 4°-  )•  Or,  faire  du  parallélo- 
gramme ACha  est  le  produit  de  sa  hauteur  par  Ch  ou  Be  : celle 
du  triangle  AI1C  est  le  produit  de  cette  même  hauteur  par 
l HC  ou  EB  ; ainsi  faire  AHha  est  le  produit  de  la  hauteur 
commune  par  Ee,  ou  par/zC-f-^  HC , ou  enfin  par  | {A a -f-  Hh). 

{Voyez  y pour  Vaire  du  quadrilatère , nos  5i8,  V;  et  565,  YI.) 

260.  L’aire  (fig.  87)  du  trapèze  ABba~  \ G g X(AB  -f» ah ). 
En  multipliant  AB  et  ah  par  le  nombre  des  côtés  des  poly- 
gones réguliers  AB  CD  ...r  ahcd ....,  on  obtient  leurs  périmètres 
P et  p.  Ainsi , la  différence  de  leurs  aires  est  = \ Gg  ( P-f-p), 
Comme  Gg  tend  sans  cesse  vers  zéro,  lorqu’on  fait  croître  le 
nombre  des  côtés  , et  que  \ (P  -f-p)  approche  de  plus  en  plus  de 
la  circonférence,  cette  différence  peut  être  rendue  aussi  petite 
qu’on  veut.  Ainsi , l’aire  du  cercle  est  la  limite  des  aires  des 
polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  ( n°  1 13). 
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L’aire  C d’un  cercle  de.  rayon  R est  le  produit  de  la  moitié  du 
rayon  par  la  circonférence , ou  du  carré  du  rayon  par  le  rap- 
port 7c  de  la  circonférence  au  diamètre . En  effet,  soient a l’excès 
de  f aire  du  polygone  circonscrit  sur  celle  du  cercle , p la  cir- 
conf. , et  fi  l’excès  du  périmètre  du  polygone  sur  la  circonf.  ; l’aire 
de  ce  polygone  , ou  C -f-  u , est  donc  ( n°  258  ) = \ R (p  -f-  fi). 
Comme  les  variables  u et  fi  décroissent  indéfiniment  (*) , on 
comparera  les  termes  constans  ( n°  1 15  ) , et  l’on  aura,  à cause 
de  p = 2.7rR  (n°  248  ) , 

cercle  C pR  — circonf.  X i R — nRz, 

Lorsque  l’aire  C du  cercle  est  donnée,  le  rayon 

R = t /—  = k.  \ZC,  0,564*9  1 log.  k s=z  i ,7514^506. 


Un  rectangle  qui  a pour  base  la  demi-circonférence  rec- 
tifiée , et  pour  hauteur  le  rayon,  est  égal  au  cercle  ; on  a ainsi 
la  solution  approchée  du  fameux  problème  de  la  quadrature 
du  cercle.  Pour  le  résoudre  rigoureusement , ce  qui  est  à peu 
près  inutile , il  faudrait  trouver  la  valeur  exacte  de  tt. 


m 


281.  L'aire  du  Secteur  AOBI  ( fig.  109  ) est  le  produit  de  la 
oilié  du  rayon  AO  par  l'arc  AIB.  En  effet , on  a ( n°  168  ) 


AOBI  _ AIR 
AÔDÎ  ~~  ! AID 


AOBI  = 


cercle 

circonf. 


X AI  B,  ou  =iRX  AI  B. 


La  longueur  de  l’arc  AIB  est  connue  (page  275)  : ainsi 


(*)  Observons  qu’on  aurait  été  conduit  au  même  résultat,  si,  raisonnant 
d’une  manière  analogue , mais  inexacte  , on  eut  négligé  les  termes  a et  fi , qui 
doivent  disparaître  ensuite  : c’est  ce  qui  arrive  dans  la  méthode  des  infiniment 
petits,  où  Ton  considère  la  circonférence  comme  un  polygone  régulier  d’une 
infinité  de  cotés  } car  alors  C est  l’aire  de  ce  polygone  , et  p le  périmètre,  et 

i’on  trouve  C — - p R.  Ce  procédé  pourrait  donc  être  regardé  comme  parfai- 

tentent  rigoureux,  si  l’on  s’assurait  a priori  que  les  termes  ainsi  négligés  sont 
infiniment  petits.  Consultez,  h ce  sujet , les  Réflexions  sur  la  Métaphy- 
sique du  Calcul  infinitésimal  j pat  Carnot. 
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, l’arc  AI  B étant  le  nieme  de  la  circonf.. 


AOBI  — — = 
n 

et  a son  nombre  de  degrés. 

L’aire  du  segment  ALBI  est  égal  à celle  du  secteur,  moins 
le  triangle  AOBL  (n°  365,  VIT). 

Aux  arcs  semblables  et  concentriques  ABD>  abd({] ig.  142), 
circonscrivons  des  portions  de  polygones  réguliers  ; le  système 
de  ces  trapèzes  formera  une  aire  dont  la  limite  sera  ADBabd.  Il 
est  aisé  d’en  conclure  que  l’aire  ABDabd  comprise  entre  deux 
arcs  concentriques  est  égaie  au  produit  de  la  distance  Aa  entre 
ces  arcs , multipliée  par  la  moitié  de  leur  somme  , ou  par  l’arc 
db'd ' décrit  à distance  égale  de  l’un  et  de  l’autre  ( n°  25g). 

On  peut  toujours  évaluer,  par  approximation  , une  aire  cur- 
viligne, en  la  considérant  comme  un  polygone  dont  les  côtés  sont 
fort  petits,  et  la  décomposant  en  triangles  ou  en  trapèzes. Par  ex., 
traçons  dans  Faire  ciADd  (fig.  i38)  une  perpend.  quelconque 
a'd\  sur  Aa  et  menons  les  parallèles  équidistantes  bB , cC..., 
que  nous  désignerons  par  p ' p" ...,  pPO  : Faire  sera  ainsi  coupée 
en  trapèzes,  dont  les  aires  (n°  25g)  sont{{p,-\-p")k)  g(p"-f-p'")/î..., 
h étant  la  distance  de  deux  parallèles.  La  somme  est  aADd 
~k  (L  p'  -f  p"  -f-  p" h \ p (“))  ; ainsi  Paire  curviligne  est  le 
produit  de  la  distance  k entre  les  parallèles , par  leur  somme 
diminuée  de  la  moitié  des  deux  extrêmes. 


Comparaison  des  Surfaces . 

262.  Comparons  les  aires  «des  polygones  semblables. 

I.  Les  aires  de  deux  triangles  semblables  ABC,  abc  (fig.  1 10) 
sont  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues.  Car  la  simi- 


litude  donne  — ~ — AC 
a b ac 


- : mais  les  perpendiculaires  BD  et  bd 

AB  B D 


forment  les  triangles  semblables  ABD}  abd , doù 


ab 


bd 


donc  ~âc  = ~bd  (ce  es*  conf°rrne  au  théorème  2^3), 
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BD 


Multipliant  les  deux  membres  par  , on  trouve  que 


AC  X BD  BD 2 


ac  X bd 


bd 2 


ab% 


• • • « « 


II.  Les  aires  Je  Jeux  polygones  semblables  ABCD,  abcd  , 
son/:  comme  les  carrés  de  leurs  lignes  homologues  (lig.  q3).  Car 

T A Z>2 

, la  similitude  des  triangles  ABC,  abc  (n°  241)  donne  — — — ~ : 


on  a de  même 


TL 

t! 


AC 2 AB*  , . 

= — r—  j etc.  j réunissant  ces  rap- 

ac*  ab* 


T 


ports  égaux , il  vient  — 

t 


d’où  (n°  73,  3°.) 


rjpf  rj~  t // 

T ~ ~t~  ' 

T+T'+T"...  AB* 


t — |—  É — |—  t ' • . . 


abc‘ 


AB a 
aù2  ’ 

ABCD. . 

abcd.  . . 


263.  Concluons  de  là  que,  i°.  si  l’on  construit  trois  polygones 
il/,  iVet  P (lig.  111)  semblables,  dont  les  côtés  homologues  soient 


ceux  d’un  triangle  rectangle  ABC,  on  aura 


il/ 

AB* 


JV____P 
BC*~  AC*9 


d’où 


iV-f-P 
BC*  A-  AC* 


or , AB 2 = PC2  + ; donc 


M ~N  - {-  P.  Cette  proposition  étend  celle  du  carré  de  l’hypo- 
ténuse ( n°  254 , 20.)  à tous  les  polygones  semblables;  de 
sorte  qu’on  peut  aisément  construire  une  ligure  égale  à la  diffé- 
rence des  deux  autres , ou  à leur  somme , ou  à la  somme  de 
tant  d’autres  qu’on  voudra,  pourvu  qu’elles  soient  toutes  sem- 
blables. 

20.  Les  aires  des  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de 
côtés  sont  comme  les  carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  et 
circonscrits. 


3°.  Les  cercles  C , c sont  comme  les  carrés  de  leurs  rayons 
K , r , ou  de  leurs  diamètres  : car  soient  et  /3  les  excès  des 
aires  des  polygones  circonscrits  sur  celles  des  cercles  C , c ; 
C -f-  a , c - f-  /3  seront  les  aires  des  polygones  ; 
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d’ 


ou 


C -h  * 
c +/3 


R2  • f o ’Z\C  R 2 

— ; puis  ( n°  1 1 0 ) - = — . 


Cela  résulterait  aussi  de  ce  que  C — nR* , c = crr2. 

4°.  Le  cercle  qui  a pour  diamètre  l’hypoténuse  d’un  triangle 
rectangle , est  donc  égal  à la  somme  de  ceux  qui  ont  pour  dia- 
mètres les  côtés  de  l’angle  droit;  de  sorte  qu’il  est  facile  de  for- 
mer un  cercle  égal  à la  somme  ou  à la  différence  de  tant  de 
cercles  qu’on  voudra. 

264.  Deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  110),  qui  ont  un  angle 
égal  A — a , sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui 
comprennent  cet  angle.  En  effet,  les  perpendiculaires  BD,  bd  sur 

leurs  bases  donnent  ( n°  256  ) -y—-  = v? 

abc  bd  X uc 


or  les 


BD 


JB 

~db; 


triangles  semblables  ABD,  abd  donnent 

, ABC  AB  x AC 

donc  — 7 — = — 7— — . 

abc  ab  X 9-c 

On  peut,  à l’aide  de  ce  théorème,  résoudre  les  questions 
suivantes  : 

I.  Diviser  un  triangle  ABC  (fig.  1 12)  en  trois  parties  égales , 
par  des  droites  FD  FE,  qui  se  joignent  en  un  point  donné  F sur 
la  base  AC.  Divisons  la  base  en  trois  également  aux  points 
H et/;  comme  le  triangle  CB  I est  le  tiers  de  CB  A (n°  256,  20.) , 

E • ■ ^nr  rPT  r\  CDF  CD  X CF 

I aire  inconnue  CDF  = CBI.  Or,  on  a 


CBI 


CBx  Ci 


donc  CD  X CF 


„ _ CD  CI 

CB  X C l,  ou  =5  -grjgn  ce  qui  prouve 


/J, 

( n°  212  ) que  DI  est  parallèle  à BF , et  que,  par  conséquent, 
il  faut  mener  BF,  puis  ses  parallèles  HE,  DI,  et  enfin  DF,  FE. 

II.  La  même  construction  sert  à diviser  Faire  ABC  (fig.  1 10J 
en  4,  5...  parties  égales  par  des  lignes  FE , FEj  FD',  FD  \ 
il  faut  couper  la  base  AB  en  autant  de  parties  égales.  On  sait: 
donc  diviser  l’héritage  ABC , en  parts  égales,  par  des  sentiers 
qui  aboutissent  à un  puits  commun. 


t 


DM 
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III.  Décrire  un  triangle  EIK  qui  soit  équivalent  à ABC 
(Fig.  1 14)  , dont  la  base  soit  El  et  le  sommet  situé  en  un  point  K 
de  la  ligne  donnée  NK  ? Supposons  d’abord  que  les  deux 
triangles  ABC  , AD  F soient  équivalens  ; comme  " 


on  a 


ABC  ___  AB  X AC 
ADF  ~ AD  X AF* 


AB  X AC  = AD  x AF , 


AB  AF 


ou 


AD  AC  ' 


ainsi,  BF  est  parallèle  à DC  (n°  212).  Donc  si  l’on  veut 
construire  un  triangle  EGIi  — ABC,  dont  le  sommet  E soit 
donné , la  base  GH  étant  dans  la  direction  AH  de  celle  du 
triangle  donné,  on  mènera  ED  parallèle  à AC , puis  DC  et  sa 
parallèle  B F , et  on  aura  ADF~  ABC  : prenant  ensuite  dans 
la  direction  AC , GH AF , le  triangle  GHE  sera  = ABC , 
et  remplira  la  condition  demandée.  Observez  que  la  même 
construction  s’appliquerait  encore  au  cas  où  , au  lieu  de  donner 
le  sommet  E , on  donnerait  la  base  GH\  on  pourrait  même 
donner  aussi  l’angle  II  : autant  de  problèmes  dilférens  qui  sont 
résolus  par  le  même  procédé. 

En  prenant  EG  pour  base  , on  pourra  de  même  transformer 
le  triangle  EGII  en  un  autre  EIL  équivalent,  qui  aurait  son 
sommet  en  /;  on  aurait  changé  le  triangle  ABC  en  EIL  , le 
côté  El  et  l’angle  IEL  étant  donnés.  Enlin  LK  , parallèle  à 
El } coupe  la  droite  donnée  NK  au  point  K , et  le  triangle 
EIK  — EIL  — ABC  résout  le  problème  proposé.  On  pourrait 
déterminer  le  point  A’,  en  se  donnant  la  longueur  IK , ou 
l’angle  EK1  ( n°  208,  Y),  ou  toute  autre  condition. 


Des  Plans  et  des  Angles  dièdres . 


a65.  De  la  définition  du  Plan  ( n°  164  ) , il  suit  que  , 
i°.  le  plan  est  une  surface  infinie  en  longueur  et  largeur. 

20.  Trois  points  y ou  deux  droites  qui  se  croisent , sont  tou- 
jours dans  un  même  plan  y dont  elles  déterminent  la  position . 
En  effet,  on  peut  visiblement  concevoir  une  infinité  de  plans 


PLANS.  287 

qui  passent  par  l’une  des  droites  données , ou  par  la  ligne  qui 
joint  deux  des  points  donnés  , puisqu’on  peut  faire  tourner  l’un 
de  ces  plans  autour  de  cette  ligne  comme  sur  une  charnière. 
Mais  ce  plan  s’arrêtera  dans  son  mouvement , si  l’on  fixe  hors 
de  la  ligne  un  point  par  lequel  il  doit  passer. 

3°.  Un  triangle  est  toujours  dans  un  plan. 

4°.  Deux  parallèles  déterminent  un  plan. 

5°.  Deux  plans  ne  peuvent,  sans  se  confondre,  avoir  trois 
points  communs  non  en  ligne  droite  : ainsi  /’ intersection  de  deux 
plans  est  une  droite. 

266.  Faisons  tourner  l’angle  droit  P AB  (fig.  1 1 5 ) autour  de 
AB  , jusqu’à  ce  que  AP  fasse,  avec  une  troisième  ligne  AC , 
un  angle  droit  PAC ; on  dit  alors  que  AP  est  perpendiculaire 
au  plan  des  deux  droites  AB , AC. 

Si  une  droite  AP  est  perpendiculaire  ci  deux  autres  AB,  AC, 
cjui  se  croisent  en  A , elle  V est  aussi  à toute  ligne  AI  tracée 
par  ce  point  dans  le  plan  BAC  des  deux  premières . En  effet , 
évaluons  l’angle  P AI  : pour  cela , joignons  les  trois  points 
P,  C , B quelconques,  mais  tels  néanmoins  que  AB  —AC.  Les 
lignes  PB,  PC  seront  égales,  à cause  du  triangle  P AC—  P AB . 
Au  milieu  O de  la  base  BCdes triangles  isoscèles  PBC , ABC , 
menons  PO,  AOi  qui  seront  perpendiculaires  sur  cette  base 
(n°2oi,  3°.);  les  triangles  rectangles  P CO,  ACO , PAC 
donnent 


PO2— PC2 — CO2,  AC2  — C02+A02)  PC2— AP2  AC2  ; 

en  ajoutant,  il  vient  PO2  — AP2  -f-  A02\  ce  qui  prouve  que  le 
triangle  AP  O est  rectangle  (p.  254)* 

Les  triangles  rectangles  PO/,  AOI , AP  O donnent 

PP  — PO2 -f  OP,  AO2— AI2 — OP,  P O 2 — A P 2 -f-  A O : ; 

ajoutant,  on  trouve  PP  = AP  -f-  AP2  ; ainsi  l’angle  P AI  est 
droit;  PA  est  perpendiculaire  à toute  droite  AI , tracée  dans 
le  plan  MN. 

On  conclut  de  là  que,  i°.  les  obliques  PC,  PB  ( fig.  1 15  ) , 
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qui  s' écartent  également  cle  la  perpendiculaire  AP , sont  égales, 
et  réciproquement.  Cela,  suit  du  triangle  PAC  — P AD. 

Les  pieds  B , E,  D , C des  obliques  égales  PB,  PE...  (lig.  1 1 6) 
étant  sur  une  circonférence  dont  le  centre  est  en  A , on  voit 
que,  pour  abaisser  d'un  point  P hors  d'un  plan  MN  une  per- 
pendiculaire à ce  plan , on  marquera  trois  points  E,  B,  C sur  ce 
plan , à égales  distances  de  P \ le  centre  A du  cercle  passant 
par  ces  trois  points  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

2°.  Si  Von  fait  tourner  un  angle  droit  PAB  ( lig.  1 1 G ) autour 
de  son  côté  AP , Vautre  côte  AB  décrira  un  plan  perpendicu- 
laire à AP  : car  menant  en  A le  plan  MN  perpendiculaire  à AP, 
s’il  ne  contenait  pas  la  droite  AB  dans  toutes  ses  positions  ; que 
l’une  fût,  par  ex.,  AD  hors  de  MN,  le  plan  DAP  coupant  MN 
selon  CA  perpendiculaire  à AP , on  aurait , dans  ce  pla nDAP , 
deux  perpendiculaires  CA,  DA  à AP. 

3°.  Par  un  point  C ou  A ( lig.  1 16)  , on  peut  toujours  me- 
ner un  plan  MN  perpendiculaire  à une  droite  AP,  et  l’on 
n’en  peut  mener  quun  seul . Car  , soit  menée  CA  perpendicu- 
laire sur  AP  • en  faisant  tourner  l’angle  droit  PAC  autour  de 
AP , CA  décrira  le  plan  MN  dont  il  s’agit. 

4°.  D'un  point  A ou  P ( lig.  1 16),  on  ne  peut  mener  qu'une 
seule  perpendiculaire  AP  à un  planMN  ; elle  est  la  plus  courte 
distance  du  point  P au  plan  : plus  une  oblique  s'écarte  de  AP  , 
plus  elle  est  longue.  Comme  les  obliques  égales  s’écartent  éga- 
lement de  la  perpendiculaire  , on  peut  en  effet  ramener  ces  di- 
verses lignes  à être  dans  le  même  plan.  Si  l’on  admet,  par  ex.  , 
que  AI  V>  AC,  on  prendra  AE  — AC  dans  le  plan  P AI , et 
puisque  PI  PE  — PC , on  en  tire  PIV>  PC. 

5°.  Deux  plans  MN,  mn  (lig.  1 17)  perpendiculaires  dune 
même  droite  AP  ne  peuvent  se  rencontrer  ; car  s’ils  n’étaient  pas 
parallèles,  en  joignant  un  point  quelconque  O de  leur  ligne 
d’intersection  avec  les  pieds  A et  P,  les  lignes  AO,  PO  seraient 
deux  perpendiculaires  abaissées  d’un  point  O sur  la  même  ligne 
AP  , ce  qui  est  absurde  (n°  iy5). 

6°,  Pour  mener  d'un  point  P ( lig.  11 5)  une  ligne  PO,  per - 
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pendiculaire  à une  droite  BC , située  dans  un  plan  quelcon- 
que MN,  qn  mènera  PA  perpendiculaire  sur  ce  plan  MN ; puis 
du  pied  A de  celle-ci,  on  abaissera  AO  perpendiculaire  sur 
BC  \ enfin,  joignant  les  points  O et  P , PO  sera  la  perpendi- 
culaire demandée.  Il  suffit,  pour  s’en  convaincre,  de  prendre  sur 
j BC,  O B = O C , de  mener  AB  et  AC , puis  de  répéter  la  dé- 
monstration ci-dessus. 

Remarquez  que  le  plan  PAO  est  perpendiculaire  sur  BC 
ce  qui  donne  aussi  le  moyen  de  mener,  par  un  point  donné  P 
un  plan  perpendiculaire  à une  droite  B C. 

267.  Lorsque  deux  droites  PA  , QO  (fig.  1 18)  sont  parallèles , 
le  plan  MN  perpendiculaire  à l'une  PA , lest  aussi  à l'autre 
QO  ; car,  menant  dans  le  plan  MN  la  droite  AO  et  sa  perpem 
diculaire  BO,  ici,  comme  fig.  n5,  B O est  perpendiculaire 
au  plan  PA  O,  et  par  conséquent  à QO , qui  est  dans  ce  plan 
PAO  (n° 26S).  Mais  en  outre,  à cause  des  parallèles  PA,  QO 
l'angle  PAO  étant  droit,  QOA  l’est  aussi;  en  sorte  que  QO 
est  perpendiculaire  sur  AO  et  BO,  c.-à-d.,  sur  le  plan  AOB 
ou  MN. 

Réciproquement  deux  droites  AP,  QO,  perpendi  culaires  au 
même  plan  MN  , sont  parallèles  entre  elles;  car,  sans  cela, 
011  pourrait  mener  en  A une  parallèle  à QO , autre  que  AP  : ; 
cette  parallèle  serait  , aussi  bien  que  AP,  perpendiculaire  au 
plan  MN , ce  qui  serait  absurde  ( n°  2S6,  4°  )• 

Donc,  deux  lignes  Aa  et  Bb  (fig.  119)  , parallèles  à une 
troisième  Ce , sont  parallèles  entre  elles ; car,  en  menant  un 
plan  perpendiculaire  à Ce,  il  le  serait  aussi  à ses  parallèles  Aa 
et  Bb , en  vertu  de  notre  proposition  : il  suit  de  sa  réciproque, 
qu eAa  est  parallèle  à Bb. 

268.  Les  intersections  Kl,  ki  (fig.  117)  de  deux  plans  paral- 
lèles MN,  mn  par  un  même  plan  kKI  sont  parallèles  ; car  d’uno 
part  elles  sont  dans  un  même  plan  , et  de  l’autre  elles  ne  peuvent 
se  rencontrer. 

Donc,  i°.  la  ligne  AP,  perpendiculaire  au  plan  MN,  l'est 
aussi  à tout  autre  plan  parallèle  mn;  car,  en  menant  par  AP 
ï.  19 
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un  plan  quelconque  BCcb  , les  intersections  BC,  bc  étant  paral- 
lèles j l’angle  bPA  est  droit.  Ainsi  AP  est  perpend.  à toute 
ligne  bc  tracée  par  le  point  P dans  le  plan  mn . 

2°.  Les  parallèles  li,  Kk  , interceptées  entre  deux  plans  pa- 
rallèles MN,  mn  , sont  égales  ; car  le  plan  IKki  de  ces  lignes 
donne  les  parallèles  IK , ik  \ ainsi  la  ligure  Ik  est  un  parallélo- 
gramme , d’où  Ii  = Kk. 

Donc  deux  plans  parallèles  sont  partout  à égale  distance  l'un 
de  l’autre. 

269.  Si  la  droite  Ce  ( lig.  119)  est  parallèle  à la  ligne  Aa  , 
elle  l'est  aussi  à tout  plan  AbB  qui  passe  par  Aa  : puisque  Ce 
est  entièrement  comprise  dans  le  plan  Ac  des  deux  paral- 
lèles, si  elle  pouvait  rencontrer  le  plan  Ab  , ce  ne  serait  que 
dans  l’un  des  points  Aa , qui  ne  serait  pas  parallèle  à Ce, 

Etant  données  deux  droites  ab,  Ce  non  parallèles  , et  qui  ne 
se  coupent  pas  , on  peut  toujours  faire  passer  par  Tune  un  plan 
parallèle  à l’autre  , et  l’on  n’en  peut  mener  qu’un  seul  ; car,  par 
un  point  quelconque  cou  b , menons  aA  ou  b B parallèle  à eC, 
le  plan  Ab  sera  celui  qu’on  demande. 

270.  L’inclinaison  de  deux  plans  Ab,  Ac  (fig.  119),  qui  se 
coupent,  ou  la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  ils  sont 
écartés  l’un  de  l’autre  , est  ce  qu’on  appelle  un  angle  Dièdre  : 
nous  le  désignerons  par  baAc , en  mettant  les  lettres  a A , qui 
marquent  l’intersection , entre  celles  b,c  , qui  se  rapportent  aux 
deux  faces  . 

Les  angles  rectilignes  bac  , BAC,  qui  résultent  de  l' in- 
tersection d'un  angle  dièdre  par  deux  plans  parallèles  quel- 
conques sont  égaux.  En  elfet,  ab  et  AB  sont  parallèles  (n°  268), 
ainsi  que  ac  et  AC  ; prenons,  sur  ces  droites,  des  parties  égales 
ab  — AB  , ac  = AC\  menons  Ce,  Bb,  cb  et  CB.  La  figure  Ab 
donne  (n°  200)  Bb  égale  et  parallèle  à Aa  : de  même  la  fig.  Ac 
donne  Ce  égale  et  parallèle  ix  Aa.  Ainsi,  Bb  est  égale  et  pa- 
rallèle à Ce,  et  la  lig,  Cb  est  un  parallélogramme.  On  en  con- 
clut CB  = cb  , et  par  conséquent  le  triangle  bac  ~ BAC , et 
enfin,  l’angle  bac  = BAC . 
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Concluons  de  là  que , i°.  si  deux  angles  bac,  BAC  dans  F es- 
pace ont  les  côtes  parallèles  et  l'ouverture  tournée  dans  l& 
même  sens,  ces  angles  sont  égaux.  Si  1 ouverture  est  tournée  eu 
sens^ contraire  , ces  angles  sont  supplémens  comme  n°  1 83,  5°. 

2°.  Les  plans  de  ces  angles  sont  parallèles.  Et  effet,  ayant 
abaisse  au  sommet  a une  perpend.  sur  le  plan  bac,  et  mene 
par  le  point/,  où  elle  rencontre  le  plan  RAC , et  dans  ce  plan 
les  parallèles  IK  IL  à AH  et  AC,  elles  seront  parallèles  à ab 

ac  (n  a 7 ).  Or  les  angles /né,  lac  sont  droits  et  égaux  à 
al  K alL.  Ainsi  al  est  perpend.  au  plan  KJL{  n°  266)'  Donc 

(n«  266,  s'T  baC’  BA°  S0Ii‘  PerpeDd  à Une  méme  droite. 

3°.  Les  triangles  bac,  BAC  qui  joignent  les  extrémités  de 
tro,s  droites  égalés  et  parallèles  dans  l'espace,  sont  égaux-  les 
plans  de  ces  triangles  sont  parallèles. 

ê7U  Soientdeux  angles  dièdres  B APC,  bapc  (fig.  ,20)  cou- 
pes par  des  plans  BAC,  bac  perpend.  à leurs  arêtes  AP,  ap  • les 
angles  diedres  sont  dans  le  même  rapport  que  les  angles  r’ecti- 

’ a<j'  ,ej u!tanl  de  cette  section,  et  dont  les  côtés 

Eil  efet  qUeI<îue  point  A de  l'arête  AP  que  la  section 

perpend.  soit  faite  , l'angle  B AC  se  ra  le  même  (nL0  ) 

2».  Si  les  angles  BAC,  bac  sont  égaux,  les  angles'  dièdres  le 
son  aussi,  puisque  ceux- ci  coïncident  en  appliquant  l'un  sur 
1 autre  les  angles  BAC , bac. 

3°.  Si  BAC  et  bac  ont  une  commune  mesure  CAx  en  la 
portant  sur  CAB  et  cab  autant  de  fois  quelle  peut  y été  con! 
tenue , et  menant  des  plans  par  les  arêtes  AP  ap  J]tn  Ces 

Af-  ’ t ^ anSl"  dièdre  «*-*.  l’angle 
et  co*.  DW  d“uee  rq1  ^ A ^ C°AB 

le  rapport  de  CAB  à cal  “8  ^ eD're  eUX  dans 

4°-  S 1 les  angles  CAB,  cab  sont  incommensurables,  on  prou- 

Tore  Heu”1'111  (C°mme  n" l68'  2°‘  3 qUe  Cette  ProPort'on  a en- 
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Concluons  donc  (n0*  36,  71  ) qu 'un  angle  dièdre  a pour  me- 
sure /’ angle  rectiligne  qui  résulte  de  l'intersection  de  cet  angle 
dièdre , par  un  plan  perpendiculaire  à son  arête  : puisqu’après 
avoir  pris  cab  pour  unité  d’angle,  on  peut  prendre  l’angle 
dièdre  cpab  qui  lui  correspond  pour  unité  des  angles  dièdres, 
comme  n°  i6q  ; de  sorte  qu’en  dernière  analyse,  les  arcs  de 
cercle  servent  aussi  de  mesure  aux  angles  dièdres. 

Dans  la,  rencontre  des  plans  entre  eux  , on  trouve  les  mêmes 
théorèmes  que  pour  celle  des  lignes.  Ainsi,  les  angles  adjacens 
de  deux  plans  qui  se  coupent  valent  deux  droits  , et  leurs  an- 
gles opposés  au  sommet  sont  égaux.  Deux  plans  parallèles, 
coupés  par  un  plan  sécant,  forment  les  angles  correspondans , 
alternes -internes  , alternes  - externes , égaux;  et  réciproque- 
ment, etc.  . . . 

272.  Les  plans  sont  dits  perpend.,  lorsque  leur  angle  dièdre 
est  mesuré  par  un  angle  droit. 

La  droite  ÂB  (fig.  121)  étant  perpend.  au  plan  MN,  tout  plan 
PQ  qui  passe  par  cette  ligne , est  perpend.  à MN  ; car  , en 
menant  dans  le  plan  MN  la  droite  AC  perpendiculaire  sur  7ÉP, 
l’angle  BAC  est  droit  ( n°  271  ).  Donc  i°.  pour  élever  en  A la 
perpend.  AB  au  plan  MN,  appliquez  sur  ce  plan  le  côté  PR 
d’un  angle  droit  P AB)  faites  tourner  cet  angle  autour  de  PR 
jusqu’à  ce  que  le  plan  PQ  devienne  perpend.  à MN. 

20.  Par  une  droite , telle  que  PQ  ou  AB  (fig.  122),  on  ne 
peut  mener  qu’un  seul  plan  perpend.  à MN;  ce  plan  ABQP 
est  déterminé  par  une  perpend.  AP  à MN. 

3°.  La  Projection  A d’un  point  P sur  un  plan  MN , est  le 
pied  de  la  perpend.  AP , abaissée  du  point  P sur  ce  plan. 

La  projection  AB  d’une  ligne  PQ , est  la  suite  despi  eds 
de  foutes  les  perpendiculaires  abaissées  de  divers  points  de  la 
ligne  sur  le  plan.  Si  cette  ligne  est  droite  , le  système  de  toutes 
ces  perpend.  formera  un  plan  PABQy  perpend.  à MN  : l’in- 
tersection AB  de  ces  deux  plans  est  la  projection  de  la  ligne 
PQ  ; projection  qui  est  une  droite  déterminée  par  celles  A et  B 
de  deux  points  P et  Q , 
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L’angle  qu’une  ligne  droite  fait  avec  sa  projection  sur  un 
plan  , est  ce  qu’on  appelle  l’inclinaison  de  la  droite  sur  le  plan. 
Les  lignes  AB , AO..  . . ( flg.  1 1 5 ) sont  les  projections  sur 
le  plan  MN  des  droites  j PB,  PO...  ; et  les  angles  qu’elles  for- 
ment avec  ce  plan  sont  P B A,  PO  A.... 

273.  Si  les  plans  PQ  et  MN  ( lig.  121  ) sont  perpend.  entre 
eux , et  quon  mène  dans  l'un  PQ  , la  perpend.  AB  sur  leur  in- 
tersection PR,  elle  le  sera  à l'autre  plan  MN.  Car,  si  l’on  mène 
dans  ce  plan  MN,  AC  perpendiculaire  sur  PR  , l’angle  BAC 
sera  droit,  puisqu’il  mesure  celui  des  plans  : ainsi  AB  sera  per- 
pendiculaire sur  PR  et  sur  AC  ( n°  266  ) . 

Réciproquement,  si  les  plans  P Q et  MN  sont  perpend.,  et 
que , par  un  point  A de  leur  intersection  PR  , on  élève  la  per- 
pendiculaire AB  au  plan  MN,  elle  sera  dans  le  plan  PQ  ; car, 
si  elle  n’y  était  pas  , en  menant,  dans  ce  plan  PQ , une  perpend. 
à PR  en  A , elle  serait  une  2e  perpend.,  en  ce  point,  au  plan 
MN. 

Donc,  si  deux  plans  PQ,  RS  (lig.  123)  sont  perpend.  à 
un  3e  MN , leur  intersection  AB  est  perpend.  à MN  : car  si 
par  le  point  A on  veut  élever  une  perpend.  à ce  plan  MN , elle 
doit  être  située  à la  fois  dans  les  deux  plans  PQ  RS. 

274.  La  plus  courte  distance  Oo  (lig.  119  ) de  deux  droites 
aob,  AC  , qui  ne  se  coupent  pas,  est  la  ligne  perpend.  sur  l'une 
et  l’autre.  Car,  faisons  passer  par  ab  un  plan  bac  parallèle  à AC, 
et  par  AC  un  plan  BAC  parallèle  à ab  ( n°  269).  La  plus 
courte  distance  cherchée  sera  visiblement  celle  des  plans  paral- 
lèles bac  BAC  (n°  268,  20.).  Par  ab , on  mènera  un  plan  balK 
perpend.  au  plan  BAC\  l’intersection  IK  coupera  AC  en  un 
point  O ; enfin  élevant  Oo  perpend.  sur  le  plan  BAC , Oo  sera 
la  ligne  cherchée. 

275.  Deux  droites  AB,  CD  (lig.  124)  sont  coupe'es  en  par- 
ties proportionnelles  par  trois  plans  parallèles  RS,  PQ,  MN.  En 
effet  menons  AD,  et  joignons  les  points  BD,  EFG,  AC\  EF  sera 
parallèle  à BD  ( n°  268)  , ainsi  que  AC  à FG.  On  auradonc> 

AE  AF  AF  CG  . JE  CG 


< 
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Des  Angles  polyèdres. 


276.  Lorsque  divers  plans  ( fig.  125)  ont,  pour  intersec- 
tions successives,  deux  à deux,  des  droites  SA , SB , SC...y  qui 
se  réunissent  en  un  meme  point  S , l’espace  indéfini  renfermé 
entre  ces  plans,  est  ce  qu’on  nomme  Angle  polyèdre  ou  Angle 
solide.  Chacun  des  angles  ASB , ESC...  qui  le  composent  sont 
des  Angles  plans. 

Et  si  cet  espace  est  limité  par  un  plan  ABCDE , le  corps 
SAB  CD E s’appelle  une  Pyramide. 

Si  le  polygone  ABCDE  , qui  sert  de  base  à une  pyramide, 
est  régulier  , et  de  plus  , si  la  perpendiculaire  SH , abaissée  du 
sommet  S passe  par  le  centre  H du  polygone,  la  pyramide 
est  dite  régulière. 

Du  reste  , on  distingue  les  pyramides  , ainsi  que  les  angles 
polyèdres  , par  le  nombre  de  faces  qui  composent  l’angle  S : un 
angle  Trièdre  a trois  faces  ; un  angle  Hexaèdre  en  a six,  etc. 

277.  Tant  de  lignes  SA,  SB.  . . . qu’on  voudra  ( fig.  19.5) 
partant  d'un  point  S,  sont  coupées  en  parties  proportionnelles 
par  deux  plans  parallèles  AC  , ac;  ou  les  aretes  d'une  pyra- 
mide SAC  sont  coupées  proportionnellement  par  un  plan  ac 
parallèle  à sa  base.  Car  les  parallèles  AB , ab3  BC , bc. ..  donnent 


SA  _ $B  _ AB  SB  ___  SC  ___  BC 

Sa  Sb  ab  3 Sb  Sc  bc  3 G^C* 5 

et  comme  ces  proportions  s’enchaînent  par  un  rapport  com- 

SA  SB  SC 

mun,  on  trouve = -7-7-  — 77-  = 

ci  u tS  c 


La  réciproque  se  démontre  aisément. 

278.  Le  polygone  abc...,  qui  résulte  de  la  section  d'une  pyra- 
mide par  un  plan  ac  parallèle  à sa  base  AC,  est  semblable  à 


, „ . AB  BC  CD 

cette  base.  ( ar  on  a aussi  — — = -7 — = — 7 . . 

ab  bc  ccl 

d’ailleurs  les  côtés  des  polygones  ABC. . .,  abc . . . 


. ; et  comme 
étant  parai- 
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lèles , les  angles  A et  a,  B et  b...  sont  égaux  (n°  270),  on  en  con- 
clut que  ces  polygones  sont  semblables.  Cespolygones  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  des  distances  au  sommet  ; car,  en  menant 
la  perpend.  SH  sur  ABC . . . , elle  coupera  abc . . . en  h , et  l’on 


aura 


AB* 

ab* 


ABCD . . . 
abcd. . . 


(n°  262)  ; mais 


AB_  SB  SH  . 

ab  Sb  S h 3 


donc. . . 

273.  Dans  tout  angle  trièdre  S (fig.  126),  l'un  quelconque 
des  angles  plans  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  : 
il  n’y  a lieu  à démontrer  la  proposition  qu’à  l’égard  du  plus 
grand  angle  plan  ASE.  Prenons  donc  , dans  cette  face,  l’angle 
OSE  — FSE  ; puis  menant  la  droite  quelconque  AB  , prenons 
sur  l’arête  SF  une  partie  SC—SD.  Les  triangles  D SB , CSB 
sont  égaux , et  donnent  BD  -==.BC\  et  comme  B A <i  BC~\~CA , 
on  en  tire  AD<^AC.  Ainsi  les  triangles  ASC , ASD  ont  l’angle 
ASD  ASC  (n°  iq8),  et  par  conséquent  l’angle 

BSA  < DSC  4-  CSA. 

280.  Un  angle  polyèdre  S ( fig.  128)  a la  somme  clés  angles 
plans  qui  le  composent  moindre  que  quatre  angles  droits . En  ef- 
fet, puisque  l’angle  polyèdre  S est  convexe  , on  peut  toujours  le 
couper  par  un  plan  qui  donne  une  base  ABCDE , et  forme  la 
pyramide  S AD.  Des  angles  de  cette  base  menons  les  lignes 
OA , OBy  OC...  à un  point  O intérieur  et  arbitraire  : elle  aura 
autant  de  triangles  qu’il  y en  a pour  former  l’angle  S $ et  la 
somme  des  angles  de  ces  divers  triangles  sera  de  part  et  d’autre 
la  même. 

Cela  posé,  on  a l’angle  plan  ABC<^  ABS  -f~  SBC  : on  en 

doit  dire  autant  des  autres  angles  trièdres  CyD ; d’où  il  suit 

que  la  somme  des  angles  du  polygone  ABC.  . . est  plus  petite 
que  la  somme  des  angles  à la  base  dans  les  triangles  SABy  SBC... 
Donc  la  somme  des  angles  plans  en  S est,  pour  compenser,  plus 
petite  que  la  somme  des  angles  en  O. 

On  11e  peut  donc  former , avec  des  polygones  réguliers  égaux , 
plus  de  cinq  polyèdres ; car,  i°.  chaque  angle  de  Thexagona 


1 
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régulier  valant  | d’un  droit  (n°  2^5)  , ou  - D,  trois  de  ces  an- 
gles font  4D,  et  ne  peuvent  être  employés  à former  un  angle 
polyèdre.  A plus  forte  raison,  ne  pourrait-on  pas  employer 
quatre  hexagones  réguliers,  ou  des  heptagones,  etc. 

2°.  On  ne  peut,  avec  4 » B.  • • pentagones  réguliers,  com- 
poser un  angle  polyèdre  , non  plus  qu’avec  4 , B. . . carrés  , ou 
6 , 7. . . triangles  équilatéraux  ; car  chacun  des  angles  vaut  res- 
pectivement f Z>,  iD,  |D. 

3°.  Ainsi,  le  corps  dont  il  s’agit  ne  peut  avoir  ses  angles 
potyèdres  formés  que  de  trois  pentagones  réguliers  , trois  carrés  ; 
5,4>  ou  3 triangles.  (Voyez  la  Géométrie  de  M.  Legendre , 
app.  aux  livres  VI  et  VII  : on  y démontre  qu’on  peut  en  effet 
former  ainsi  les  polyèdres  réguliers  à 12,6,  20 , 8 et  4 faces.) 

28 1 . Deux  angles  trièdres  S et  s ( fîg.  126),  formés  d’angles 
flans  respectivement  égaux  ESF  = esf,  FSG=fsg , ESG  ~ esg, 
ont  leurs  angles  dièdres  égaux.  Car,  si  l’on  prend  deux  aretes 
égales  SB , sb>  et  qu’on  leur  mène  les  plans  BACy  bac  perpend  , 
on  aura  visiblement  les  triangles  rectangles  égaux  SB C — sbc 
et  SBA  — sba  ; d’où  SC  — sc  , SA  = sa  ; donc  le  triangle 
SCA  = sca  , et  par  suite  le  triangle  BAC  — bac.  Ainsi  l’angle 
ABC  = abc , ou  plutôt  l’angle  dièdre  ABSC — absc.  Il  en  est 
de  même  des  deux  autres  angles  dièdres. 

i°.  Si  les  angles  flans  égaux  sont  disposés  dans  le  même 
ordre , comme  fig.  12S  , en  appliquant  la  face  asb  sur  son  égale 
AS  B , sbc  se  placera  sur  SBC , sc  sur  SC , et  bca  sur  BCA  : 
ainsi  les  corps  coïncideront. 

20.  Mais  si  les  angles  plans  égaux  ne  sont  pas  disposés  dans 
le  meme  ordre  ( fig.  127),  ASB  = A'S'B',  ASC  — A' S' O 
et  BSC—B' S' C\  alors  les  angles  dièdres  sont  encore  égaux,  mais 
ils  ne  peuvent  plus  coïncider.  Pour  appliquer  letriang'e  A' B' C 
sur  son  égal  ABC , il  faut  renverser  le  corps  S'A'C'B',  placer  B' Cf 
sur  BC  , A' B'  sur  AB  et  AC'  sur  AC  \ l’un  des  corps  se 
trouve  situé  en  dessus  de  la  base  ABC , l’autre  e^t  en  dessous 
(fig.  129).  Les  corps  sont  alors  Symétriques  (voy.  n°3oo); 
car  les  perpend.  SB}  S' B sur  le  plan  delà  base  commune  ABC 
sont  égales. 
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5°.*n  est  visible  qu’on  pourra  encore  faire  coïncider  les  an- 
gles trièdres  S et  ^ (fig.  126),  s’ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
formé  par  deux  angles  plans  égaux  et  semblablement  placés. 

4° -Si  les  angles  polyèdres  S et  S'  ( fig.  125)  sont  formes 
d’angles  dièdres  égaux  et  d’angles  plans  égaux , chacun  à cha- 
cun , et  disposés  dans  le  même  ordre , ils  seront  égaux.  Car, 
menons  des  plans  par  l’une  des  arêtes  SB  et  par  toutes  les  au- 
tres; ils  formeront  les  angles  trièdres  ES  AB , ES  BD....  Opé- 
rons de  même  sur  S’  : l’angle  dièdre  ES  AB  — E'S'A'  B' , donne 
l’angle  plan  ESB  = E'S'B’,  et  l’angle  dièdre  A ESB  — A'E'S'B 
mais,  par  supposition,  l’angle  dièdre  AESD  -=.Â El S'D'  ; 
retranchant , il  vient  BESD  — B'E'S'D'.  Donc  l’angle  dièdre 
BESD  = B'E'S'D  ',  et  ainsi  des  autres. 

Surfaces  des  Corps . 

£82.  On  nomme  Prisme  ( fig.  i3i)le  corps  engendré  par  le 
mouvement  d’une  droite  Aa , qui  se  meut  parallèlement,  son 
extrémité  A décrivant  un  polygone  Quelconque  ABCDE , et  sa 
longueur  Aa  restant  la  même.  Si  V Arête  Aa  est  perpend.  au 
plan  de  la  Base  ABC.  . . , on  dit  que  le  prisme  est  Droit. 

Comme  Aa  est  égale  et  parallèle  à Bh , Ba  est  un  parallé- 
logramme (n°  200);  il  en  est  de  même  de  Cb. . . ; donc  toutes 
le*  faces  latérales  d'un  prisme  sont  des  parallélogrammes . Une 
partie  quelconque  A a de  l’arête  Aa  engendre  aussi  des  paral- 
lélogrammes Ba  , CE . . . , de  sorte  que  le  polygone  ab'c  . . . 
décrit  par  le  point  cl  > ayant  ses  côtés  égaux  et  parallèles  à la 
base  ABC  . . . , ces-polygones  sont  égaux  , et  leurs  plans  sont 
parallèles  (n°  270,  20.  ).  Donc,  toute  section  faite  dans  un 
prisme  par  un  plan  parallèle  à la  base  lui  es t égale  : les  bases 
opposées  ABC.  . . , abc. . . . sont  donc  égales  et  parallèles . La 
distance  de  ces  bases  est  la  Hauteur. 

s83  L’aire  d un  prisme  est  le  produit  d’une  arête  Aa  (fig.  102) 
par  le périnutre  d' une  section  a'b'c'...  qui  lui  est  perpend.  Il  e$t 
visible  que  , les  deux  bases  exceptées,  Faire  du  prisme  est  la 
somme  des  aires  des  parallélogrammes  qui  le  composent.  Si  le 
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prisme  est  droit,  l’aire  est  le  produit  du  contour  de  sa  base  par 
une  de  ses  arêtes.  En  coupant  le  prisme  Ac  par  un  plan  ab'c 
perpend.  à l’arête  Aa  , et  plaçant  la  partie  supérieure  de  sous 
l’inférieure  Ac  , de  sorte  que  abc...  coïncide  avec  ABC. . . . , le 
prisme  deviendra  droit.  Donc , etc. 

284*  Supposons  que  la  base  du  prisme  soit  un  parallélo- 
gramme AB  CD  (fig.  i34);  outre  les  faces  AC , ac  égales  et 
parallèles,  on  a encore  laface^ô  égale  et  parallèle  a De,  puis- 
que les  côtés  des  angles  aAB , dDC  sont  égaux  et  parallèles 
( n°  270  ).  De  même  pour  les  faces  Bc , Ad  : c’est  ce  qui  a fait 
donner  le  nom  de  Parcdlélipipède  au  prisme  dont  la  base  est  un 
parallélogramme  , puisque  les  six  faces  sont  égales  et  paral- 
lèles deux  à deux  , en  sorte  que  l’on  peut  prendre  l’une  quel- 
conque pour  base. 

B-éciproquement,  le  corps  formé  de  six  faces  parallèles,  deux 
à deux,  est  un  parallélipipède  ; car  les  plans  AC,  ac  étant  pa- 
rallèles, AB  est  parallèle  à ab  (n°  268  ) ; Aa  l’est  à Bb  ; la 
face  Ab  est  donc  un  parallélogramme  : de  même  pour  Bc , 
Ad. . . ; donc  le  polyèdre  peut  être  considéré  comme  engendré 
par  le  mouvement  de  Aa  glissant  parallèlement  sur  les  côtés 
de  ABCD. 

Un  prisme  est  déterminé  lorsque  la  base  ABC....  (fig.  182) 
et  l’arête  génératrice  Aa  sont  données  de  grandeur  et  de  posi- 
tion; donc  un  parallélipipède  l’est  (fig.  i34) , lorsqu’on  connaît 
l’un  de  ses  angles  trièdres  A et  les  longueurs  des  arêtes  Aa  ,AB 
et  AD  qui  le  forment. 

Si  l’arête  Aa  est  perpend.  à la  base  (fig.  i33),  et  si  cette 
base  est  un  rectangle,  le  parallélipipède  est  Rectangle  : tous 
les  angles  y sont  droits  ; chaque  arête  est  perpend.  aux  plans 
qui  la  terminent,  car  on  sait  que  trois  droites  Aa , AD  et  AB 
étant  perpend.  entre  elles  , chacune  l’est  au  plan  des  deux 
autres  (n°  266)  ; si  en  outre  les  arêtes  sont  égales , le  prisme 
est  nommé  Cube. 

285.  Le  plan  DdbB  (fig.  1 34)  qui  passe  par  deux  arêtes 
opposées,  donne  un  parallélogramme  dont  les  diagonales  Db  , 
Bd  se  coupent  en  deux  parties  égalés  (n°  25i);  les  quatre  dia- 
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gonales  Db , Bel,  Ac  se  coupent  donc  au  même  point  O;  car 
Bd  coupe  Db  en  son  milieu  O,  et  Ac  doit  aussi  couper  Db  en 
deux  parties  égales. 

286.  Lorsqu’une  courbe  quelconque  A CD  B (fig.  i44)  tourne 
autour  d’un  axe  AB  , elle  engendre  une  Surface  de  révolution. 
Le  caractère  distinctif  de  ces  surfaces  consiste  en  ce  que , quelle 
que  soit  la  courbe  génératrice  ACDB , tout  plan  perpend.  à 
l axe  d mne  pour  une  intersection  une  circonf.  de  cercle.  Car 
la  droite  DI  perpend.  à AB , décrira  dans  son  mouvement 
un  plan  perpend.  à l’axe  (n°  266,  20.)  ; de  plus,  le  point  D 
conservera  toujours  la  même  distance  DI  à çet  axe. 

287.  Le  Cylindre  est  un  corps  engendré  par  une  ligne  in- 
définie Aa  (fig.  iT5)  qui  se  meut  parallèlement  en  glissant  sur 
une  courbe  quelconque  A B CD.  Nous  regarderons  ici  le  cy- 
lindre comme  terminé  par  deux  bases  parallèles  ABCD , abcâ  ; 
la  Hauteur  est  la  distance  entre  les  bases. 

Inscrivons  et  circonscrivons  des  polygones  à la  base  du  cy- 
lindre : la  génératrice,  en  glissant  sur  leur  contour,  décrira 
deux  prismes,  dont  le  cylindre  est  visiblement  la  limite  (*), 
comme  sa  base  est  la  limite  de  leurs  bases.  Il  est  aisé  de  conclure 
de  là  que, 

i°.  Toute  section  faite  dans  un  cylindre  parallèlement  à la 
base,  donne  une  courbe  égale  à celle  de  la  base. 

2°.  L' aire  d'un  cylindre  droit  Ac  (fig.  i56)  est  le  produit  du 
périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Ln  effet,  soit  C le  contour 
de  la  base , a l’excès  du  périmètre  du  polygone  circonscrit 
sur  C y en  sorte  que  ce  périmètre  — C -j-  et  y Aa  — H'?  enfin  S 
l’aire  du  cylindre,  et  fi  l’excès  de  faire  du  prisme  circonscrit 
sur  S , on  aura  S -(-  fi  — H {C  -f-  eî) , d’où  (n°  1 15) , 5 — //.  C, 


(*)  Cette  proposition  repose  sur  celle-ci,  qui  est  analogue  à celle  du  n°  i5q, 
et  que  nous  regardons  comme  évidente  , d’après  l’idèe  que  nous  nous  formons 
de  l’étendue  des  aires:  l’aire  d’une  ligure  plane  est  moindre  que  celle  de 
toute  surface  terminée  au  meme  contour  ; et  de  deux  surfaces  convexes  ter- 
minée h ce  contour,  la  plus  grande  est  celle  qui  enveloppe  l’autre. 
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3®.  Si  le  cylindre  est  oblique  Ac  (fig.  1 35) , la  section  ab'càf 
perpend.  à la  génératrice  forme  deux  corps  Ac,  ac  qui  rap- 
prochés par  leurs  bases  ac  et  AC , qu’on  fait  coïncider,  donnent 
un  cylindre  droit.  Ainsi , l’aire  du  cylindre  oblique  est  le  pro- 
duit de  sa  génératrice  Aa  par  le  contour  d’une  section  a'b'ccT 
perpend. 

4°.  Le  rectangle  qui  a pour  hauteur  la  génératrice  d’un  cy- 
lindre droit,  et  pour  base  le  contour  de  sa  base  rectifiée,  est 
égal  à l’aire  de  ce  cylindre.  C’est  ce  que  Monge  nomme  le  Déve- 
loppement de  cette  surface.  Lorsque  le  cylindre  est  oblique , 
la  section  perpend.  à l’arête  se  développe  suivant  une  ligne 
droite  a'd'  (fig.  i38),  à laquelle  toute  les  génératrices  sont 
perpend.  Si  donc  on  élève  en  divers  points  a' , b' , c , d' , des 
perpend.  sur  lesquelles  on  portera  en  dessus  et  en  dessous  des 
parties  a! a , a! A , b' b , b' B , respectivement  égales  aux  por- 
tions de  chaque  génératrice,  tant  en  dessus  qu’en  dessous  de 
la  section  a'b'cd'  (fig.  i35),  on  aura  faire  aD,  terminée  par 
deux  courbes  parallèles  abcd,  ABCD , et  qui  sera  le  dévelop- 
pement de  la  surface  du  cylindre. 

5®.  On  ne  considère  dans  les  élémens  de  Géométrie  que  les 
cylindres  dont  la  base  est  circulaire  : X Axe  est  la  droite  paral- 
lèle à la  génératrice  et  qui  passe  par  le  centre.  Le  Cylindre 
droit  peut  donc  être  regardé  comme  engendré  par  la  révolution 
d'un  rectangle  AOoa  qui  tourne  autour  d’un  de  ses  côtés  Oo. 
Toute  section  faite  parallèlement  à la  base , dans  ce  corps  de 
révolution,  est  un  cercle  (i°.  et  n°  fi8fi)  égal  à cette  base. 
L’aire  est  S — q,wRH\  H étant  la  hauteur  et  R le  rayon  de  la 
base  (n°248). 

â88.  L’aire  d’une  pyramide  s’obtient  en  ajoutant  les  aires 
des  triangles  qui  la  composent  : si  la  pyramide  est  régulière, 
t aire  est  le  produit  du  contour  de  sa  ba±e  par  la  perpendiculaire 
menée  du  sommet  sur  un  de  i>es  côtés , parce  que  ces  triangles 
sont  égaux,  et  ont  pour  hauteur  commune  cette  perpend.,  qu’on 
appelle  Apothème « 

5289.  On  nomme  Cône  le  corps  engendré  par  une  droite 
indéfinie  AS  (fig.  139)  assujétie  à passer  toujours  par  un  point 
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fixe  S , qui  est  le  Sommet , et  à glisser  sur  une  courbe  donnée 
quelconque  ABCD , Cette  surface  est  formée  de  deux  Nappes 
opposées,  réunies  en  S.  Nous  ne  traiterons  ici  que  du  cas  où 
la  base  est  circulaire  : V Axe  est  la  ligne  menée  du  sommet  S 
au  centre  de  la  base  ; la  Hauteur  est  la  perpendiculaire  menée 
du  sommet  sur  la  base.  Quand  cette  perpend,  se  confond  avec 
l’axe  , on  dit  que  le  cône  est  Droit  (fig.  140)  ; on  peut  le  conce- 
voir engendré  par  un  triangle  rectangle  AS  O qui  tourne  sur 
un  côté  S O de  l’angle  droit.  Toute  section  parallèle  à la  base 
(T un  cône  droit  est  un  cercle  (n°  286). 

290.  Si  l’on  inscrit  et  circonscrit  des  polygones  réguliers 
au  cercle  de  la  base  d’un  cône  droit  (fig.  140)  , en  menant  des 
lignes  de  leurs  angles  au  sommet  S , on  formera  des  pyramides 
régulières,  l’une  inscrite,  l’autre  circonscrite  au  cône,  qui  sera 
visiblement  leur  limite.  Il  suit  de  là  , que, 

i°.  L’aire  du  cône  droit  SAC  est  le  produit  de  la  circonf.  C 
de  sa  base,  par,  la  moitié  de  sa  génératrice  SA.  En  effet, 
soit  * l’excès  du  périmètre  du  polygone  circonscrit  sur  la  cir- 
conf. C;  la  pyramide  circonscrite  a pour  aire  \A 
en  désignant  par  A l’apothème  SA  qui  est  la  génératrice.  Mais 
soit  S faire  du  cône  et  fi  l’excès  de  celle  de  la  pyramide  sur  N; 
on  aura  S -j-  fi  = \ A {C -f-  a) , d’où  (n°  1 1 3)  S = £ A . C ; on  a 
donc  S — *AR\  R étant  le  rayon  de  la  base. 

2°.  Si,  avec  un  rayon  SA  = la  génératrice  A , l’on  décrit 
un  arc  ABD  (fig.  142)  d’une  longueur  égale  à la  circonf.  de  la 
base,  le  secteur  ASD  aura  la  même  aire  que  le  cône  (n°2Si). 
Ce  sera  son  développement;  les  génératrices  seront  les  divers 
rayons  de  ce  secteur. 

3°.  Le  cône  tronqué  ADda  (fig.  141  et  142)  a pour  aire  le 
produit  de  son  côté  Aa,  par  la  moitié  de  la  somme  des  circon- 
férences AC,  ac  des  bases , ou  par  la  circonférence  a'd'  menée 
à distances  égales  de  ces  bases.  En  effet,  les  sections  ad , a'df 
sont  des  cercles  (n°  286)  ; faire  du  tronc  ADad  est  la  différence 
des  aires  des  cônes  S AD , sad.  Si  d’un  même  centre  S (fig.  142)» 
avec  les  rayons  SA , sa  des  génératrices  de  ces  cônes , on  décrit 
des  arcs  AD }ad\  qu’on  prenne  ABD  égal  à la  circonf.  AC  de 
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la  base  inférieure,  qu’on  mène  les  rayons  SA , $D , l’arc  abd 


r -t  x , • n r . i,  ^ A B /> 

sera  égal  a la  circonr.  supérieure  ac  ; car  d une  part  — - = - — r— 

Sa  abd 

ch'd.  AC  t . . . 

ou  = — -rç  > ■ : de  1 autre  (hg.  141),  ce  meme  rapport 


SA  ABD  c\rc.  AC  , , ,,  . T1  , 

rrr  — rT-  ~ — r— — — ' donc  abd  = cire.  ac.  li  s ensuit  que 
Sa  abd  cire.  ac  1 

les  aires  des  secteurs  S ABD  , Sabd  sont  équivalentes  à celles 

des  deux  cônes,  et  que  l’aire  AabdDB  l’est  à celle  du  tronc 

dont  elle  est  le  développement.  Donc  (n°  261)  cette  aire 

r~  A ci  X a brd'  = Aa  X ^ (ad  -f"  AD'). 

291.  La  Sphère  est  un  corps  (fîg.  \/\S)  engendré  par  la  révo- 
lution d’un  demi-cercle  ADB  sur  un  diamètre  AB.  Dans  cette 
révolution , un  arc  quelconque  DF  ou  DE  engendre  une  Zone ; 
AD  décrit  une  Calotte  ou  Zone  à une  Base;  le  secteur  A CD 
produit  le  Secteur  sphérique;  enfin,  le  segment  ADI  engendre 
le  Segment  sphérique. 

Il  suit  de  là  que  la  surface  de  la  sphère  a tous  ses  points  à 
égale  distance  du  centre  C , et  que  si  l’on  fait  tourner  le  cercle 
générateur  ADE B G autour  d’un  autre  diamètre  quelconque/}//, 
il  produira  la  même  sphère.  Par  conséquent,  tout  plan  qui  passe 
par  le  centre  coupe  la  sphère  suivant  le  cercle  générateur,  qu’on 
nomme  un  Grand  cercle  de  la  sphère. 

_ . . j;  ...  ■ • ■ 

Un  plan  quelconque  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle;  car, 
soit  Z) G (lig.  i4a)  ce  plan  ; menant  le  diamètre  AB  perpend. , on 
peut  supposer  que  la  sphère  a été  engendrée  autour  de  cet  Axe 
de  révolution  (n°286).  Le  diamètre  du  cercle  est  la  corde  DG; 
c’est  pour  cela  qu’on  nomme  Petits  cercles  de  la.  sphère  ceux 
dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le  centre.  La  base  d’un  segment 
sphérique  est  un  petit  cercle. 

292.  Le  plan  qui  n’a  qu’un  point  commun  avec  la  sphère, 
s’appelle  7 angent  : toute  droite  menée  du  centre  C (fig.  i43) 
à ce  plan  , étant  plus  longue  que  le  rayon  CA  mené  au  point 
de  contact,  puisqu’elle  ne  peut  atteindre  ce  plan  qu’en  sortant 
de  la  sphère  ; ce  rayon  est  donc  perpend.  au  plan  tangent 
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(n°  266,  40.).  Réciproquement,  si  la  ligne  CA  est  la  plus  courte 
ligne  qu’on  puisse  mener  du  centre  à un  plan,  il  n’aura  que  le 
point  icommun  avec  la  sphère  et  lui  sera  tangent,  puisque  toute 
autre  ligne  menée  du  centre  C étant  CA , deyra  sortir  de  la 
sphère. 

Faisons  tourner  une  tangente  quelconque  AT}  ainsi  que  le 
cercle  AD  B , autour  du  diamètre  AB  , AT  engendrera  le  plan 
tangent  à la  sphère. 

29 3.  Lorsqu’un  polygone  ABDT.  . . (fig.  14B)  tourne  autour 
d’un  axe  AO , chaque  côté  DI  engendre  un  tronc  de  cône  dont 
l’aire  (n°  290,  3°.)  est  DI  X cire.  KL\  K étant  le  milieu 
de  DI  y et  KL  perpend.  sur  l’axe  AO.  Il  est  donc  bien  facile 
d’avoir  l’aire  engendrée  par  ABDI . . . 


Mais  si  le  polygone  est  régulier,  cette  aire  devient  plus 
aisée  à obtenir;  en  effet,  soit  inscrit  lin  cercle,  et  mené  DG 
parallèle. à l’axe  AO  de  révolution,  puis  le  rayon  KC  : les 
triangles  DlGy  LKC  ayant  leurs  côtés  perpend.,  donnent 


DI  KC 


cire.  KC 


ou 


, d’où  l’on  tire  f aire  du  tronc  de 


DG  KL  cire.  KL 

cône  engendré  par  HD  IM  — DI  X cire.  KL  = DG  X cire.  K C. 
Cette  aire  est  le  produit  de  la  circonf.,  du  cercle  inscrit,  par  la 
hauteur  DG  ou  HM  de  ce  tronc. 


Il  est  visible  que  la  même  chose  a lieu  pour  le  cylindre  en- 
gendré par  le  côté  IP  parallèle  à AO.  Quant  au  cône  que 
décrit  B A , son  aire  (n°  290,  i°.)  est  f B A X cire.  B N)  et 
les  triangles  semblables  ABN , QCA  donnent  de  même...' 
QA  X cire.  BN^=z  AN  X cire.  QC.  Il  en  résulte  que  la  somme 
des  aires  engendrées  par  la  révolution  de  plusieurs  côtés  de 
polygone  régulier,  est  égale  à la  circonf.  inscrite  multipliée  par 
Ja  somme  des  hauteurs. 

Il  suffit,  pour  notre  démonstration,  que  la  portion  de  poty- 
gone  générateur  soit  circonscriptible  au  cercle  : or,  la  calotte 
ou  la  zone  sphérique  est  visiblement  la  limite  de  l’aire  engen- 
drée par  une  semblable  partie  de  polygone;  d’où  il  est  facile  de 
conclure  que,  i°.  l’aire  de  la  calotte  ou  de  la  zone  sphérique 
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est  le  produit  de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle.  Soit  R le  rayon  de  la  sphère  (Fig.  i43),  X la  hauteur  de 
la  calotte  engendrée  par  DA , ou  de  la  zone  décrite  par  l’arc  FD 
ou  FE\  on  a (n°  248) 

* v ^ ■ 

surface  de  la  zone  = 2,kRX; 

20.  Ainsi,  en  prenant  le  diamètre  JB  pour  la  hauteur  X, 
on  trouve  que  l'aire  de  la  sphère  est  le  produit  de  son  diamètre 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle , ou  quadruple  de  l'aire 
d'un  grand  cercle;  donc 

surface  de  la  sphère  ~ 2R  X cire.  R ~ épvRd. 

3°.  Pour  trouver  le  rayon  de  la  sphère  dont  l’aire  A est 
donnée , on  évaluera  R~\  y/  — = 0,282036  X \/A. 

4°.  Menons  les  tangentes  DE,  DG , GF,  EF  (J\g.  146)  per- 
pend,  et  parallèles  au  diamètre  AB  ; le  carré  EG  engendrera, 
dans  sa  révolution  autour  de  AB , le  cylindre  circonscrit  à la 
sphère . L’aire  ae'f'b'  de  la  zone  produite  par  un  arc  quel- 
conque Vf'  est  égale  à celle  du  cylindre  aeea'a",  puisque  leur 
valeur  est  la  même,  = dg  X cire.  AC.  Il  en  serait  de  même 
du  cylindre  entier  par  le  rapport  de  la  sphère;  de  sorte  que 
l’aire  de  la  sphère  est  égale  à celle  du  cylindre  circonscrit ; et  si 
Voh  y comprend  les  bases , l'aire  de  la  sphère  est  les  f de  celle 
du  cylindre , puisque  les  deux  bases  étant  des  grands  cercles , 
l’aire  entière  du  cylindre  en  vaut  6 , et  celle  de  la  sphère  4« 

5°.  Le  triangle  équilatéral  HIK  (fig.  î 46) , dans  sa  révolution 
autour  de  H B , engendre  le  cône  circonscrit  à la  sphère.  La 
droite  JC  coupe  par  moitié  l’angle  HIB , qui  est  les  J d’un 
droit  (n°  201,  10.);  l’arc  Bi  est  donc  le  6e  de  la  circonf. , et  la 
corde  Bi  est  le  côté  de  l’hexagone  = CB  = R ; le  triangle  Bli 
est  isoscèle  , Ji~  Bi—  R et  IC—<2.R  (n°  3 19).  Ainsi,  dans  le 
triangle  Cl  B,  on  a IB 2 = — CB 2 = 5 R\  IB  ~ Ry/Z  , 

cire.  IB  — 2 ttR  \/3  (n°  248)  ; enfin  , l’aire  du  cône  (n°  290) 
est  67 rR2,  ou  6 fois  l’un  des  grands  cercles,  et  double  de  sa 
base  qui  est  ZkR*  : l’aire  totale  du  cône  est  9 tt/P.  En  y com — 
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prenant  les  bases } Taire  du  cylindre  est  6 grands  cercles,  celle 
du  cône  g,  et  celle  de  la  sphère  4 î C.-à-d.  que  l'aire  du  cylindre 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  de  la  sphère  et  du 
cône  circonscrit. 

Cette  proposition  se  vérifie  de  même  pour  le  cône  et  le  cy- 
lindre inscrits  à la  sphère,  ou  engendrés  par  le  carré  et  le 
triangle  équilatéral  inscrits  au  cercle  générateur  ; Taire  totale 
du  cylindre  = 37t/i2,  celle  du  cône  = | ttR*,  et  celle  de  la 
sphère  4^ R 

Des  Corps  semblables  et  symétriques. 

294*  On  dit  que  deux  tétraèdres  sont  semblables , quand  ils 
ont  deux  faces  semblables  , placées  de  la  même  manière  et 
formant  un  angle  dièdre  égal.  Tels  sont  les  deux  tétraètres  S 
et  Sf  (fi'g.  i47)  j lorsque  S' A' C est  semblable  à SAC , B' S' ’ Af 
à BSA , et  l’angle  dièdre  B'  S' A'  C'  = BS  AC. 

Les  aretes  homologues  des  tétraèdres  semblables  sont  pro- 
portionnelles , toutes  les  faces  sont  semblables  , les  angles 
dièdres  sont  respectivement  égaux , ainsi  que  les  angles 
trièdres  homologues.  En  effet,  plaçons  le  triangle  C S' A'  sur 
CSA  y en  faisant  coïncider  les  angles  égaux  S et  Sr 3 £7  tom- 
bera en  ac  parallèlement  à ACy  à cause  des  angles  égaux  S' A' C 
et  SAC.  De  plus  , la  face  B' S'A'  se  couchera  sur  BSA y en 
vertu 'de  l’égalité  des  angles  dièdres;  enfin,  l’angle  B' S' A 
étant  — BSA , S' B'  tombera  sur  SB  , et  B' A'  suivant  ab  pa- 
rallèle à AB.  Le  tétraèdre  S'  sera  donc  placé  en  Sabcy  les 
plans  ABCy  abc  sont  parallèles  et  les  angles  dièdres  homo- 
logues sont  égaux  ( n°  270).  On  voit  donc, 

i°.  Qu’un  tétraèdre  S ABC  coupé  par  un  plan  abc  parallèle  à 
Tune  de  ses  faces  AB  C , forme  un  tétraèdre  semblable  au  premier. 

20.  Que  les  faces  ABCy  abc  sont  semblables,  puisque  le 
plan  abc  est  parallèle  à ABC  (nos  277,  270)  ; 

3°.  De  même  pour  SBC , sbc. 

Réciproquement , si  les  arêtes  homologues  de  deux  tétraèdres 
sont  proportionnelles y ou  si  les  quatre  triangles  sont  respective- 
j « 20 
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ment  semblables  (l’une  des  conditions  emporte  l’autre)  , le.? 
angles  plans  en  S et  S ' étant  égaux,  les  angles  dièdres  le  sont 
aussi  (n°  281)  ; donc  les  tétraèdres  sont  semblables. 

Deux  polyèdres  sont  dits  semblables  lorsqu’en  menant  de 
deux  angles  solides  homologues  des  diagonales  à tous  les  autres 
angles,  les  corps  sont  décomposés  en  tétraèdres  semblables  et 
disposés  dans  le  même  ordre. 

Toute  pyramide  SAC  (fîg.  125)  coupée  par  un  plan  ac  pa- 
rallèle à sa  base , donne  une  autre  pyramide  Sac  semblable  à 
SAC,  leurs  arêtes  sont  proportionnelles , les  angles  dièdres  et 
polyèdres  respectif  s sont  égaux.  En  effet,  les  tétraèdres  SABE , 
sabe  semblables,  donnent  les  triangles  SEB , seb  semblables, 
et  l’angle  dièdre  ASEB  = a’Seb • mais'  comme  l’angle  dièdre 
A S ED  ~ aSed , en  retranchant,  on  trouve  que  l’angle  dièdre 
BESD  ~ beSd.  Donc,  les  tétraèdres  SBED  , sbed  sont  sem- 
blables, etc.  (nos  277,  281). 

Réciproquement , les  pyramides  S'A'B'C' . . . .,  S ABC , 

formées  de  faces  se  mblables  et  disposées  dans  le  même  ordre 
sont  semblables  ; car  les  angles  trièdres  qui  composent  les  bases 
étant  formés  d’angles  plans  égaux , sont  égaux  -,  donc  les  angles 
dièdres  homologues  le  sont  aussi  (n°28i).  D’ailleurs,  les  angles 
plans  égaux  en  S et  S'  permettent  de  faire  coïncider  S'A'Df 
en  Sad.  Enfin,  les  arêtes  étant  proportionnelles  par  supposition  , 
les  plans  AD , ad  sont  parallèles. 

296.  Soient  la  pyramide  SAC  ( fîg.  12b)  et  le  corps  S'A'C' 
formé  de  tétraèdres  S'A'B'Ef  S'E'B'D ',  S' B' C'D'  semblables  à 
SABEy  SEBD ...;  le  polyèdre  S'A'C ' sera  une  pyramide  sem- 
blable kSAC\  car,  puisque  les  angles  AEB , BED  , AED  sont 
dans  un  même  plan  et  égaux  à A'E' B' , B' E'D'y  A' E Dr , 


on  a AED  = AEB  -f  BED , 

d’où  A'E' U = A'E' B'  + B'E'D'  : 

ce  qui  prouve  que  ce  s derniers  angles  sont  aussi  dans  le  même 
plan,  puisque,  s’ils  formaient  un  angle  trièdre,  on  aurait 
(n°  279  ) A' E' D'  A' El B'  + B' E' D' . On  voit  que  ce  plan 
passe  aussi  par  B' C'D b 
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11  suit  de  là  que  , i°.  deux  polyèdres  semblables  sont  décom-» 
posés  en  pyramides  semblables  par  les  plans  qui  passent  suivant 
les  diagonales  menées  de  deux  angles  polyèdres  homologues 
à tous  les  autres. 

20.  Si  d’un  point  intérieur  quelconque,  on  mène  des  lignes  à 
tous  les  angles , et  qu’on  les  prolonge  proportionnellement  à 
leur  longueur,  les  plans  menés  par  les  extrémités  de  ces  lignes 
seront  parallèles  aux  faces  du  polyèdre  proposé , et  en  forme- 
ront un  autre  qui  lui  sera  semblable.  On  trouve  ici  l’analogue 
du  théorème  244- 

237.  Deux  polyèdres  semblables  ont  leurs  faces  semblables , 
leurs  arêtes  homologues  proportionnelles , leurs  angles  dièdres 
égaux , ainsi  que  leurs  angles  polyèdres.  Pour  s’en  convaincre, 
il  suffit  de  mener,  de  deux  angles  homologues  (lig.  148),  les 
diagonales  qui  décomposent  les  corps  en  pyramides  semblables  ; 
les  angles  polyèdres  et  dièdres  de  ces  pyramides  seront  égaux, 
leurs  faces  seront  semblables  : or  les  faces  des  polyèdres  servent 
de  bases  à ces  pyramides  , dont  les  angles  dièdres  et  polyèdres 
constituent,  par  leur  système,  ceux  des  corps  proposés. 

Réciproquement,  si  deux  polyèdres  ont  les  faces  semblables 
et  disposées  dans  le  même  ordre  , et  les  angles  dièdres  égaux  , 
ils  sont  semblables  car  les  angles  polyèdres  sont  égaux,  comme 
décomposables  en  angles  trièdres  égaux  (n°  281  ).  Faisons  donc 
coïncider  l’un  de  ces  angles  polyèdres  avec  son  homologue , les 
autres  faces  seront  respectivement  parallèles.  De  plus,  la  simi- 
litude des  faces  donne  les  lignes  homologues  proportionnelles  ; 
leurs  aires  sont  donc  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  lignes  ; 
ce  qui  prouve  que  les  diagonales  de  l’un  des  corps  sont  le  pro- 
longement de  celles  de  l’autre  (^278)  : ces  corps  sont  donc 
formés ,de  pyramides  semblables. 

238.  Les  lignes  qui  joignent  quatre  angles  polyèdres  homo- 
logues ABCD , abcd  (fig.  148  ) de  deux  corps  semblables  étant 
proportionnelles,  forment  des  tétraèdres  semblables  ( n°  294  )• 
Il  en  résulte  que  si  des  angles  ABC , abc  de  triangles  honiq-* 
logues,  on  mène  des  lignes  à tous  les  angles  DEF.  . , , def  . , 
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de  deux  polyèdres  semblables , les  tétraèdres  ainsi  formés  se- 
ront semblables  ; ceci  est  analogue  au  n°  a42  > 4e* 

Réciproquement,  deux  polyèdres  sont  semblables,  lorsque 
leurs  angles  étant  joints  aux  trois  angles  homologues  ABC}  abc , 
les  tétraèdres  ainsi  formés  sont  respectivement  semblables.  En 
effet , si  les  tétraèdres  DABC , dabc  sont  semblables  , ainsi  que 
EABCj  eabc  les  angles  dièdres  DACB  , EACB  seront  égaux 
à dacb  , eacb  : ainsi  l’angle  dièdre  DACE  — dace.  D’ailleurs 
les  faces  DAC , dac  de  nos  tétraèdres  sont  semblables , ainsi 
que  EAC  , eac  : donc  les  tétraèdres  EACD  , eaçd  sont  sem- 


blables , et  on  a 


DE 

de 


AC 

cic 


00294). 


Soient  F,  f , f,  i des  angles  homologues  ; on  aura  de  même 

FE  AC  DF  AC  , , 

■ — y. — • ~ et  -vr  = - — - : ainsi , Les  corps  ont  leurs  lignes 

je  ac  df  ac  ' 6 

homologues  proportionnelles  , et  les  triangles  DFE,  dfe  homo 

bogues  sont  semblables  : de  plus  , leurs  angles  dièdres  sont 

égaux  y puisque  IDF  est  semblable  à idf , IFE  ê ife , d’où 

l’angle  JFD  = ifd , JFE  = ife,  DFE  =r  dfe.  En  outre,  si 

les  points  DIFE  sont  dans  le  même  plan  , l’équation 

IFE  = JFD  -f-  DFE  se  change  en  ife  = ifd  -f-  dfe  : d’où  il  suit 

que  les  points  e,fi  étant  aussi  dans  un  même  plan  , les  faces  des 

polyèdres  sont  semblables  ; enfin  les  angles  polyèdres  sont 

égaux , comme  composés  d’angles  trièdres  égaux  (281,  4°0- 

Ainsi  les  corps  sont  semblables  ( n°  297). 

299.  Lorsque  deuxipolyèdres  sont  semblables,  les  aires  de 
leurs  faces  sont  comme  les  carrés  des  lignes  homologues  de  ces 
polyèdres  ; mais  comme  ces  lignes  sont  proportionnelles  , on  a 
une  suite  de  rapports  égaux , formés  par  les  faces  homologues, 
d’où  l’on  conclut  ( comme  n°  262  , II  ) que  les  aires  totales  des 
polyèdres  semblables , sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs 
arêtes  homologues. 

On  verra  aisément  que  les  surfaces  de  cônes  ou  de  cylindres 
semblables , c.-à-d. , engendrées  par  deux  triangles  ou  deux 
rectangles  semblables,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs 
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génératrices.  En  effet,  les  circonf.  C et  c des  bases  sont  pro- 
portionnelles aux  génératrices  A et  a \ les  aires  S et  s le  sont 
à CX.A  et  cXû  (nos  287,  5°.  290,  10.), 

, S C.A  CA  , SA* 

clou  - = , — = — ; donc  — = — . 

s c .a  c a sa* 

De  même  les  aires  des  sphères  sont  comme  les  carrés  de  leurs 
rayons  , puisqu'elles  valent  quatre  grands  cercles. 

5oo.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  tels,  qu’on  peut  les  placer 
l’un  en  dessus,  l’autre  en  dessous  d’un  plan  MN  ( fig.  1 49  ) > de 
sorte  que  les  sommets  des  angles  polyèdres  A,  a,  B,  b...  soient, 
deux  à deux,  à égale  distance  de  ce  plan,  et  sur  une  perpend. 
Aa , Bb,..,àce  plan,  ces  deux  polyèdres  sont  appelés  Symétriques. 
B étant  un  angle  polyèdre  du  premier  corps,  en  menant  BQb 
perpend.  au  pian  MN , et  prenant  QB  = Qb , b sera  l’angle 
homologue  du  second  polyèdre. 

Les  polyèdres  symétriques  ont  toutes  leurs  parties  consti- 
tuantes égales.  Pour  le  prouver,  plions  le  trapèze  ABPQ  sui- 
vant PQ , les  lignes  AP  , aP  égales  et  perpend.  sur  MN  coïn- 
deront,  ainsi  que  BQ  et  bQ;  d’où  AB  rz=  ab  : donc  les  lignes 
homologues  sont  égales.  D , d,  C,  c étant  des  angles  po- 
lyèdres symétriques,  on  aura  BC=  bc , Ac~  ac\  ainsi  , le 
triangle  ABCz=abc\  les  triangles  homologues  sont  donc 
égaux.  De  plus  , le  triangle  ADC—adc , BDC  — bdc  : ainsi 
l’angle  DCB  — deb , A CD  — acd , A CB  = acb.  Or, 

i°.  Si  les  plans  de  ces  triangles  forment  en  C et  c des  angles 
trièdres  , ils  seront  égaux  : donc  les  angles  dièdres  et  trièdres 
homologues  sont  égaux.  Il  en  est  de  meme  des  angles  polyèdres , 
puisqu’ils  sont  formés  d’angles  trièdres  égaux  disposés  dans  le 
même  ordre. 

20.  Si  les  points  AB  CD  sont  dans  le  même  plan,  comme  l’an- 
gle DCB  = A CD  -f-  A CB,  on  a deb  =z,  acd  A-  acb  ; d’où  il  suit 
que  les  points  abcd  sont  aussi  dans  le  même  plan  (n°  279)  : 
donc  les  faces  homologues  sont  égales , comme  formées  de 
triangles  égaux  semblablement  placés. 
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Soi.  Tout  parallélipipède  ACc  (fi g.  i5o)  est  formé  de  deux 
prismes  triangulaires  symétriques  ABd,  BCd  ; les  angles  dièdres 
opposés  sont  ézaux , et  les  angles  tnèdres  opposés  sont  symé- 
triques. En  effet,  les  deux  corps  Aabd , Ccbd  sont  visible- 
ment des  prismes  ( n°  128s  ) ; la  base  BDC  ou  bdc  de  fun  sera 
égale  à A BD.  Rapprochons  ces  prismes  triangulaires , en  fai- 
sant coïncider  bdc  avec  ABD  , savoir  , bc  avec  AD , et  de  avec 
AB\  Ccbd  prendra  la  situation  AEHI.  Or,  les  perpend.  aFy 
Cf  sur  les  bases  sont  égales  (n°  268,  20.);  on  a de  plus  Aaz=zCc  , 
et  l’angle  AaF  — cCf-}  ainsi,  le  triangle  AaF  ~ Ccft  d’où 
AF~cf  Par  une  raison  semblable,  fb-=.  DF  ; ainsi  les  trian- 
gles égaux  ADF j bef  coïncident,  et  le  pointjf  tombant  en  F,fC 
se  porte  en  FF  sur  le  prolongement  de  aF.  Donc  le  sommet  E 
ou  C est  symétrique  de  a : on  verra  de  même  que  I ou  B l’est  de 
et  H ou  D l’est  de  b, 
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5o2.  Former  un  prisme  droit  équivalent  à un  prisme  obli- 
que KD  ( fig.  i5i  ) , la  génératrice  conservant  la  même  lon- 
gueur AC.  Prolongeons  les  arêtes  CA , DB7  menons-leur  un  plan 
quelconque  MN  perp.  ; enfin  prenons  Pp~BD , menons  le  plan 

op  parallèle  à MN y on  aura  ainsi  le  prisme  droit  Op.  Appli- 
quons les  prismes  tronqués  B A OP  , DCop , de  manière  à cou- 
cher la  base  op  sur  OP  qui  lui  est  égale  : les  génératrices  étant 
perpend.  aux  bases,  et  de  plus  égales  (puisque  DB—Pp 
donne  PB  z+z  pD  , et  ainsi  des  autres  ),  les  prismes  coïncide- 
ront, ou  oD~  OB.  Retrarchant  la  partie  commune  Ap , il 
reste  le  prisme  oblique  AD  équivalent  au  prisme  droit  Op. 

3o3.  On  peut  toujours  disposer  deux  prismes  symétriques, 
AD } ad  (fig.  1 5 1 ) relativement  à un  plan  MN , en  sorte  que 
ce  plan  soit  perpend.  aux  génératrices.  ^Prolongeons  l’arête  DB 
en  Pd  ; puis , à partir  du  point  P de  rencontre  avec  un  plan 
quelconque  MN  perpend.,  prenons  Pbzzz  PB  , Pd  zzzzPD  , ou 
BD  z=z  bd.  En  raisonnant  de  même  pour  chaque  arête , on  for- 
mera le  prisme  ad  symétrique  à AD. 
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Les  prismes  symétriques  AD  , ad  sont  équivalent.  Car  pre- 
nons Pp~  P p'  ~ BD  , et  menons  les  plans  op,  o'p'  parallèles 
à MN  : les  prismes  OPop  , OPo'p  sont  droits  et  équivalens 
aux  proposés  (n°  3o2).  De  plus  , ils  sont  égaux  entre  eux , puis- 
qu’en  les  appliquant  de  sorte  que  la  base  o'p  de  l’un  tombe  sur 
celle  OP  de  l’autre  qui  lui  est  égale , il  y aura  coïncidence. 

304.  Deux  parallélipipèdes  de  même  hauteur'  et  de  meme 
hase  sont  équivalons.  Pour  le  démontrer,  rapprochons  ces  corps 
de  manière  à faire  coïncider  leurs  bases  inférieures  ; les  supé- 
rieures seront  situées  dans  le  même  plan  : il  se  présentera  deux 
cas. 

i°.  Si  les  faces  latérales  FG  , EK  ( fig.  i52)  sont  dans  un 
même  plan,  les  triangles  égaux  EGH>  FIK  servent  de  bases 
à deux  prismes  superposables  EHM}  FIN.  Donc  , en  retran--  . 
chant  tour  à tour  ces  prismes  du  corps  entier  EN , il  restera  les 
parallélipipèdes  équivalens  EFIM , EHNL. 

20.  Si  les  faces  ont  une  disposition  quelconque,  les  bases 
supérieures  AC , ac  (fig.  1 53)  seront  des  parallélogrammes  égaux 
à ceux  des  bases  inférieures,  en  sorte  que  les  lignes  AB , DC, 
ah  , de  seront  égales  et  parallèles  ; de  même  pour  AD  , BC  , 
ad , hc.  Prolongeons  ces  lignes,  nous  aurons  le  parallélogramme 
A' C égal  à AC  et  à ac.  Or,  concevons  le  parallélipipède  qui 
aurait  pour  base  supérieure  A'  C , et  la  même  base  inférieure 
que  les  proposés  ; ce  corps  sera  équivalent  à chacun  de  ceux- 
ci,  puisqu’il  sera,  relativement  à eux  , dans  l’état  examiné  ci- 
dessus.  Les  proposés  sont  donc  équivalens. 

305.  Il  est  facile  de  changer  un  parallélipipède  donné  en  un 
autre  rectangulaire  équivalent  : de  chaque  angle  de  la  base  in- 
férieure ABCD  (fig.  i54)>  élevons  des  perpendiculaires  à son 
plan  ; on  aura  un  parallélipipède  droit  ABEI  équivalent  au.  pro- 
posé, qu’il  était  inutile  de  tracer  dans  la  fig.  Puis,  menant  AF% 
B G , perpend.  sur  AB  dans  la  base  AC  , on  formera  sur  AG 
le  parallélipipède  rectangle  ABHK  équivalent  à ABEI,  puis 
qu’il  a même  base  AM  et  même  hauteur  AF. 

306.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base  sont  entre 
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eux  comme  leurs  hauteurs.  Si  ces  hauteurs  ont  une  commune 
mesure,  on  coupera  les  corps  en  tranches  égales,  et  on  raison- 
nera comme  pour  les  rectangles  ( n°  25o,  i°. , fig.  qq  ).  On  dé- 
montrera de  même  le  théorème  pour  le  cas  où  les  hauteurs  sont 
incommensurables . 

Les  parallélépipèdes  rectangles  P et  p de  même  hauteur , sont 
entre  eux  comme  leurs  hases.  En  effet,  plaçons  ces  corps  de 
manière  à faire  coïncider  l’un  de  leurs  angles  polyèdres  et  leur 
arête  égale.  Les  bases  seront  disposées  comme  AC  (fig.  100) 
pour  P , et  AK  pour  p ; or  , prolongeons  JK  en  Ii  ; le  parallé- 
îipipède  Q construit  sur  la  base  AH  et  de  même  hauteur,  peut 
être  regardé  comme  ayant  AI  poux  hauteur,  et  la  face  AB  pour 

P AD 

base  : comparé  à P , il  donne  donc  ~ =3  — . Mais  si  l’on  prend 

la  face  Al  pour  base  des  parallélipipèdes  Q et  p,  leurs  hauteurs 

seront  A B et  AL>  d’où  — — En  multipliant  ces  propor- 

p AL 


bons , il  vie 


nt 


P 

P 


AD  x AB  AC 

AI  X AL  ~ 'ÂK' 


Enfin , les  parallélipipèdes  rectangles  V et  p sont  entre  eux 

comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  Car  si  les 

bases  sont  AC  et  AK  , et  les  hauteurs  H et  h , en  prolongeant 

les  faces  de  celui  qui  a une  hauteur  moindre,  tel  que  p , jusqu’à 

la  base  supérieure  de  l’autre,  on  formera  un  parallélipipède  /?, 

qui  aura  même  hauteur  H que  l’un  P , et  même  base  AK  que 

,,  j,  R H P AC 

i autre  p ; on  aura  donc  d une  part  — = -r  , et  us 

r p h.  h 


— — T~rr  de 


l’autre  ; d’où 


P 

P 


P 

AC  X H 

AK  xT 


AK 


En  désignant  par  LT,  /,  K les  arêtes  qui  forment  un  angle  trièdre 

de  P y et  par  h,  iy  k celles  de  p,  on  a ~ — ypy-y-’.  vo^  ^onc 

que  pour  mesurer  le  volume  d’un  paraîlélip.  rect.  P,  e.-à-d.  pour 
trouver  son  rapport  avec  un  autre  p pris  pour  unit  ' (n0s  36,  71  ), 
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on  cherchera  les  rapports  j,  ~ entre  les  arêtes  respectives 

qui  forment  un  angle  trièdre , et  on  multipliera  ces  trois  nom- 
bres. Représentons  par  l le  produit  de  ces  trois  rapports  ; l est 
un  nombre  abstrait  , et  leparallélipipède  qu’il  s’agit  de  mesurer 
a pour  volume  l fois  celui  du  parallélipipède  pris  pour  unité. 

Le  volume  d'un  parallélipipède  est  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur , quand  on  prend , pour  unité  de  volume , le  cube 
qui  a pour  côté  l'unité  linéaire  : car  h , i et  k seront  = i , et 
l’on  aura  H . I . K pour  le  volume  de  P ; Hy  I et  K sont  des  nom- 
bres abstraits,  qui  marquent  combien  les  arêtes  de  notre  paral- 
lélipipède P contiennent  de  fois  l’unité  linéaire;  soit  l leur  pro- 
duit H.I.K  y l’équ.  P—H.I.K  revient  à P ~ / fois  le  cube  pris 
pour  unité  de  volume. 

Lorsque  H~  I = K , on  a P = H3  ; de  là  la  dénomination 
de  Cube  donnée  aux  troisièmes  puissances. 

Zoj.  Donc  , le  volume  d'un  prisme  est  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur  ; car,  i°.  s’il  s’agit  d’un  parallélipipède  quel- 
conque , il  est  équivalent  à celui  qui  est  rectangle  de  même  hau- 
teur et  de  base  équivalente  (n°  3o4)* 

2°.  Si  le  prisme  est  triangulaire  , comme  ABDabd  (fig.  i5o), 
en  formant  le  parallélipipède  Ac  y le  volume  de  notre  prisme 
est  égal  à son  symétrique  BDCbdc  ( n°  3o3  ) : donc  , chacun 
de  ces  prismes  a pour  volume  le  produit  de  sa  hauteur  par  la 
moitié  de  la  base  AC , ou  plutôt  par  sa  base  ABD. 

5°.  Enfin,  si  l’on  fait  passer  des  plans  par  la  génératrice  A a 
( fig.  i3i  ) du  prisme  Ad  et  par  toutes  les  autres  , il  sera  décom- 
posé en  prismes  triangulaires  de  même  hauteur;  la  somme  de 
leurs  volumes  sera  donc  le  produit  de  cette  hauteur  par  la  somme 
des  bases,  ou  par  ABC  DE. 

On  voit  aussi  que  les  volumes  des  prismes  de  même  base  sont 
comme  les  hauteurs,  ou  de  même  hauteur,  sont  comme  leurs 
bases. 

3o8.  Le  volume  Y d'un  cylindre  est  le  produit  de  sa  hau- 
teur H par  l'aire  B de  sa  base.  En  effet,  désignons  par  /3  l’ex- 
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cès  delà  base  du  prisme  circonscrit  sur  celle  du  cylindre  , et 
par  te,  l’excès  du  volume  de  ce  prisme  sur  celui  V du  cylindre  : 
B + fi  sera  la  base  du  prisme,  V - f-  et  son  volume;  d’où 
V (B  donc  V = B H , puisque  le  volume  du 

cylindre  est  la  limite  de  celui  du  prisme  (n°  1 13  ). 

3oq.  Les  pyramides  de  même  hauteur  et  dont  les  hases  sont 
équivalentes  , sont  égales  eh  volume.  Pour  le  prouver  , cou- 
pons un  tétraèdre  par  des  plans  parallèles  à sa  base  et  équi- 
distans.  Soit  ACcbaB  (fig.  1 55  ) l’une  des  tranches  : menons 
par  les  points  A , C , a,  c des  parallèles  à l’arête  Bh\  nous  for- 
merons deux  prismes  , l’un  BDFcba  intérieur,  l’autre  BACebi 
extérieur  au  tronc  : la  différence  de  ces  prismes  est  le  prisme 
DCea , qui  a même  hauteur,  et  dont  la  base  CDF A est  la 
différence  entre  les  bases  ABC , abc . 

En  opérant  de  même  pour  chaque  tranche  , on  aura  une  sé- 
rie de  prismes  d’égale  hauteur,  tels  que  De.  Or,  il  est  visible 
qu’en  partant  de  la  base  du  tétraèdre,  chaque  prisme  intérieur 
DFbB  est  égal  au  prisme  extérieur  de  la  tranche  suivante  ; ainsi, 
en  prenant  la  différence  entre  tous  les  prismes  intérieurs  et  tous 
les  extérieurs,  il  ne  reste  que  les  prismes  DCea  , depuis  la  ire 
tranche  MN  : cette  différence  est  donc  un  prisme  de  même 
hauteur  que  les  tranches  , et  qui  a pour  base  celle  BMN  du 
tétraèdre.  Plus  les  tranches  sont  nombreuses,  et  plus  la  hauteur 
devient  petite  ; on  peut  donc  rendre  aussi  petite  qu’on  voudra 
la  différence  entre  les  prismes  intérieurs  et  extérieurs,  et,  à 
plus  forte  raison  , entre  les  prismes  intérieurs  et  le  tétraèdre. 

Il  est  évident  que  ce  raisonnement  peut  se  faire  également 
pour  toute  pyramide  à base  quelconque. 

Cela  posé , soient  maintenant  deux  pyramides  P et  p de 
même  hauteur,  dont  les  bases  équivalentes  reposent  sur  le 
même  plan  : coupons-les  par  une  série  de  plans  parallèles  à ces 
bases  et  équidistans  , puis  formons  pour  chacune  les  prismes 
intérieurs.  Soient  u et  fi  les  excès  des  pyramides  sur  la  somme 
des  prismes  intérieurs,  dont  les  volumes  sont  P — u et  p — fi. 
Or , chaque  plan  parallèle  aux  bases  des  pyramides  donne  des 


VOLUMES. 


3i5 

sections  équivalentes,  puisque  ces  sections  sont  entre  elles  comme 
les  bases  (n°  278)  : donc,  les  prismes  intérieurs  sont  égaux  deux 
à deux  , d’où  P — u~p — /3,  et  (n°  m3)  P~p. 

Le  même  théorème  a lieu  pour  deux  troncs  formés  dans  nos 
pyramides  par  deux  plans  parallèles. 

3io.  Un  tétraèdre  DABC  ( fig.  1B6  ) est  le  tiers  d’un  prisme 
de  même  base  et  de  même  hauteur  : car , sur  les  trois  arêtes 
formons  le  prisme  AE  ; en  ôtant  le  tétraèdre  DABC , il  reste 
la  pyramide  quadrangulaire  DACEF.  Le  plan  CD  F forme 
deux  tétraèdres  : Y un  FDEC,  qui  est  égal  au  proposé,  comme 

ayant  même  hauteur  et  la  base  FDE  — ABC  • l’autre 

DACFz^z  DFCE , par  la  même  raison,  attendu  que  le  triangle 
A%EC~  EFC.  Nos  trois  tétraèdres  étant  équivalens,  chacun  est 
le  tiers  du  prisme. 

Donc,  le  volume  de  toute  pyramide  est  le  produit  du  tiers 
de  sa  base  par  sa  hauteur , puisqu’elle  est  décomposable  en  té- 
traèdres. 

Et  comme  le  cône  est  la  limite  des  pyramides  circonscrites, 
le  volume  du  cône  est  le  tiers  de  sa  base  multipliée  par  sa  hau- 
teur , ou  le  tiers  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur. 

On  aura  le  volume  d’un  polyèdre  quelconque  en  le  décom- 
posant en  pyramides. 

3i  1.  Le  volume  du  tronc  du  prisme  triang.  ABEF  (fig.  îby) 
est  le  produit  de  la  base  par  le  tiers  des  hauteurs  des  angles 
trièdres  F , D , E de  la  base  supérieure.  En  effet , faisons  les 
mêmes  sections  sur  ce  tronc  ABEF  qu’au  n°  3io  ; le  plan  ADC 
donne  le  tétraèdre  DABC\  le  plan  DCF  coupe  la  pyramide 
quadrangulaire  DACEF  en  deux  tétraèdres  DFCA  > DFCE . 
Or,  on  peut,  sans  changer  les  bases  A FC  , EFC , mettre  les 
sommets  de  ceux-ci  en  B , puisque  DB  est  parallèle  au  plan 
ACE{  n°  269).  Donc  on  aura  les  tétraèdre  s B CAF,  B CEF:  ce 
dernier  peut  même  prendre  CEA  pour  base  , puisque  les  trian- 
gles CEF  et  CEA  sont  équivalens.  Le  tronc  de  prisme  est  donc 
formé  des  trois  tétraèdres  DABC , F ABC,  EABC , qui  ont 


3i6 


GÉOMÉTRIE. 


même  base  inférieure  AB C , et  leurs  sommets  aux  trois  angles 
trièdres  FDE  de  la  base  supérieure;  donc,  etc.  . . Ce  théorème 
sert  à trouver  le  volume  du  prisme  tronqué  à base  quelconque. 

5 12.  Le  volume  cVun  tronc  de  pyramide  quelconque  est  com- 
posé de  trois  pyramides  de  même  hauteur  que  le  tronc,  dont 
les  bases  sont  la  base  inférieure  du  tronc  , la  supérieure  et  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  aires.  Soient  une  py- 
ramide et  un  tétraèdre  de  même  hauteur,  de  bases  équivalentes, 
posés  sur  lemême  plan;  leurs  volumes  sont  égaux.  Un  plan  pa- 
rallèle aux  bases  forme  deux  troncs,  et  coupe  le  tétraèdre  et  la 
pyramide  suivant  un  triangle  et  un  polygone  qui  sont  équivalens  , 
puisqu’ils  sont  proportionnels  aux  bases  ( 278  ) : donc  la  pyra- 
mide et  le  tétraèdre  retranchés  étant  égaux,  les  troncs  le  seront 
aussi.  Il  reste  à démontrer  le  théorème  pour  le  tronc  de  tétraèdre 
ABFE  ( fig.  1 58  ). 

Le  plan  ADC  donne  les  deux  corps  DABC  et  DA  CE  F: 
le  plan  DFC  forme  les  tétraèdres  DFEC  et  DF  AC  ; or  menant 
DG  parallèle  à AF,  ce  dernieypourra  avoirsonsommet  en  G,  au 
lieu  d e D , et  deviendra  FAGC.  Ces  trois  tétraèdres  ont  même 
hauteur  que  le  tronc;  leurs  bases  sont  ABC , DFE , AGC.  Cela 


, o rc  o 'ABC  AB  AGC  AC 

pose,  on  a (n  256,  2 ^ .46)  : 

or  les  seconds  membressontégauxà  cause  des  triangles  semblables 


FDE , ABC\  donc 


ABC  _ AGC 
AGC~~~FDE' 


Donc , etc. 


Soient  A et  B les  bases  d’un  tronc  de  pyramide  , H sa  hau- 
teur ; on  a pour  le  volume , ^ Il  (A  -f-  B -f-  \/ AB). 

Il  est  visible  que  ce  théorème  a également  lieu  pour  le  tronc 
de  cône.  Soient  R et  r les  rayons  des  bases,  A ~ ttR2,  B 
le  volume  du  tronc  de  cône  = ^ %H  ( R*  -j-  r2  -f-  Rr ) . 

3i3.  Menons  les  tangentes  AE , EF , FD  (fig.  137)  aux  ex- 
trémités des  quarts  de  cercle  AB,  BD  \ puis  IK  , ik , GH , AD, 
parallèles  à EF ; et  CE , CF.  Le  cercle  qui  a pour  rayon  l’hy- 
poténuse Ca , a pour  aire  la  somme  des  cercles  dont  les  rayons 
sont  les  côtés  ab  et  bC du  triangle  abC  ( n°  253,  4°*  ) • D’ailleurs 
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Ca~bî , bC=  be , puisque  le  triangle  CED  est  isoscèle  : donc 

cerc.  hlz=.  cerc.  ba  + cerc.  be . 

Si  l’on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l’axe  CB  , elle  engen- 
drera un  cylindre  AEFD}  une  demi-sphère  ABD , et  un  cône 
CEF ; et  si  l’on  construit  sur  les  cercles  dont  on  vient  de  par- 
ler trois  cylindres  dont  la  hauteur  soit  quelconque  /i,  l’équation 
précédente  donnera  cyl.  bl  =l  cyî.  ba-{- cyl.  be.  Le  ier  de  ces 
cylindres  est  une  tranche  de  celui  qui  est  circonscrit  à la  sphère  ; 
le  2e  est  intérieur  à la  tranche  sphérique;  le  3e  est  extérieur  à 
la  tranche  conique  ; et  si  l’on  conçoit  une  série  de  plans  équi- 
distans  dans  l’étendue  quelconque  IKHG,  on  aura  autant  d’équ. 
analogues  à la  précédente,  dont  la  somme  donnera 

cyl.  GIKH  -=.som.  cyl.  int . à la  sphère  -(-  sont,  cyl . ext.  au  cône . 

Cela  posé,  concevons,  outre  les  cylindres  intérieurs  à la 
sphère , ceux  qui  sont  extérieurs , comme  on  l’a  fait  pour  la  py- 
ramide (n°3o9).  Le  même  raisonnement  prouve  que  la  diffé- 
rence entre  tous  les  cylindres  intérieurs  et  extérieurs  se  réduit 
à la  différence  entre  le  ier  intérieur  et  le  dernier  extérieur,  ou  à 
cyl ,fg  — ■ cyl.  ab , c.-à-d.,  à une  couronne  cylindrique  , dont 
la  base  est  la  différence  des  cercles  qui  ont  fget  ba  pour  rayons, 
et  dont  Ii  est  la  hauteur  : d’où  l’on  conclut  que  cette  différence 
peut  être  diminuée  indéfiniment , et  qu’il  en  est  de  même  pour 
la  différence  a entre  les  cylindres  intérieurs  et  les  tranches  sphé- 
riques correspondantes. 

On  prouve  de  même  pour  le  cône  CEF , que  la  différence  /3 
entre  les  cylindres  extérieurs  au  cône  et  la  tranche  conique 
ee7'/,est  indéfiniment  décroissante.  Ainsi  i’équ.  ci-dessus  revient  à 

cyl.  G/AZ/==tranch.sph.gtfa'ù-{- * -f- tronc  coneee'l'l- — /3; 
d’où  (n°  n3)tranch.  sph.  gaah~cy\.  GIKH — tronc  cône  eeïl. 

Donc  la  tranche  dune  sphère  a pour  volume  celle  du  cylindre 
circonscrit  /moins  celle  du  cône , compris  entre  les  mêmes  plans 
p ara  llèle.s  ; en  sorte  que  le  volume  G gai,  extérieur  à la  tranche 
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sphérique  gaa'h  et  renfermé  dans  le  cylindre  circonscrit , est 
égala  la  tranche  conique  eeTl. 

i°.  Si  1 es  plans  forment  des  tranches  depuis  EF  jusqu’à 
AD,  on  voit  que  l’hémisphère  ABD-=^cy\.  EFDA — cône  CEF. 
Or,  ce  cône  est  le  tiers  de  ce  cylindre  ( n°  3i  o ) ; donc  l’hémi- 
sphère est  les  | de  celui-ci,  ou  la  sphère  est  les  deux  tiers  du  cy- 
lindre circonscrit , ouf  cercle  ABDy^'iAE , ou  ennemie  produit 
du  tiers  du  rayon  par  sa  surface  qui  égale  quatre  grands  cercles. 
Soit  R le  rayon  AC,  D le  diamètre  AD,  la  surface  vaut 
/çrRp , ou  ttD2  , d’où 

le  volume  Y de  la  sphère  rs  j ?rR3  ~ | nD3  (*). 

2®.  Le  rayon  de  la  sphère  , dont  le  volume  V est  donné  , est 


V 4^ 


o,62o35o5  \/V. 


3°.  Représentant  par  h la  hauteur  hf  de  la  tranche  sphé- 
rique gha a ( fig.  1^7  ),  et  observant  que  BE  ~ BC  — R, 
Ch  — he , et  Cf— fl,  le  volume  (rr°3i2)  du  tronc  du  cône 
ll'ee  = £ nh  X ( CF  + Cf  -f-  Ch  X Cf  ) . Or , on  a hf,  ou 


(*)  L’importance  de  cette  théorie  rend  utiles  les  développemens  qui  sui- 
vent. Faisons  tourner  autour  du  diamètre  AO  (fig-  05  ) le  polygone  régulier 
circonscrit  AB  DI.  . . 5 imaginons  un  système  de  pyramides  tronquées  , cir- 
conscrites à chaque  tronc  de  cotre.,  formant  un  polyèdre  circonscrit  à la 
sphère.  Il  est  évident  que  le  volume  dh  ces  troncs  de  pyramides  a pour  limite 
le  volume  des  cônes  , et  par  conséquent  celui  de  la  sphère,  ou  du  segment 
sphérique  correspondant.  Du  centre  C*  menons  à chaque  angle  polyèdre  des 
lignes  ; nous  aurons  un  autre  système  de  pyramides  , dont  la  hauteur  com- 
mune sera  le  rayon  KC.  Le  volume  entier  sera  donc  le  produit  du  tiers  de  ce 
rayon  par  la  surface  des  bases  ou  la  surface  du  polyèdre. 

Cela  posé  , soient  R le  rayon  DC  ( fig-  i/p  ) , et  l’excès  de  l’aire  du  polyèdre 
sur  celle  A de  la  sphère  ou  de  la  calotte  sphérique  DA  G,  (Z  l’excès  du  vo- 
lume du  polyèdre  sur  celui  de  ^"de  la  sphère  ou  du  secteur  CDAG  : on  a 


1 

3 


R[A  + ct]  pour  le  volume  du  polyèdre  ; donc  F -h  & — 


( n°  1 13  ) V—\  AR.  Donc  , etc. 

En  général , puisque  tout  polyèdre  circonscrit  à la  sphère  a pour  volume  le 
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h^iCb  — Cf,  dont  le  carré  h2  Cb2  -f-  Cf2  — zCbX,  Cf  donne 
Cbx  Cf=~(Cb2f~Cf2 — h 2)  : ainsi, 

tronc  cône=i  7rh  ( Cb 2 -f-  Cf) — | %h3. 

En  retranchant  du  cylindre  GIKH—  h X kBC2,  on  trouve  pour 
la  tranche  sphérique  \ 7rh  (2 BC2  — Cb 2 — Cf2)  -f-  ~ nh3.  Mais 
r et  / désignant  les  rayons  fg  et  ba  des  deux  bases,  on  a dans 
le  triangle  Cba  , BC2  ~ Cb2—  r'2  \ de  même  BC * — Cf2=r2  ; 

donc  la  tranche  sphérique  — 1 7rh(ï2  -f-  r'2)  -f- 

ou  le  volume  de  la  tranche  sphérique  est  le  produit  de  la  hau- 
teur par  la  demi-somme  des  deux  bases , plus  une  sphère  qui  a 
cette  hauteur  pour  diamètre. 

4°.  Si  le  segment  n’a  qu’une  base  / — o,  on  a 

et  observant  que  dans  le  triangle  Cab , r2—R2 {R— -A)3, 

d où  r2  = 2,Rh  -—h2 j on  trouve 

segment  sphérique  = \ %h2  (3 R — h). 

> 

5°.  Ajoutons  au  segment  sphérique  Bab  le  cône.  ....... 

Cab  —jCbx.cerc.ub-,  or  Cb=R-h , ab2=Ca2-Cb2—Q,Rh-h2\ 
ainsi,  le  cône  Cab  = ±nh  X (2/1  — h)  (R  — h). 

a secteur  sphérique  = | ?rR2h. 

produit  du  tiers  du  rayon  par  sa  surface,  il  est  à celui  de  la  sphère  dans  le 
même  rapport  que  leurs  aires.  Donc  les  volumes  de  deux  polyèdres  quel- 
conques circonscrits , sont  entre  eux  comme  leurs  surfaces.  La  méthode 
des  limites  (n°  n3)  permet  de  généraliser  ce  théorème,  et  de  l’étendre  aussi 
à tout  système  formé  de  portions  courbes  et  planes  de  surfaces  circonscrites  à 
la  sphère. 

C’est  ainsi  que  le  volume  de  la  sphère  est  les  | de  celui  du  cylindre  cir- 
conscrit , puisque  la  surface  de  l’une  est  les  | de  celle  de  l’autre  (n°  293,  40.) 
C est,  au  reste,  ce  qui  résulte  de  ce  que  ces  volumes  sont  les  produits  d’un 
grand  cercle  multiplié  par  | du  rayon  pour  la  sphère,  et  par  le  diamètre 

pour  le  cylindre.  En  comparant  le  cylindre  et  le  cône  circonscrits  h la  sphère, 
on  trouve  que  le  premier  de  ces  volumes  est  moyen  proportionnel  entre  les 
deux  autres,  puisque  ces  volumes  sont  comme  leurs  aires  (n°  a93,  5°.  ).  H m 
faut  dire  autant  de  ces  mêmes  corps  inscrits  à la  sphère. 
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Donc  le  volume  clu  secteur  sphérique  CaBa'  est  le  produit  du 
tiers  du  rayon  par  l’aire  de  la  calotte  qui  lui  sert  de  base  : h dé- 
signant la  hauteur  Bb  de  cette  calotte 

5 14.  Les  volumes  de  deux  pyramides  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  hauteurs  par  les  aires  des  bases  (n°3io).  Mais 
si  ces  pyramides  SACi  Sac  (fig.  iq5)  sont  semblables  , on  a 
À RC  Ç //2 

- (n°  278  ) ; multipliant  de  part  et  d’autre  par 
SH 


Sh 


, il  yient 


S ABC.... 
Sabc.... 


SH3 

Sh3' 


Les  volumes  des  polyèdres  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  de  leurs  lignes  homologues.  En  effet,  comme  deux 
polyèdres  semblables  Pt  p sont  décomposables  (n°  296)  en  py- 
ramides semblables  S,  s,  S'ts'...}  en  désignant  par  A , a,  A' } a ' des 

S A3  S'  A'3 

lignes  homologues  de  ces  pyramides,  on  a — = — > —,  = ... 

S CL  S CL 

D’ailleurs  tous  ces  rapports  sont  égaux , puisqu’ en  vertu  de  la 
similitude  supposée,  on  a — : 


a 


a 


r,  SS9  S"  A3  o 

Donc  - = ~ = —=...=  —3  ; d ou  ( n°  70 , o°.  ) 

£ S S CL 

S+S'+S"  +.  ..  _ 

s “h  s'  ~~h  s ~h  • • • P a6  * 

îl  sera  aisé  de  voir  que  les  volumes  des  sphères  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  de  leurs  rayons  ; que  ceux  des  cylindres  droits 
et  des  cônes  droits  semblables  (c.rà-d.,  engendrés  par  des  rectan- 
gles ou  des  triangles  rectangles  semblables  ) , sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  longueurs  de  leurs  génératrices,  ou  de 
leurs  hauteurs,  ou  enlin  des  rayons  de  leurs  bases. 

Les  polyèdres  symétriques)  ont  leurs  volumes  égaux , puis- 
qu’il est  évident  qu’on  peut  les  décomposer  en  tétraèdres  sy- 
métriques, et  que  ceux-ci  ont  des  bases  et  des  hauteurs  égales. 


ES» 


LÏYRE  QUATRIEME. 
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I.  APPLICATION  DE  L^ALGÈBRE  A LA  GEOMETRIE 

ÉLÉMENTAIRE. 


Quelques  Problèmes  su r les  Lignes, 


3l5,  Tant  que  l’Algèbre  et  la  Géométrie  ont  été  séparées, 
leurs  progrès  ont  été  lents  et  leurs  usages  bornés;  mais  lorsque 
ces  deux  sciences  se  sont  réunies  , elles  se  sont  prêté  des  forces 
mutuelles  , et  ont  marché  ensemble  d’un  pas  rapide  vers  la  per- 
fection. C’est  à Descartes  qu’on  doit  l’application  de  l’Algèbre 
à la  Géométrie,  application  qui  est  devenue  la  clef  des  plus 
grandes  découvertes  dans  toutes  les  branches  des  Mathématiques. 
( La  Grange  , Êcol.  Norm.,  t.  IV,  p.  401.  ) 

C’est  donc  en  introduisant  dans  les  formules  algébriques  les 
grandeurs  qui  composent  les  parties  d’une  figure  , que  nous 
transporterons  dans  la  Géométrie  toutes  les  combinaisons  de  l’Al- 
gèbre , et  nous  parviendrons  sans  peine  à des  résultats  qu’il  se- 
rait difficile  d’obtenir  par  la  Géométrie  seule.  Celle-ci  a l’avan- 
tage de  ne  jamais  faire  perdre  de  vue  l’objet  principal , et  d’é- 
clairer la  route  entière  qui  conduit  des  premiers  axiomes  à leurs 
dernières  conséquences  ( voy.  n°  25a  ) ; mais  l’Algèbre  offre 
bien  plus  de  ressources. 

Ces  réflexions  conduisent  à préférer  dans  la  Géométrie  élé- 
mentaire les  méthodes  directes,  celles  qui  ne  reposent  sur 
aucun  principe  étranger,  et  permettent,  pour  ainsi  dire,  d’isoler 
chaque  théorème  , en  le  présentant  comme  une  vérité  aussi 
2.  ' ai 
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claire  que  l’axiome  d’où  il  est  déduit.  Mais,  lorsque  les  ques- 
tions deviennent  plus  compliquées  , cette  méthode  , qu’on 
comme  Synthèse , perd  la  clarté  qui  est  son  plus  précieux 
avantage;  Y Analyse  reprend  toute  sa  supériorité,  et,  par  sa 
féconde  influence  , généralise  les  résultats , simplifie  les  re- 
cherches; et  lorsqu’elle  est  employée  avec  adresse,  donne  à ses 
artifices  une  élégance  et  même  une  clarté  à laquelle  le  méca- 
nisme du  calcul  semblait  s’opposer.  Les  problèmes  suivans 
serviront  de  preuve  à ces  assertions. 

3i6.  Mesurer  la  distance  d’un  point  inaccessible  D à un 
autre  point  A (fig.  îôq).  On  prendra  sur  l’alignement  AD  une 
partie  quelconque  A C , et  formant  un  triangle  arbitraire  AB  C , 
on  en  mesurera  les  côtés  AB  ~c , AC~b , BC  ~ a (*)  ; puis 
marquant  sur  BC  un  point  E quelconque,  on  dirigera  vers  D 
le  rayon  visuel  FD\  soient  AD  — x,  EC-=g}  FA  = d.  La 
parallèle  EG  à AB  donne 


BC 

CA 

AB 

a 

b 

1°. 

EC 

“ CG  " 

~EG 

, o u — 
8 

~ CG 

donc 

CG- 

— ) 

EG- 

- CA 
— — ■’  • 

a 

a 

DA 

DG 

X 

DG 

2°. 

FA 

EG’ 

ou  d 

~~  EG 

EGy 


Or  , on  a DG  = DA  — - GA  = DA  — (CA  — CG)  , ou 

b 

DG  — X ^ H i en  divisant  cette  valeur  par  celle  de  EGf 


on  trouve 


d’où 


x ax  — ah  -|-  bg  _ 

d~  cg 

X—  bd  (^Xa-\ 

\cg  — ad  J 


Il  ne  s’agira  plus  que  de  mettrepourn,  b,  c,  d et  g leurs  valeurs 


(*)  Dorénavant  nous  désignerons  les  angles  des  triangles  pav^,  B,  Ca  et  par 
<r,  b , c....,  les  cotes  qui  sont  respectivement  opposés. 


/ 
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numériques,  ou  le  nombre  de  fois  que  ces  lignes  contiennent 
leur  unité,  pour  trouver  x exprimé  en  nombres. 

317.  Quelle  est  la  relation  qui  lie  les  cotés  a,  b et  c d'un 
triangle  BAC  (fig.  32)  inscrit  à un  cercle  de  rayon  R ? Menons 
le  diamètre  BD  , et  les  lignes  JD,  DÇQe  quadrilatère  ABDC 
donne  (n°  240,  II)  2 Rb  ~ cX  CD  -fcX  JD . Des  triangles 
rectangles  B CD,  B JD,  nous  tirons  CD  y'Ç^R2, — c2), 
JD  = ^/(4/i2  — c£)  ; donc 

zRb  = c (4RÜ  — a5)  -f-  a V/(4-^2  — c2)  ; 

équation  cherchée  qui  donne  l’une  des  quantités  a,  b,  c et  R 
connaissant  les  trois  autres. 

I.  Étant  données  les  cordes  de  deux  arcs  JB , BC\  on  a 
donc  b , ou  la  corde  JC  d’un  arc  ABC  égal  à leur  somme. 

Si  les  arcs  JB  et  BC  sont  égaux,  onaa^c,  d’où 

Rb  = a \/  (4 K2  — a2)  , 

équ.  qui  donne  la  corde  b d’un  arc  , connaissant  celle  a d’un 
arc  moitié  moindre. 

II.  Trouver  le  rayon  R du  cercle  circonscrit  au  triangle  ARC. 
Élevons  notre  équ.  au  carré,  l’un  des  radicaux  disparaît;  trans- 
posons ensuite  les  termes  rationnels , et  carrons  de  nouveau  pour 
chasser  l’autre  radical , mous  trouvons 


R 


abc 


\/  4&V2  ( çd  -f-  ca  — *■  b^y 

Cette  formule  ne  se  prête  pas  au  calcul  des  log  : mais  le  radical 
affecte  la  différence  de  deux  carrés,  qui—  {o.ac-\-  n2-f-  c2— -A~) 
X(2 ac — a 2 — c2-f-^û)î  ou  [(«  -f-  c)fl  — 62]  X [b%  — {a- — «?)2J; 
chaque  facteur  soulfre  la  même  décomposition  , et  l’on  a 

abc 


R 


ou 


\C  (a -y  b c)  (a-f-  c — b)  (ù  -f-  c — d)  {uj-b — c)  ’ 

R=-  ab° 


4Vp-(p  — a)  (p—b)(p—< :) 

en  faisant , pour  abréger,  le  périmètre  2 p=  a J-  b -f-  c . 


O 1 

mSj  L , , 


02l\ 
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III.  Trouver  l' aire  z d'un  triangle , connaissant  les  trois  côtés 

fr+c’—a* 


a,  b,  c.  On  a(n°  218,  fig.  1 76)  le  segment  ADz=zx  — 


o.b 


or,  le  triangle  ABU  donne  BD~  [/(c*  — xa)  ; z~±bX,BD 
devient  donc  z = J — (F  -f*  & — aa)2J  ; 

ou  z~\/p.  (p  — a)  ( p — b ) (p  — c). 

On  a donc,  pour  le  rayon  R du  cercle  circonscrit,  /±Rz—  abc . 

IV.  Trouver  le  rayon  r du  cercle  inscrit  au  triangle.  Les 
aires  (fig,  46)  des  triangles  AO  B,  AOC , B OC  étant  a cr,  a brt 
~ ar,  la  somme  est  z~pr,  d’où  (voy.  n°  365  , VII) 

r__  f __  /CP  — a)-(P  — &)-(?•—  c) 

P V P 

3i8.  Y.  Évaluer  Paire  d'un  quadrilatère  ABCC  (fig,  39). 
Menons  la  diagonale  AC~b,  et  prenons-la  pour  base  des 
deux  triangles  ABC  , ACr C 5 h et  h'  étant  les  hauteurs  , l’aire 
demandée  est  ^b 

On  peut  encore  opérer  comme  il  suit.  Soit  AB  CD  (fig.  174)  ; 
abaissezles  perp.  DE — h,  CFz=.  K sur  !a  base  AB  ~ a \ faites 

AE  ~b)  BF—  b' , d’où  (n°  269)  l’aire  CFED  = 

a Qi+K)  {a  — b — br).  De  plus,  ADE—\bh  , CB  F = a b'h'  : 
vous  trouvez  enfin , pour  la  somme  de  ces  aires  , 

AB  CD  a (a  — b)  K + \ {a— b')h. 

Cette  équ. , facile  à appliquer,  ne  convient  plus  dès  que  l’une 
des  perpend.  tombe  hors  du  quadrilatère.  Ainsi  (fig.  175  ),  il 
faudrait  changer  ben — betb'  en  — b'  ( voy . n°*  334  et  365,  VI). 

VI.  Mener  EF  perpend.  à la  base  AC  du  triangle  ABC  (fig.  171), 
telle  que  les  triangles  AEF  , ABC  soient  dans  le  rapport  donné 
de  m à n.  Soient  b et  x les  bases  AC  y AE\  h et  y les  hauteurr 

BD  , EF)  les  aire*  sont  \ hh  , \ xy , d’où  = — . D’ailleurs 
les  triangles  semblables  AEF , ABD  donnent^  — - , en  fai- 


/ 
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«ant  AD  — k ; donc  , éliminant  y,  x = 


.Sil’on  avait 


Æ1  >ft  ou  le  point  E devrait  être  situé  vers  H , au-delà  de 
D : alors  la  perpend.  à AC  sépare  un  triangle  qui  n’est  plus 
contenu  dans  ABC  : ce  cas  arrive  quand  bm  kn , 


eu 


m k ___  AD 
H > b ~~  ÂC' 


Siq.  Connaissant  (fig.  97)  le  côté  AB  — a d’un  polygone 
régulier  inscrit , cherchons  celui  ACzrzx  d'un  polygone  régulier 
dont  le  nombre  des  côtés  est  double.  CO,  perpend.  sur  AB , 
donne  (n°  223)  AC*  = Cl  X 2 CO.  Représentant  partie  rayoft 
O/  du  cercle  inscrit  au  polygone  d^nné,  on  a CI=z  R—  s* 
et  OP  — AO 3 — AP  : donc 

x*  = 2/1  (/?  — s)  , et  2*  = R*  — i a*. 

En  faisant,  par  ex.,  a ~R,  on  a /?|/(2 — \/3)  pour -le  côte 
du  dodécagone  inscrit.  De  même  donne  (n°2o6) 

xr^R  pour  le  côté  de  l’hexagone,  etc. 

On  peut  aussi  trouver  le  côté  EF  = y d’un  polygone  régu- 
lier circonscrit,  connaissant  celui  AB  ^=z  a,  qui  est  inscrit  d’n» 
même  nombre  de  côtés.  Car  les  triangles  AOI , EOC  donnent 

OI  AI  z _ a 

OC~  EC’  °u  R — y ' 

nü 

donc  y z=z  — et  z2  = R2  — \ cd. 

C’est  ainsi  que  a — R^/a,  donne  z = \ R |/2  et  y = 2 R 
pour  le  côté  du  carré  circonscrit  ( n°  23 7 ) ; ci~R \z"5 dontie , 
pour  le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit,  y — sRy'Z t 
ou  le  double  du  côté  du  triangle  inscrit. 

32c.  Il  est  facile  de  déduire  de  ces  formules  lerapport  approché 
tc  de  la  circonférence  au  diamètre , ou  la  demi-circonférence  7r 
du  cercle,  dont  le  rayon  est  l’unité  (n°248).  Pour  cela,  poson's 
/?=  1 ( voy.  n°  347)  , nos  équ.  deviendront 

x=\/(z—2 z),  z = l/(i  — î a1),  y—0;' 
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Faisant  a~  1 , on  a,  pour  le  côté  du  dodécagone  inscrit 
x = \/(2 — v/3)~oJ5i7658.  Si  de  nouveau  on  fait  a~o,5iy6...t 
on  trouvera  x-=.  o,26io53  pour  le  côté  du  polygone  régulier 
inscrit  de  24  côtés.  Et  ainsi  de  suite. 

Quatre  opérations  semblables  donneront , par  ex.  , o,o65438 
pour  le  côté  du  polygone  régulier  de  96  côtés  ; en  mettant  cette 
valeur  pour  a dans  z et  y,  on  a le  côté  du  polygone  régulier 
circonscrit  semblable;  et  multipliant  par  48  , on  a,  pour  les 
demi-périmètres  de  ces  polygones,  3,i3p2  et  5,i 410.  Comme 
la  demi-circonf.  tt  est  comprise  entre  ces  longueurs  , on  aura 
donc  7T~  3,i4  • en  ne  prenant  que  les  décimales  communes. 

Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation , comme  la  cir- 
conférence approche  d’autant  plus  des  périmètres  des  poly- 
gones, que  l’on  multiplie  davantage  les  côtés  ( n°  246  )>  ^ fau- 
dra recourir  à des  polygones  d’un  plus  grand  nombre  de  côtés. 
Soit  en  général  calculé  le  côté  a d’un  polygone  inscrit  d’un 
nombre  n de  côtés  ; on  aura  , pour  les  demi-périmètres  de  ce 
polygone  et  de  celui  qui  est  circonscrit  semblable , 


è an  et 


an 


l/[(i  -K**)  0 — 1 a)]' 

on  en  déduit  enfin  le  nombre  ?r  donné  p.  274* 
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021 . L’art  de  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie  consiste  , 
comme  on  a pu  le  remarquer  ( nos  208,  227...  ),  à les  supposer 
résolus  , à rapprocher  les  propriétés  delà  figure  de  celles  qu’on 
connaît  et  qui  sont  analogues  ; à trouver  ainsi  la  loi  à laquelle 
les  parties  du  système  sont  soumises  , et  à en  conclure  les  in- 
connues. Ces  procédés  exigent  beaucoup  d’exercice  et  d’a- 
dresse, et  l’on  ne  peut  donner  de  règles  générales  pour  ces  com- 
binaisons. L’emploi  de  l’Agèbre,  lorsque  le  choix  des  incon- 
nues est  fait  avec  adresse,  conduit  souvent  à des  solutions  plus 
élégantes  ; on  sait  mieux  reconnaître  leur  nombre  , et  l’on  juge 
facilement  si  le  problème  est  possible  ou  non , déterminé  ou  in- 
déterminé; 
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Concevons  qu’après  avoir  résolu  un  problème  de  Géométrie, 
©n  ait  construit  la  figure  qui  en  règle  les  parties  ) qu’on  ait 
désigné  par  des  lettres  les  longueurs  des  diverses  lignes  qui  la 
composent,  et  qu’en  faisant  usage  des  principes  connus  , on  les 
ait  liées  par  des  équ.  ; le  calcul  conduira  bientôt  à la  valeur 
des  inconnues.  Cela  posé,  si  toutes  les  lignes  de  la  ligure  sont 
exprimées  par  des  nombres,  l’Arithmétique  donnera  numéri- 
quement ces  dernières.  Mais  il  est  remarquable  qu’on  peut  as- 
signer ces  longueurs  cherchées,  même  sans  le  secours  des 
nombres,  à l’aide  de  procédés  géométriques  , qui  auront  d’au- 
tant plus  d’élégance  , qu’ils  rendront  la  figure  moins  confuse. 
C’est  ce  qu’on  appelle  construire  la  valeur  de  l’inconnue. 

322.  Remarquons , avant  tout , que  le  calcul  dont  il  vient 
d’être  question  ne  peut  avoir  pour  élémens  que  des  rapports 
de  lignes  ; en  sorte  que  la  ligne  A ne  peut  y être  introduite 
qu’en  ayant  égard  à son  rapport  avec  une  autre  ligne  B , qu’on- 

peut  prendre  pour  unité  (n°  i56  ).  Alors  — représente  un  nom- 
bre abstrait,  auquel  on  peut  substituer  celui  de  deux  autres 

j4.  et 

grandeurs  quelconques  a et  b } pourvu  qu’on  ait 


Il  n’entre  donc , dans  les  calculs , que  des  expressions  telles 
^ Or,  il  suit  des  règles  mêmes  du  calcul,  que 


a c 
<3ue  Â > D 


toute  combinaison  de  ces  élémens  par  voie  démultiplication, 
division,  réduction  au  même  dénominateur,  etc.,  doit  con- 
duire à un  résultat  homogène  , c.-à-d.,  dont  les  termes  ren- 
ferment tous  le  même  nombre  de  facteurs.  Ainsi,  les  lettres 
a,  b , c....  qui  entrent  dans  une  formule  peuvent  y désigner  des 
lignes  au  lieu  de  nombres  , et  les  termes  doivent  y être  homo- 
gènes : s’il  n’en  est  pas  ainsi,  quelqu’une  de  ces  lignes,  telle  que 
r,  a dû  être  prise  pour  l’unité,  qui  n’est  d’ailleurs  qu’une  longueur 
arbitraire  et  connue  ( n°  36).  Dans  ce  cas,  on  peut  rétablir  le 
facteur  r partout  où  il  a dû  disparaître  , lorsqu’on  a posé  r — i , 
c.-à-d.,  introduire  r et  des  puissances  convenables  de  r dans  les 


T 
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divers  ternies  , ûfin  qu'ils  redeviennent  homogènes.  Pour  que  lea 
quantités 

2 ode  -f-  ah 3 ■ — d a — h 


■ y/Ç¥) 


M -f-  a‘  — c * 1 ab 

représentent  des  lignes , elles  doivent  revenir  à 

o.cdc  — 1~  cth3r  — dr^  ( a — b)r 2 //r2zh  ars 


M -f-  a3r — - cG 
En  effet,  par  ex.,  .r 


ra  + 


Z>)r2  // r2±ar\ 

âb~'  V \ ~ )* 


en  faisant  évanouir  le  ra- 


dical, donne  2x!  = i ±:  <7,  qui , en  restituant  des  puissances 
convenables  de  r , devient  2xa  ~ j*2  ih  u r.  Mise  sous  cette 
forme,  on  peut  prendre , dans  l’expression  , pour  unité  tout  autre 
signe  que  r , et  même  une  longueur  qui  n’y  entre  pas. 

Lorsqu’une  formule  sera  homogène , nous  en  évaluerons  le 
degré  par  le  nombre  des  facteurs  de  l’un  de  ses  termes,  ai  elle 
est  entière  ; on  retranchera  le  degré  du  dénominateur  de  celui 
du  numérateur,  si  elle  est  fractionnaire  ; enfin,  on  divisera  le 
degré  de  la  fraction  par  l’ordre  du  radical  qui  j’affecte,  si 
elle  est  irrationnelle.  Concluons  de  là  qu’en  général,  pour 
qu’une  fraction  rationnelle  représente  une  ligne  , c.-à-d. , soit 
linéaire , il  faut  que  chaque  terme  du  numérateur  ait  un  fac- 
teur déplus  que  dans  le  dénominateur  ; et  s'il  entre  un  radical., 
il  doit  affecter  une  quantité  de  même  degré  que  lui  : le  radical 
carré  précédera  une  fonction  du  seoond  degré , etc.*,  les  for- 
mules de  première  dimension  , c.-à-d.,  du  ier  degré,  sont 
constructibles  par  une  ligne  ; celles  de  seconde  dimension  par 
une  aire  ; enfin  celles  de  troisième  dimension  représentent  un 
volume  : et  si  elles  ne  sont  pas  homogènes,  on  les  rend  telles 
en  distribuant  des  puissances  convenables  delaligne  rqui  y a été 
prise  pour  unité. 

323.  Toute  fraction  monome  linéaire  ne  peut  être  que  de  la 


forme  x = 


ab 


ta 


bc 


x 


de  ' 


x = 


abcd 

~fs 


; celle-ci , par  ex.. 


• • » 
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équivaut  à - X^»X  -X<^;de  sorte  qu’on  voit  que  la  ligne 
d doit  être  prise  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  ppô- 


, . , abc 

duit  des  rapports  - , 7., 

e f g 

i°.  La  construction  de  x~ 


ab 


n’offre  pas  de  difficulté  ; x 

c. 

est  une  quatrième  proportionnelle  à c , a et  b.  On  sait  la  trou- 
ver ( n°  2i3,  lig.  5q  ) *,  on  pourrait  même  faire  usage  des  théo- 
rèmes (n®*22i  et  22.4  j. 

20.  Pour  x — , on  cherchera  une  ligne  k ~ ~ , et  l’on 

de  a 


aura  x — — ) ainsi  deux  4e*  proportionnelles  donneront  x. 
e 

ahed  . „ . 7 ab 

— 7 r-  se  construit  en  taisant  k — — . 
efg  e 


3».  De  même  x 


, cd  ,,  kl 

l -fT  . et  1 on  a x . 

/ g 

Et  ainsi  de  suite. 


. Il  faut  trois  constructions. 


324.  Pour  la  fraction  polynôme  x — 
dénominateur  étant  monome  , on  écrit  x 


bc  -f-  def  — phi 


hn 


le 


abc  def  phi 

r.  ~ ~ • ■ ■ ■ * — ^1^'  "■  — >**=•*=**  — - — - — 

hn  Im  hn 


on  construit  chaque  fraction  à part , et  l’on  a trois  lignes  à ajou- 
ter ou  à soustraire. 

, cd h a 

Cependant  si  l’on  a x — * , il  sera  plus  court  de  faire 


x 


(a-+?b)  (a — b)  , , . , , . 

■=. — , c.-a-d.,  de  chercher  une  4 proportion- 

(y  , 

nelle  aux  lignes  c,  a et  a — b. 

325.  On  rend  le  dénominateur  monome,  lorsqu’il  ne  l’est 

pas,  en  l’égalant  à un  seul  terme  de  même  dimension,  dont 

on  prend  à volonté  tous  les  facteurs  , excepté  l’un  y qui  y est 

inconnu , et  qu’on  détermine  ainsi  qu’il  vient  d’être  dit.  Par  ex.* 

abc  -f-  def  r it  t 
pour  x = ‘"  fr  ^ cy>  on  fera  ab  4 cd  = ay  ; 


33o 

d’où 
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Clbc  . drf 
X = -f 

ay  ay 


bc  def  7 câ 

- + et_y=H 

y °y 


CL 


Cette  dernière  équ.  donne  y ; la  ir0  fait  connaître  x. 

abc 2 + cfh  — m3p  c , 

Four  x = — -7 7 -j — ' , on  rera  le  dénominateur 

q2i  — klq  -f-  cmd 

q*i  — ïdq  -\-cmd~qy  ; d’où  l’on  tirej/=i  — — -f-  rS  une 
fois  y connu , on  a 

_ abc 2 qh  mdp 

x ” <?y  rY  ~~Vÿ 

Le  choix  des  facteurs  de  l’inconnue  y se  fait  quelquefois  de 
manière  à rendre  les  constructions  plus  simples  ; un  peu  d’a- 
dresse et  d’exercice  facilitent  l’application  du  principe  général  : 


ainsi  x ~ 

ab 

’ ~~  i 

c 


abc' 2 — a2  b2 
abc  -f-  c3 


devient  x 


m(c  — m) 
c -j-m 


en  faisant 


m 


32 6.  Les  Constructions  fadicales  se  ramènent  à la  forme 


[/ (ab)  ou  {/(a.2  dz  b2)  : 

\/(ab)  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  a et  b ; on  la 
construit  comme  il  a été  dit  n°  222  (fig.  70)  , on  pourrait  aussi 
la  trouver  à l’aide  des  théorèmes  ncs  223  , 226. 

Quanta  \/(a2dtù2),  c’est  un  côté  d’un  triangle  rectangle 
dont  a et  b sont  les  autres  côtés.  Pour  [/(a2  -f  b2)  , on  prendra 
(fig.  67)  AB  ~a  , AC  rrr  b sur  deux  lignes  indéfinies  AB , AC 
à angle  droit;  l’hypoténuse  BC  est  y (a2-\-b?).  De  meme, 
pour  \/(a 2 — b2) } on  tracera,  comme  ci-dessus,  les  lignes  AB 
et  AC  ; on  prendra  AB  b ; puis  du  centre  B avec  le  rayon 
BC~a , on  marquera  le  point  C , AC  sera  \/(a 2 — b2).  Ou 
autrement,  sur  la  ligne  BC  — a comme  diamètre,  on  décrira 
le  demi-cercle  ABC  ; puis  du  centre  B avec  le  rayon  AB  = b , 
on  marquera  le  point  A ; AC  sera  \Z(a2  — -b2). 

327,  Pour  construire  toute  quantité  affectée  d’un  radical 
carré,  comme  elle  doit  avoir  deux  dimensions,  on  l’égalera  à 
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un  produit  ay  ; a étant  une  quantité  qu’on  choisira  à volonté  , 
et  y une  inconnue  ; on  aura  alors  x — j/(qy).  La  valeur  de  y 
se  déduira  aisément  ; elle  sera  une  fraction  qu’on  construira  par 
les  principes  ci-dessus. 

' ab 2 -f-  cd2\  r ab 2 -J-  cd 2 

) ; on  fera  — -1 — = ay . 

ô + c )'  b+c  J’ 

cd 2 


Soit,  par  ex.,  x 

b 2 


d’où  y 


■f- 


; on  construira  y par  une  3e  et 


b -f-  c ' a(b c) 
deux  4es  proportionnelles  : enfin  on  aura  x = \ /(ay). 

Au  reste,  le  procédé  général  se  simplifie  souvent,  avec  un  peu 
d’adresse  -,  ainsi , pour  \/{ac  -fi-  b d ) , on  fera  bd=.  ay  , d’où 
bel 

y ~ — et  x = Y \jl  Cc  “f*  y)]*  niême  x~y{ab  -f-  bc)  de- 

CL 

vient  x =r  [/[  (a-j-c)bj.  Voy.  aussi  (n®329,  Y)  la  cons  truc- 
tionde  \/©’ etc' 

3^8 . Quoiqu’on  puisse  construire  par  cette  voiex~  y (azdzb7) , 
cependant  la  construction  du  triangle  rectangle  donne  une  solu- 
tion plus  simple  : c’est  pourquoi  il  arrive  souvent  qu’on  ramène 
à cette  forme  les  quantités  radicales,  Ainsi,  x —y (cd  dz  bc) 
devient  x ~ \/ [a2  dz  ya)  , en  faisant  y2^=bc  , d’où  y~y(bc). 

De  même  x ~ \/(az  -f-  F-f-"6'2  + da...)  se  construit  ainsi.  On 
fait  y — y ( ad  -fi-  bu)  ; sur  les  côtés  AB  , #6’  de  l’angle  droit# 
(fig.  160)  , on  prend  ABz=zay  BC^=zb  ; l’hypoténuse  AC  esty. 
On  a x — yty*  -f*  ca-f-  d2d~-  • ♦ ♦ ) ; on  faity'  — ^/(y2  -h  c2)  : 
ainsi,  sur  DC  perpend.  à AC , on  prend  CD~  c}  et  AD  esty \ 
•d’où>r^:^/(y'2-4"  4— *0j  et  ainsi  de  suite.  La  dernière  hypoté- 

nuse ^Festx.On  construit  d’une  manière  anlogue^/72  et  , 
n°  329  , IX  et  Y. 

Pour  x=^\/(ac — fg  -j-  mc\  ”4"  rcQ,  on  fera  indifféremment 
ou  uc  — fgdr  aiq  4-  rd  — ay  , 


d’où 
ou  bien 


y 


— & + *01  + rA 


et  x 


i /(«y); 


a a a 
aç  ~yz } fg  = zz , mq  C , rd^difj 
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d’où  xz=[/(y*-\~  t&  4-  ua  — z5')  ; et  la  construction  precedente, 


convenablement  modifiée,  donnerai. 

Enfin,  si  l’on  a x — */  \^cd  — f1  — \~~Td)  5 on  Posera 

y 2 s=;jf2  ^ g , d’où  x —^/(a3  — y%)  : il  ne  restera  plus  qu’à 

obtenir^.  On  fera  e3  4 & = a®  et  ab  4 — *a  i s et  t se  trou- 

veront  aisément,  et  l’on  aura  — y-, 

52g.  Appliquons  ces  principes  à quelques  exemples. 

I.  Partager  une  longueur  AC  ( fig.  1 6 j ) en  deux  parties  CB  , 
AB,  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  donné  de  m à n. 
Soient  AC=a,  CB  = x}  on  a ABcz-a — x,  et  d’après  la 

x 

condition  prescrite , — a 

CL  1 «>E 

ligne  quelconque  EC , on  prendra  CD~  m,  ED  — n,  si  m et 
n sont  des  lignes  *,  si  ce  sont  des  nombres , on  portera  une  ou- 
verture de  compas  arbitraire  m fois  de  C en  Z),  et  n fois  de  D 
en  E . On  mènera  AE  et  sa  parallèle  BD  j B sera  le  point 
cherché. 

II.  Etant  données  deux  parallèles  BC , DE  ( fig.  162  ) et  un 
point  A , mener  par  ce  point  une  oblique  AI,  telle  que  la  partie 
IK , comprise  entre  les  parallèles,  soit  de  longueur  donnée  = c. 
Menons  AG  perpend.  sur  DE , et  faisons  AG—  a , FG~bs 

AJ  T K AI  c 

~~  b 5 


m ,,  , am  „ 

-,  dour  = bur  une 

n 771  4 71 


l’inconnue  GJ 


on 


3 AG 


FG 


r>  > 


OU 


a 


a 


puis  AP  ==  u2  4 x3;  donc  x r=  rh  j [/( [c 3 — à3).  On  voit  d’a- 
bord que  le  problème  est  impossible  quand  b est  }>  c , ou 
.FG  IK.  Pour  construire  cette  valeur,  du  centre  F on  décrira 
l’arc  HE'  avec  le  rayon  c;  GII  sera  ^/(c2  — F)  ; 4/ parallèle 
à FH sera  la  ligne  cherchée,  puisqu’on  voit  que /G  est  4e  pro- 
portionnelle à b,  a et  GH. 

Il  y a une  seconde  solution  en  AJ'\  c’est  ce  qu’indique  le 
double  signe  de  la  valeur  de  x (uoy.n0  338). 

III.  Etant  donnés  deux  points  A et  B (fig.  1 63  ),  et  une 
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droite  DD' , décrire  un  cercle  qui  passe  par  ces  deux  points  et 
soit  tangent  à la  droits  II  suffit  de  trouver  le  point  Dde  contact. 
Soit  donc  prolongée  la  ligne  AB  en  C , et  fait  CD~x  , 67=  a, 
IB  — bt  /étant  le  milieu  de  AB.  La  tangente  CD  donne 
( n®  225)  x*—CA  X CB  ~ (i a — b ) (a- f-ù),  d’où  x=y/ (a2 — ùa)  „ 
Sur  l’hypoténuse  CI  on  tracera  le  triangle  rectangle  IEC,  dont 
b et  x sont  les  côtés  de  l’angle  droit , en  décrivant  le  demi-cercle 
CEI , prenant  EI~AI\  CE  sera  x — CD.  Il  y a une  2e  so- 
lution en  D' , à cause  de  la  valeur  négative  de  a;  (n®  337  )• 

IV.  Deux  parallèles  AE' , BF  { Gg.  i£>4)  ^êur  perpend. 
AB  étant  données,  mener  une  sécante  EF , telle  que  AC , 
moitié  de  AB  , soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  seg- 
mens  AE  , B F.  Soient  AE~x  , BFz=zy  , AC  — a ; on  a 
cf  — xy  : le  problème  est  donc  Indéterminé  (n°  117),  et  le 
nombre  des  solutions  infini.  Parmi  les  diverses  manières  de  les 
obtenir  , la  suivante  est  assez  élégante. 

Soit  CD  ~ r,  D étant  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  cher- 
chée EF , a vee  CD  perpendiculaire  sur  AB  en  son  milieu  C ; 
//'  perpend.  à CD  donne  les  deux  triangles  égaux  EDI , ÏDF\ 
ainsi  jy  = r+  IE  , x = r—  IE , d’où  xA-y^  2r.  Eliminant^ 
de  au  xy , on  a x2,  — 2rx  = — a2  ; r est  ici  arbitraire  , et 
l’on  a x r a2).  On  devra  donc  prendre  ie  point  D, 

tel  que  r soit  a,  ou  CD^>  AC  : le  cercle  décrit  du  centre  D 
avec  le  rayon  r donne  EI~\/{r 2 — c2)  ; donc  les  points  E et  F 
d’intersection  satisfont  à la  condition,  ainsi  que  E'  et  F*. 
Chaque  centre  D donne  ainsi  deux  solutions  EF , E'E. 


V.  Par  le  point  A ( fig.  iG5  ),  mener  une  corde  BAD  dont 
les  segmens  BA,  AD  aient  entre  eux  un  rapport  donné  ~ , 


Menons  le  diamètre  H AG  ’ soit  CJ7— r,  CA~b}  AD -z=z  x : 
on  a HA  X AG  ~BA  X AD,  d’où  r2 — b*=,x'X'BA  • mais, 

mx  tîix 2 

par  condition,  B A = ;donc = râ  — ù2.  Faisons 

n n 


r2 — b'1  = nous  aurons  x 


— , quantité  facile  à con- 
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struire.  On  pourrait  lui  donner  la  forme  x ==  — t/ (mn)  , et  il 

m 

faudrait  trouver  une  moyenne  et  une  4e  proportionnelle  ; mais 
on  doit  préférer  le  procédé  suivant.  Remplaçons  le  rapport  de 

72, 

par  celui  des  deux  carrés  : sur  une  ligne  indéfinie  (lig.  i66), 
m 


DF 


m 


prenons  DF  et  FE , tels  qu’on  ait  ; décrivons  le  de- 

mi-cercle DAE , puis  menons  AF  perpend.  sur  DE  , et  les 

AD 2 DF  m 


cordes  AD  , AE  ; nous  aurons 


AE2 


FE 


Tl 


( n°  223)  'y 


ainsi  x 


k X AE 
ÂD~~ 


: prenons  donc  AB  = k sur  AD , prolongé 


s’il  est  nécessaire;  AC,  parallèle  à DEy  donnera  AC~x 
( n°  2i3). 

VI.  XJn  polygone  étant  donné , en  construire  un  semblable 
les  aires  étant  dans  le  rapport  connu  de  m à n.  Nommons  A 
l’un  des  côtés  du  polygone  donné  , x son  homologue  inconnu; 
les  aires  étant  \\  m\n  d’une  part,  et  aussi  ::  sP  \ x 2 de 

^ 7Tb  J 11 

l’autre  (n°  262)  ; on  a — = — ,d’où  :r  = / — . On  vient  de 

x 11  y ni 

construire  cette  expression  ( lig.  166  ) ; ainsi  x est  une  longueur 
connue.  II  ne  reste  plus  qu’à  former,  sur  le  côté  x homologue 
à A , une  figure  semblable  à la  proposée  ( n°  241  )•  La  même 
construction.s’applique  aussi  aux  cercles  ( n°  263,  3°.)  ; m et  11 
sont  ici  des  lignes  ou  des  nombres  donnés. 

Pour  trouver  le  rapport  de  deux  figures  données  semblables , 
ABC. . .,  abc.  . . . ( fig.  q3  ),  on  prend  sur  les  côtés  d’un  angle 
droit  DAE  (fig.  166)  des  parties  AB , AC  égales  à deux  lignes 
homologues  des  figures  proposées  : la  droite  AC  est  coupée  par 
sa  perpend.  AG  en  deux  segmens  AG,  CG,  qui  ont  le  même 
rapport  que  ces  figures. 

VIL  Cherchons  une  figure  X semblable  à une  autre  P et  équi- 
valente à une  3e  Q ; P et  Q sont  donnés.  Prenons  un  côté  A de 

P A 2 

P , et  soit  x son  homologue  inconnu  ; on  a — = — , d’où 

.^v.  AO 
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PA*. 

Q = — : . puisque  X — 

carrés  équivalens  à P et  Q (n°  207  ),  ou  deux  carrés  M1  et  N& 
qui  aient  même  rapport  que  ceux-ci  (iig.  160  ) ; il  eu  résultera 


Q.  Soient  M et  N les  côtés  de  deux 


M__A 
N ~ x 


ainsi  x est  4®  proportionnelle  à M , N et  A . 


VIII.  Trouver  deux  II  qrnes  x et  y,  qui  aient  même  rapport 
que  deux  parallélogrammes  donnés.  Les  bases  étant  B } b}  le$ 


hauteurs  Ht  h , on  doit  avoir  - 

y 


x » 


BH 


bh 


. Si  l’on  donne  y,  un® 


construction  facile  ( n°  323)  fera  connaître  x.  Mais  si  ces  deux 
lignés  sont  inconnues  , l’une  est  arbitraire,  et  l’on  peut  prendre 

B H 


yz=.bi  d’où  x 


; x est  alors  une  4e  proportionnelle  à h 9 


H et  B.  Ce  problème  revient  à construire  un  rectangle  hx, 
dont  on  a la  hauteur  h , et  dont  l’aire  équivaut  à celle  d'un 


rectangle  donné  BH. 


IX.  Pour  construire  [/ n , on  peut  prendre  une  moyenne 
proportionnelle  (n°222)  entre  71  et  1 . On  remarque  (nos  236, 23/) 
que  si  l’on  décrit  le  cercle  qui  a l’unité  pour  rayon,  en  y inscrivant 
un  carré  et  un  triangle  équilatéral,  leurs  côtés  sont  \/u  et^/3. 

Quant  à [/5 , y/6 , la  construction  (n°  3â8)  s’applique  à 

cette  recherche  ; car  , sur  l’angle  droit  CB  A ( fig.  160)  , pre- 
nons A I)  == 2 , CB  = 1,  on  aura  AC=z\/ 5.  De  même  CDz=.  i9 
donne  AD  = \/6  > etc. 


33o  L’équation  du  second  degré  xa  -f-  px q , suppose 
une  ligne  r prise  pour  unité  ( n°  622  ) ; il  faudrait  donc  rem- 
placer q par  qr  , ou  plutôt  par  en  faisant  m2  ==  qr . Les  ra- 
cines de  x2  4-  px  = ni2  sont  x~  — £ p zh\/(ms~f-  -j  p2)  ; on  les 
construit  aisément  d’après  les  procédés  généraux  que  nous  avons 
indiqués  ; mais  il  est  plus  élégant  d’opérer  comme  il  suit. 

i°.  Si  l’on  a x 2 — px  = — m2  , comme  m2  ~ x(p  — x), 
m est  moyen  proportionnel  entre  x et  p — x.  On  élève  (Hg.  167) 
AD  = 771  perpend,  sur  AB  = p , puis  l’on  décrit  la  demi- 


» 


336  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

circonférence  AEB  sur  le  diamètre  AB\  DE'  parallèle  à AB 
donne  les  points  E , E' , pour  lesquels  la  perpend.  EF  ou  E'F' 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmens  du  diamètre. 
Les  deux  racines  sont  donc  x •=.  AF  et  x — AF'. 

2°.  Si  l’on  a x 3 — px  — m2 , comme  m est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  x et  x — p , avec  le  rayon  AD=  | p (fig.  79),  on 
décrira  le  cercle  AEE' , puis  prenant  sur  la  tangente  une  lon- 
gueur AC~m,  la  sécante  CE'  passant  par  le  centre,  donne 
x = CE'  et  = — CE  , puisque  m2  = CE  X CE'. 

5°.  Si  l’onaxa-|-px=:±?n5}  on  fera  la  même  construc- 
tion que  dans  les  cas  précédens  ; seulement  les  racines  sont  chan- 
gées de  signe,  puisqu’il  suffit  de  changera  en  — x , pour  retom- 
ber sur  les  équ.  déjà  traitées. 

X.  Soit  proposé  , par  ex. , de  mener  par  le  point  A la  corde 
BD  ( fig.  i65  ),  dont  la  longueur  soit  donnée  = c.  Conservant 
îa  notation  du  problème  "V  , nous  avons  encore  rÀ  — b% , ou 
k*~xX,  B A ; par  condition  , BAz=zc — x\  donc  k2—  (c — x)x. 

XI.  Étant  données  deux  lignes  DC—  a,  AC  — b (fig.  76)  , 
former  sur  ACun segment  CB—X,  telqu’on  ait BC2—ABy^DC , 
ou  x2  — a X AB.  Comme  AB  = b — x , onar1  *f  clx  — ab . 
Sur  le  diamètre  AD,  soit  décrit  un  cercle  DF  A ' , et  abaissé  la 
perpend.  FC  — m ; on  a m2  ==  ab,  d’où  x(x  -f-  a)  — m2.  Ainsi 
onélevera(fig.  79)  sur  AC  — m une  perpend.  AD—\  a ;du  cen- 
tre D on  décrira  le  cercle  EAE' , et  on  mènera  la  sécante  E'C, 
EC  sera  x,  et  E'C^=  x -f-  a. 

On  peut  encore  prendre  le  milieu  E de  DC  (fig.  76  )•  Alors 

BC~x  — BE  — EC,  BD  — x+a  — BE  + EC. 

Le  produit  est  x(x  -f-  a),  ou  m2  ~ BE 2 — CE2  = FC2,  en  pre- 
nant BE  — FE. 

Lorsque  DCz=l  AC , la  proposée  devient  BC2z ~ AB  X AC, 
et  B coupe  AC  en  moyenne  et  extreme  raison,  problème  qui 
est  un  cas  particulier  du  précédent.  On  retrouve  alors  les  cons- 
tructions delà  pag.  2G0. 

33i.  Pour  construire  les  formules  de  deux  dimensions , on 
les  réduit  à deux  facteurs  BD  (comme  n°  327)  ; l’un  est  la 
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fease  , l’autr^  la  hauteur  du  rectangle , dont  l’aire  a pouf  valeur 

l’expression  proposée.  Ainsi,  pour  x = \/cd(e?  — ~b*)  , on  fera 
aa  — ba~  B % ccl  =z  H2 , B et  H seront  des  lignes  faciles  à trou- 
ver , et  l’on  aura  xt=z  B H , rectangle  connu. 

Mais  si  l’on  veut  que  l’aire  cherchée  soit  un  parallélogramme 
ou  un  triangle...,  comme  la  base  et  la  hauteur  ne  suffisent  plus 
pour  déterminer  la  figure,  le  problème  admet  une  infinité  de 
solutions,  et  n’est  déterminé  que  si  l’on  donne  une  autre  condi- 
tion , telle  qu’un  angle  , ou  le  rapport  des  côtés,  etc. 

Pour  former  un  triangle  équivalent  à un  cercle  dont  le  rayon 
est  R on  prendra  R pour  base  > et  la  hauteur 

une  ligne  h égale  à la  demi-circonfér. , ou  h—wR 

Ces  valeurs  se  construisent  par  la  fig.  166 , et  il  reste  ensuite  à 
tracer  un  triangle  dont  un  angle  est  quelconque. 

3ôq,  Toute  formule  a trois  dimensions  se  réduit  à un  pro- 
duit de  trois  facteurs,  oc  — - j4BCy  qui  sont  les  dimensions  d’un 
paiallélipipede  rectangle,  dont  le  volume  est  x.  On  peut  aussi 
construire  cette  expression  par  un  cube , ce  qui  Constitue  la 
Cubature  du  corps  , ou  par  des  tétraèdres , des  cylindres , etc» 

t 

Sur  les  Signes  des  quantités  dans  V Algèbre  appliquée 

à la  Géométrie . 


sera 


a*  / rrt 

~ V 


333.  Lorsque  deux  figures  ne  diffèrent  l’une  de  l’autre  qus 
par  la  grandeur  de  leurs  parties  , qui  y sont  d’ailleurs  disposées 
dans  le  même  ordre , on  dit  que  ces  figurés  sont  Directes.  Si 
les  quantités  b , c,d. , . x,  qtii  composent  la  ire,  sont  liées  par 
uneéqu.X  — o,  elle  a également  lieu  pour  la  2e.  Mais  si  les 
deux  figures  diffèrent  en  outre  par  la  disposition  de  quelques- 
unes  de  leurs  partes,  de  sorte,  par  ex.,  qu’on  ait  x = a — b 
dans  la  1 , et  x =6  *—  a dans  la  2e,  on  dit  alors  qu’elles  sont 
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Indirectes  (*).  L’éq.  X=o,  qui  a lieu  pour  l’une,  peut  avoir 
besoin  de  quelques  modifications  pour  devenir  applicable  à 
l’autre  ; c’est  ce  qu’il  s’agit  d’examiner. 

En  nommant  x le  segment  CD  (fig.  176  et  177)  formé  par 
la  perpend.  BD  sur  la  base  AC  du  triangle  ABC  , et  a,  b}  c les 
côtés  opposés  aux  angles  A,  By  C t on  a (pag.  264) 

BD1  — C — AD*  — a?  — x*  , c*  = a*  -f-  Al)1  • — x 2. . . (1). 

Mettant  pour  AD  sa  valeur  AC — CD  = b — x (fig.  176)^ 
ou  SIC  -f-  CD  — b -}~  x ( fig.  177)  , on  a 

c*  a*  -f-  b* — -zbx,  ou  c*  — a*  -fi-  b*-{~  sbx. . . (2). 

Les  fig.  176  et  177  sont  indirectes  , puisque  x —b  — AD  dans 
l’une,  et  x — AD  — b dans  l’autre  : chacune  des  formules  O) 
n’est  directement  applicable  qu’à  l’une  des  fig.  Mais  la  for- 
mule (1)  appartenant  à l’une  et  à l’autre  , la  substitution  de  la 
valeur  de  AD  y a seule  introduit  des  différences  qui,  ne  pro- 
venant que  du  signe  de  x , montrent  que  l’une  de  ces  équ.  (2) 
doit  se  déduire  de  l’autre  en  changeant  a:  en  — x. 

534.  En  général,  si,  entre  les  quantités  a , ô,  c..,  x qui 
composent  deux  figures  indirectes,  on  a les  é,qu.  X = o pour 
l’une,  et  X'  — o pour  l’autre,  il  faut  qu’il  y ait  au  moins  une 
ligne  , telle  que  a , qui  soit  la  somme  dans  la  ire  fig. , et  la  dif- 
férence dans  la  2e,  de  deux  autres  b et  x ; de  sorte  que  a ~b  — x 
pour  l’une,  et  a — b -f-  x pour  l’autre.  Or,  on  peut  toujours 
concevoir  une  troisième  équ.  Y—  o,  vraie  pour  l’une  et  l’autre, 
et  telle,  qu’on  en  déduise  X = o,  ou  l'rro,  suivant  qu’on 
y mettra  b -f-  x , ou  b — x pour  a . 

Or,  ces  valeurs  de  a ne  différant  que  par  le  signe  de  x } X 
et  X'  doivent  se  déduire  l’une  de  l’autre  en  changeant  x en — x. 
S’il  y avait  plusieurs  quantités  indirectes , il  faudrait  en  dire 


Y)  Carnot , qui  est  l’auteur  de  cette  the'orie  , qu’il  a développée  dans  sa 
Géométrie  de  position  , nomme  corrélatives  directes  les  figures  directes,  et 
corrélatives  inverses  les  figures  indirectes.  Consultez  cet  excellent  ouvrage* 
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autant  de  chacune  d'elles.  Indiquons  les  moyens  de  reconnaître 
c es  quantités.  Si  l’on  fait  varier  la  position  des  points  de  la  2 e lig., 
pour  la  rendre  directe  avec  la  ire,  eu  comparant  les  deux  va- 
leurs x — b — - aet  a — b , on  voit  que  a a dû  devenir  b , 
de  <[  b qu’il  était;  et  comme  la  variation  s’est  faite  en  suivant 
la  loi  de  continuité  , il  faut  qu’on  ait  eu  a — b : ainsi  je  a dû 
devenir  nul. 


Par  ex. , si  C(fig.  176)  se  meut  vers  D et  dépasse  ce  point , 
afin  que  la  fig.  soit  rendue  directe  avec  177;  CD , on  a;  a été 
nul  lorsque  C a passé  sur  Z>. 


x peut  être  — 


K 


pour  l’une  des  Gg.,  et  = 


K 


pour 


a — ■ b “ w ' ü ■ — a 

Y autre  ; alors  x aurait  passé  par  l’inGni.  C’est  donc  le  propre  des 
1 quantités  indirectes  de  ne  pouvoir  être  rendues  directes  par  le 
mouvement  continu  des  parties  de  lune,  sans  se  trouver  dans 
V intervalle  devenir  zéro  ou  infini . 

Lors  donc  quon  a une  équ.  X — o entre  les  lignes  b , c. . .x 
d’une  figure  , pour  obtenir  celle  X'  — o , qui  convient  à une 
figure  indirecte  y il  faut  simplement  changer  le  signe  des  quan- 
tités indirectes  : on  reconnaît  celles-ci  en  faisant  mouvoir  les 
lignes  de  l’une  des  figures , pour  la  rendre  directe  avec 
l autre;  on  distingue  alors  quelles  sont  celles  des  lignes  b,  c...  x 
qui  passent  par  zéro  ou  par  V infini ; ces  dernières  peuvent  seules 
être  indirectes , 


Mais  ce  caractère  peut  s’offrir  sans  que  , pour  cela,  les  lignes 
qui  les  présentent  soient  indirectes  ; il  faut  en  outre  que  les  rela- 
tions qu’on  tire  des  deux  figures  , à l’aide  des  théorèmes  con- 
nus , servent,  par  leur  comparaison, à distinguer  les  quantités 
indirectes  , pour  leur  attribuer  ensuite  des  signes  contraires. 
C’est  ainsi  qu’après  avoir  reconnu  que  CD  = x devient  zéro 
( fig.  176),  quand  C coïncide  avec  Z),  on  doit  ensuite  tirer  les 
valeurs  de  CD  , qui  sont  AC  — AD  (fig.  176)  , et  AD  — AC 
(fig.  177)  ; ce  qui  montre  que  r a un  signe  dilférent, 

535.  Appliquons  cette  théorie.  Dans  le  triangle  ABC( fig.  172), 
menons , par  un  point  donné  D 3 une  droite  DF?  et  cherchons  1© 


9 O 


34o 

rapport  te 
AC-=zbt 

AI~d} 
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des  deux  triangles  ABC , AEF\  faisons  BC~ay 
AB^c\  menons  DI  parallèle  à AC , et  soient 


£>/=/,  AF=zx. 


Le  rapport  a est  — 


AE  X AF 
AC  x AB 


( n°  264  ).  Or  , les  triangles  semblables  AEF  , DIF  donnent 

AE  =2  -Æ--  d’où 
x a 


ubc(jx  +r/)=  fx* . . . . 

Cette  équ.  suppose  que  le  point  Z)  est  dans  l’angle  IAC  ; mais 
si  ce  point  est  en  D ' dans  l’intérieur  du  triangle  , on  aura  une 
figure  indirecte  à la  ire.  Faisons  mouvoir  D vers  D' , DI  de- 
viendra L'I'f  sans  que  es,  b,  c,  ni  f aient  passé  par  o ou  00  : 
^/devenant  AI'y  a pu  seul  être  indirect,  et  l’est  en  effet,  puis- 
que AI  ~ IB  — AB  et  AE  r=zAB  — I'B.  Notre  équ.  n’est 
donc  applicable  à ce  cas  qu’après  avoir  changé  d en  — • d ÿ 
savoir,  abc  (x  — d)  z=zfx*. 

Et  si  Dr  se  transporte  en  D",  D'E  passera  par  zéro  pour 
être  D" I"  , on  s’assure  ensuite  que  D'I'  est  indirect,  et  qu ef 
doit  être  changé  de  signe , tandis  que  a , b}  c,  d restent  comme 
ils  étaient;  d’où  abc  (d — x)—fxu.  Ce  cas,  comparé  au  Ier, 
a comporté  deux  indirectes  d et  f : EF  l’est  pareillement  ; 
mais  cette  ligne  n’étant  pas  exprimée  par  l’une  des  lettres  du 
calcul,  il  n’a  pas  été  nécessaire  d’y  avoir  égard. 

Enfin,  si  la  droite  DF  doit  couper  l’angle  F'  A Ef  (fig.  ijZ  ), 
il  est  aisé  de  voir , en  faisant  tourner  DF  pour  devenir  DE' , 
que  AF  deviendra  AFf  en  passant  par  zéro  , et  qu’il  faut  chan- 
ger x en  — x dans  l’équ.  ( A)}  ce  qui  la  change  en  la  précé- 
dente. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  traiter  directement  chaque  cas  , et 
d’arriver  aux  équ.  correspondantes  : la  théorie  que  nous  expo- 
sons est  précisément  destinée  à éviter  de  recommencer  ainsi  les 
calculs , et  à prouver  que  l’une  des  équ.  renferme  toutes  les 
autres  , et  qu’on  peut  en  déduire  celles-ci  par  de  simples  chan- 
gemens  de  signes.  Conformément  à l’esprit  de  l’Algèbre , une 
même  équ.  renfermera  donc  tous  les  cas  ; il  ne  faut  que  savoir 
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interpréter  cette  langue  pour  en  conclure  toutes  les  circonstances 
que  peut  offrir  la  question. 

536.  Comme  toute  équ.  doit  donner  la  valeur  de  l’une  des 
lettres  qui  y entrent , il  se  peut  que  précisément  cette  lettre 
soit  celle  qui  a dû  subir  le  changement  de  signe  pour  pouvoir 
s’appliquer  à la  figure  proposée  ; alors  on  en  tire  une  valeur 
négative  , telle  que  x — — a,  dont  il  est  aisé  de  comprendre  le 
sens.  En  effet,  pour  obtenir l’équ.  X — o,  on  a dû  supposer  le 
problème  résolu , et  construire  une  figure  d’après  l’état  hypo- 
thétique des  données  et  de  l’inconnue.  La  solution  négative 
qu’on  obtient  annonce  que  la  figure  supposée  ne  peut  s’accor- 
der avec  la  question,  et  qu’en  formant  cette  figure  et  la  prenant 
pour  base  des  raisonnemens , on  a introduit  des  conditions  con» 
tradictoires.  Si  l’on  change  x en  — - x,  l’équ.  X'  ~o  n’appar- 
tiendra plus  qu’à  une  figure  indirecte;  c’est  à celle-ci,  et  non  à 
ïa  figure  supposée,  que  convient  la  solution  x~a.  On  devra 
donc  faire  mouvoir  les  points  de  cette  dernière,  jusqu’à  ce  que 
X'=  o convienne,  en  faisant,  bien  entendu,  passer  par  o ou  oo 
quelques  lettres.  Alors  c’est  à la  figure  ainsi  modifiée  que  con- 
vient la  solution  x — a. 

Appliquons  ces  considérations  à divers  exemples. 

I.  Etant  donné  un  point  D (fîg.  172)  hors  du  triangle  ABCy 
mener  la  droite  DF  telle  , que  les  deux  triangles  AEF , ABC 
soient  dans  un  rapport  donné  a.  D étant  supposé  dans  l’angle 
TAC , on  a trouvé  l’équ.  (X)  , pag.  3^0,  d’où  l’on  tire  deux 
solutions,  l’une  positive  , qui  détermine  le  point  F;  l’autre  né- 
gative , et  qui  se  rapporte  à la  fig.  175,  où  DF'  coupe  l’angle 
F A E'-j  cela  suit  de  ce  qui  a été  dit  pour  les  cas  où  x est  changé 
en  — x (*)  . 


(*)  Voici  divers  problèmes  de  même  nature.  Séparer  d'un  triangle  donné 
ABC  , un  triangle  AEF,  qui  soit  a ABC  dans  le  rapport  connu  de  m à n : 

i°.  Par  une  ligne  menée  du  sommet  B,  ou  d'un  point  F de  la  base  9 
fig-  1 î 2 (vojr.  n°  a56  et  page  285) } 

2®.  Par  une  parallèle  a la  base  (voy.  page  334)  i 

3°.  Par  une  ligne  EF  perpendiculaire  à la  base  AB , fig.  1.7 1 , pag.  324» 
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Par  le  point  D , mener  DF  qui  séparé , dans  l’angle  indéfini 
CAB,  un  triangle  AEF  égal  à un  carré  donné  q2.  Fermons  , par 
une  droite  quelconque  BC , le  triangle  ABC , dont  nous  ferons 
3’aire—  r2,  carré  connu  (n°  267)',  on  suppose  rf>  q.  Par  con- 
dition, q et  r sont  données.  "Voilà  donc  notre  rapport  connu 
q2 

«e  = — , et  nous  retombons  sur  le  1er  problème  (*), 

II.  Etant  donnée  une  corde  AD  (fig.  168),  du  point  O,  extré- 
mité du  diamètre  OBy  qui  lui  est  perpend.,  mener  une  droite 
OE  telle  , que  la  partie  FE , comprise  entre  la  corde  et  Parc  , 
soit  de  longueur  donnée  m.  Soient  AB  — a , B O — b , FE  = m 
et  OF  — x\  nous  aurons  OF  X FE  — AF  X FD  , ou 
m.v  = (a  + B F)  («  — B F)  : or,  B F2  = x2  — h2  ; donc 
mx  = a2  -J-  b2  — x2  , d’où 

— ±{/(a2  4.  b2  + 1 mF). 

L’une  de  ces  solutions  est  positive;  elle  n’offre  aucune  diffi- 
culté, et  se  construit  aisément  : pour  interpréter  l’autre  , chan- 
geons x en — xy  nous  aurons  mx—x2 — a2 — b2—BF2 — a2  ; 
ce  qui  suppose  B F ou  BD.  Faisons  donc  tourner  O F jus- 
qu’en OF  ) on  voit  qu’alors  a,  by  x sont  demeurés  directs  ; 
mais  lors-  ue  OF  passe  en  D , FE  et  FD  sont  rendus  nuis  ; de 
plus  FD  — BD  — B F et  F'D—  B F'  - BD  ; donc  FD  est 
indirect  à FD » Il  en  est  de  même  de  F'Ef  — m\  car  on  a 


(*)  Si,  par  le  point  donne',  on  mène  une  droite  qui  coope  un  polygone 
quelconque,  et  en  se,<are  une  portion  égalé  à un  carre  t 3 , en  prolongeant  les 
deux  e-ôtes  coupes  par  cette  droite  jusqu  à leur  rencontre,  l’aire  extérieure  au 
polygone,  et  «.emprise  dans  cet  angle,  t tan  désignée  par  A,  celle  qui  est  sé- 
parée de  ce  même  angle  est  t3  -h  A.  Si  donc  on  ’ eut  séparer  d'un  polygone 
donné  une  aire  t*  connue , il  suffira  de  pr«  1 nger  deux  côtés  quelconques, 
et  de  séparer  de  l’angle  qu'ils  forment,  l’aire  l 3 -f-  A.  On  aura  soin  de  com- 
parer ainsi  tons  les  côtés,  deux  à deux  , pour  obtenir  toutes  les  solutions,  en 
négligeant  celles  où  la  sécante  sc  trouve  ne  couper  l’un  des  côtés  qu’à  son 
prolongement.  On  pourrait  encore,  au  lieu  de  donner  t3 , prescrire  que  la 
partie  séparée  du  polygone  Jut  à son  aire  dans  le  rapport  donné  de 
m à n. 
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( n°  221  ) FE  — 


JF  X FD 
v FO~ 


où  FD  est  indirecte.  Donc  la  so- 


lution qui  convient  à.  F' O se  trouve  en  changeant  icim  en — m , 
ou  , ce  qui  revient  au  même , a;  en  — x. 

La  question  admet  donc  deux  solutions  à droite  de  OB  ( et 
par  conséquent  deux  à gauche  );  l’une  est  donnée  par  la  racine 
positive  , l’autre  par  la  racine  négative  (*).  Du  reste  , il  pour- 
rait arriver  que  la  question  proposée  n’admît  pas  les  solutions 
indirectes  ; c’est  ce  qui  a lieu  lorsque  le  problème  exige  que  FE 
soit  pris  dans  le  cercle,  et  non  au-dehors  : alors  les  solutions 
négatives  deviennent  insignifiantes  ; on  en  a vu  des  exemples 
n°  33o. 

3 5y,  Il  est  un  genre  de  problèmes  qui  se  rapportent  à cette 
théorie  , et  qui  méritent  de  nous  arrêter. 

Supposons  qu’il  faille  déterminer,  d’après  des  conditions  don- 
nées , un  point  B (fig.  1G3)  sur  une  ligne  fixe  CB  : on  prend  un 
point  arbitraire  A , qu’on  nomme  Origine  y et  on  cherche  la 
distance  AB  x entre  ces  deux  points.  Il  peut  arriver  alors  que 
l’équ.X=o,  qui  renferme  les  conditions  du  problème,  ad- 
mette une  solution  négative  x ■=.  — a\  il  s’agit  d’expliquer  ce 
résultat. 


On  a vu  que  x~a  répond  au  problème  proposé,  en  y sup- 
posant cependant  que  x devienne  indirecte  : or,  si  le  point  Z?  se 
meut  vers  C pour  se  placer  en  B'y  AB  sera  nul  lorsque  B tombera 
sur  A ; ensuite  AB  deviendra  indirecte  ; car  AB  = CB  — CA  , 
et  AB'  ~ CA- — 'CB'.  Si  donc  rien  n’indique,  dans  le  pro- 
blème , que  le  point  cherché  soit  situé  à droite  de  l’origine  A , 
il  est  clair  que  la  distance  x ~a  , portée  de  À en  B' , c.-à-d, 
à gauche,  y satisfait.  On  voit  même  que  la  solution  négative 
— a indique,  dans  X—  o , une  absurdité,  qui  provient  de  ce 


(*)  Cet  exemple  prouve  que  le  nombre  des  solutions  d’une  question  n’est 
pas  toujours  donne'  par  le  degré'  de  l'inconnue  ; pour  n’en  omettre  aucune,  il 
faut  faire  varier  la  ligure  , la  comparer  avec  toutes  ses  indirectes,  en  l aissant 
toujours  les  données  fixes. 
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que,  pour  obtenir  cette  équ.,  on  a supposé  le  point  cherché 
placé  en  B , à droite  de  l’origine;  position  contradictoire  à celle 
que  la  question  comporte  , puisqu’on  a donné  à la  figure  hypo- 
thétique, d’après  laquelle  on  a obtenu  l’équ.  X—  o,  une  forme 
indirecte  de  celle  qu’elle  devait  affecter  réellement.  Cette  erreur 
est  rectifiée  en  plaçant  B à gauche  de  A , en  B\ 

3^8.  On  doit  conclure  de  là,  que  toutes  les  fois  que  le  but 
d’un  problème  est  cle  trouver , sur  une  ligne  fixe , la  distance 
d'un  point  inconnu  à l'origine , il  faut  supprimer  le  signe  des 
solutions  négatives  que  donne  le  calcul , et  en  porter  les  valeurs 
en  sens  opposé  à celui  où  on  les  avait  placées  pour  obtenir 
V équation. 

C’est  ce  qu’on  a pu  remarquer  dans  le  problème  ( n°  32p,  II), 
où  l’on  a porté  aussi  l’inconnue  G J ( fig.  162  ) de  G en  E.  De 
même  pour  le  problème  III,  on  a pris  CD'  — CD  (fig.  i63), 
et  D ' a été  un  nouveau  point  de  contact  du  cercle  avec  la  droite 
DD',  etc. 

Résolvons  encore  ce  problème. 

Sur  une  ligne  AC  (fig.  169),  quel  est  le  point  Bf  dont  les  di- 
stances aux  points  fixes  A et  C forment  un  produit  donné. 
~ m 2 ? Soit  AC = a y CB'  = x ; on  a AB'  ~a  — x , d’où 

x (ci  — x)  — zn2,  et  x — ^ a^z\/ (\  a2 — m2)* 

Il  sera  facile  de  construire  cette  solution  qui  est  double 
(n°33o).  Si  7U^>  ~ a , elle  devient  imaginaire;  mais  il  ne 
faut  pas  en  conclure  qu’il  y ait  absurdité  dans  la  question  • 
car  Terreur  peut  provenir  de  ce  qu’on  a attribué  au  point  cher- 
ché B'  une  position  qui  ne  lui  convenait  pas.  Plaçons-le  donc 
en  B , hors  de  l'espace  AC y alors  CB  -=zx  donneAB  — x — af 
puis 

x (r  — a)  = m3 , et  x— \ a dz  j/(  \ a?  -f-  m2). 

Il  en  résulte  que  , i°.  si  la  question  exige  que  le  point  de- 
mandé soit  situé  hors  de  AC , elle  n’est  jamais  absurde,  et  ses 
deux  solutions  sont  Tune  en  B , l’autre  en  E\  celle-là  provient 
de  la  racine  positive , et  celle  ci  de  la  négative  > ou  EC = AB . 
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2®.  Si  la  question  exige  que  le  point  soit  situé  entre  A et  CT 
elle  est  absurde,  à moins  que  m ne  soit  <[  \ AC , c.-à-d. , que 
3e  plus  grand  rectangle  qu’on  puisse  faire  avec  les  deux  parties 
de  AC  est  le  carré  de  sa  moitié  (n°  97,  3°.  ).  On  remarquera 
sur-tout  que  l’absurdité  indiquée  par  le  symbole  imaginaire  y 
résulte  précisément  d’une  erreur  de  position  du  point  B , ana- 
logue à celle  quiconduit  ordinairement  aux  solutions  négatives  % 
ce  qui  jette  un  grand  jour  sur  la  théorie  que  nous  avons  déve- 
loppée. 

3°.  Enfin , si  la  question  laisse  la  liberté  de  placer  le  point , 
cherché  entre  A et  C,  ou  en  dehors,  elle  admet  2 ou  4 solutions  , 
suivant  que  { a est  <[  ou  m.  Dans  ce  dernier  cas,  le  nombre 
des  solutions  n'est  point  donné  par  le  secours  de  l’Algèbre  seule, 
ou  plutôt  l’Algèbre  donne  en  effet  tout  ce  qu’elle  doit  donner» 
puisqu’elle  ne  rend  que  ce  qu’on  lui  a confié.  Le  problème  II, 
p.  342,  est  dans  le  meme  cas. 

33g.  Dans  tout  problème  de  Géométrie,  il  y a,  comme  on 
voit , deux  choses  à remarquer. 

i°.  Toute  équ.  n'est  vraie  que  pour  la  fig.  d'où  on  Va  tirée  » 
et  qui  doit  y demeurer  annexte  ; si  on  veut  l’appliquer  à une 
autre  Jig.  indirecte  à la  ire,  on  devra  y changer  les  signes  de 
certaines  lettres  désignant  les  données . 

2°,  Quand  V inconnue  x est  négative , léq.  d'ou  elle  est  dé- 
duite est  défectueuse  en  tant  qu'on  l’applique  à la  Jig,  directe  ; 
il  faut  y changer  la  distribution  des  parties , pour  l amener  à 
donner  une  valeur  de  x positive.  Par  ex. , si  la  longueur  x est 
comptée  sur  une  ligne fixe , elle  devra  être  portée  en  sens  con- 
traire à celui  qu  on  a supposé. 

3 4o.  Pour  déterminer  la  situation  d’un  point  M sur  un  plan 
(fig.  170),  on  a coutume  d’employer  le  procédé  suivant:  On  trace 
deux  droites  quelconques  Ax,  Ay}  et  par  le  point  M on  mène 
les  parallèles  MQ , MP  à ces  lignes.  Soient  MQ  = x ~ AP, 
qu’on  nomme  Y abscisse  ; MP  ~ y — A Q , qui  est  V ordonnée 
du  point  M : si  ces  longueurs  sont  données,  le  lieu  du  point  M 
sera  connu , puisqu’en  prenant  AP  z=x,  AQ  =y>  chacune  de 
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lignes  PM y QMy  parallèles  à Ay,  Ax , devra  contenir  ce  point; 
il  sera  donc  à leur  intersection.  Sijy  = ofde  point  est  situé  sur 
Ax  \ il  est  sur  Ay  lorsque  x~o7  enfin  , pour  le  point  A , x et 
y sont  nuis  ; Ax  et  Ay  sont  appelés  axes , A est  X origine  , Yx  et 
1 "y  sont  les  coordonnées  de  M. 

Il  est  vrai  que  rien  ne  disant  à priori,  si  le  point  est  placé 
dans  rangleyXr,  plutôt  que  dans  ceuxyAx',yfAx,  ou  y Ax  , la 
longueur  x aurait  pu  être  portée  en  APr , et  de  même  v en  A Q'  ; 
de  sorte  que  les  quatre  points  M,  N,  M' , N' , satisfaisant  aux  con- 
ditions données  , il  y aurait  indécision  entre  eux;  mais  il  suit  de 
ce  qu’on  a dit  ci-dessus  , que  i°.  si  le  point  est  inconnu , le  calcul 
le  déterminera  en  donnant  ses  coordonnées  x et  y , et  selon  les 
signes , on  assignera  sa  position.  Nous  supposerons  dorénavant 
que  les  p positives  sont  comptées  de  A vers  la  droite , et  lesy 
positives  de  A vers  la  partie  supérieure.  Ainsi,  pour  les  points 
situés  dans 

JJ angle  yAx  , tel  que  M,  % et  y sont  positifs. 

L’angle  yAx' , tel  que  N,  x est  négatif  et  y positif 

L’angle  y'Ax,  tel  que  M%  x est  positif  et  y négatif 

L’angle  xAy tel  que  IV,  x et  y sont  négatifs. 

Q°.  Si  le  point  est  donné , l’équ.  tirée  de  sa  situation  supposée,, 
n’aura  besoin  d’être  modifiée , quant  à certains  signes , qu’au- 
tant  qu’on  ferait  varier  la  position  de  ce  point;  et  pour  éviter 
la  nécessité  de  conserver  la  fig.  annexée  à l’éq.  qui  en  est  ré- 
sultée , on  suppose  ordinairement  au  point  quelconque  donné 
la  situation  M dans  l’angle  yAx,  afin  que  cette  fig.  s’offre  d’elle- 
même  : on  distingue  aisément  ensuite,  quand  on  veut  appliquer 
la  formule  à un  ex.  proposé  , s’il  y a lieu  de  changer  les  x et  y 
de  quelque  point  donné. 

L’angle  xAy  des  coordonnées  est  le  plus  souvent  droit  ; alors 
les  lignes  x et  y étant  perpendiculaires  aux  axes,  sont  les  di- 
stances du  point  M à ces  droites , ce  qui  simplifie  le  discours  et 
facilite  les  constructions. 
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Des  Sinus  9 Cosinus  y Tangentes  y etc. 

54i*  Jusqu’ici  nous  avons  plutôt  évalué  les  inconnues  en 
lignes  qu’en  nombres  ; cependant  on  sent  que  l’exactitude  des 
solutions  graphiques,  dépendant  de  la  perfection  des  instrumens 
et  de  l’adresse  avec  laquelle  on  les  emploie,  pour  obtenir  des 
approximations  aussi  grandes  qu’on  veut,  on  doit  préférer  l’usage 
des  nombres.  Comme  on  décompose  toutes  les  figures  recti- 
lignes en  triangles  , les  opérations  géodésiques  les  plus  compli- 
quées se  réduisent , en  dernière  analyse , à des  résolutions  de 
triangles,  c.-à-d. , à la  recherche  de  la  valeur  numérique  des 
diverses  parties  qui  les  composent.  La  Trigonométrie  est  la  doc- 
trine qui  enseigne  ces  sortes  de  calculs. 

Il  est  nécessaire  de  trouver  des  équ.  qui  lient  les  angles  d’un 
triangle  à ses  côtés  , afin  que  plusieurs  de  ses  parties  étant 
données,  on  puisse  trouver  les  autres.  L’introduction  des  angles 
dans  le  calcul  exige  quelques  précautions,  parce  qu’ils  ne  peuvent 
être  rapportés  à la  même  unité  que  les  lignes.  On  a remarqué 
que  l’angle  BCA  (fig.  178)  serait  déterminé,  si  la  position  d’un 
point  quelconque  du  côté  BC , l’était  par  rapport  au  côté  AC. 
Décrivons  du  sommet  C,  avec  un  rayon  quelconque  CK , l’arc 
KG  \ l’abschse  CI  et  l’ordonnée  IK  rectangulaires  déterminent 
le  point  K y et  par  conséquent  l’angle  C\  même  une  de  ces  lon- 
gueurs suffit,  parce  que  le  rayon  est  connu. 

L’ abscisse  CD  (fig.  179)  , d’un  point  quelconque  B de  la  cir- 
conférence s’appelle  le  Cosinus  de  l’arc  AB  \ l’ordonnée  BD 
en  est  le  Sinus;  on  définit  ainsi  ces  lignes  : le  sinus  d'un  arc  est 
la  perpendiculaire  abaissée  de  lune  de  ses  extrémités  sur  le 
rayon  qui  passe  par  Vautre  extrémité ; le  cosinus  est  la  distance 
du  pied  du  sinus  qu  centre . 
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342.  Si  on  eût  élevé  HG  (fig.  178)  perpendiculaire  sur  CAr 

par  conséquent  tangente  en  G , l’une  des  longueurs  GH  et 

CH  aurait  aussi  déterminé  l’angle  C et  l’arc  KG  \ on  nomme 
HG  la  Tangente  et  CH  la  Sécante  de  cet  arc  -,  ce  ne  sont  plus 
comme  en  Géométrie , des  lignes  indéfinies.  La  tangente  AT 
A un  arc  AB  (Gg.  1 79) , est  la  partie  qu  interceptent , sur  la 
tangente  menée  à l'une  des  extrémités  de  cet  arc , les  deux 
rayons  qui  le  terminent ; la  sécante  CT  est  le  rayon  prolongé 
jusqu'à  la  tangente. 

Lorsque  l’arc  EB,  complément  de  AB  , est  déterminé  , AB 
l’est  également  ; on  peut  donc  fixer  la  grandeur  d’un  arc  AB  , 
en  donnant  le  sinus  GBy  la  tangente  EM  3 ou  la  sécante  CM  du 
complément  BE  ; c’est  ce  qu’on  nomme  le  Cosinus  , la  Cotan - 
gente  et  la  Cosécante  de  l’arc  ABy  ou  le  sinus , la  tangente  et 
la  sécante  du  complément  de  cet  arc. 

343.  Le  rayon  étant  donné,  la  grandeur  d’un  angle  ou  d’un 
arc  dépend  de  celle  de  son  sinus,  ou  son  cosinus,  ou  sa  tan- 
gente, ou  sa  sécante,  ou  sa  cotangente,  ou  sa  cosécante,  qu’on 
désigne  par  Sin , Cos , Tang , Séc  > Cot3  Coséc.  Nous  pourrons 
donc,  dans  les  calculs,  introduire  les  arcs  et  les  angles,  en 
nous  servant  de  la  même  unité  que  pour  les  lignes  droites,  but 
que  nous  nous  étions  proposé.  Mais,  avant  de  faire  usage  de 
ces  considérations , comparons  ces  lignes  trigonomètriques  entre 
elles  , et  cherchons  les  équ.  qui  les  lient,  puisqu’il  est  évident 
qu  'une  seule  étant  connue , les  autres  en  dépendent. 

Le  triangle  rectangle  B CD  (fig.  179)  donne  CD<1-\~^^~^Rcl  ■> 
CD  est  le  cosinus,  DB  le  sinus  de  l’arc  ABz=:a3  CB  est  le 
rayon  R\  donc 

sin2a  -f-  cos2  a = R a. . . (1). 

Le  triangle  rectangle  CAT  donne  CE  — CA*  - f-  AT\ 
séc2  a — tang2  a -f*  R*. . . . (2). 

1 

Les  triangles  semblables  CBD , CTA  donnent 
CD  CA  CD  CB 


ou 
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tanga  = 


R sina 
cos  a 


sec  a 


cos  a 


Cette  dernière  formule  prouve  que  le  rayon  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  cosinus  et  la  sécante  : du  reste  , les  équ.  (i  ) , 
(2)  et  (5)  , suffisant  pour  exprimer  que  les  triangles  CED,  CTA 
sont  rectangles  et  semblables  , la  4e  est  une  conséquence  des 
trois  autres.  Ainsi,  on  ne  doit  pas  regarder  ces  quatre  relations 
comme  distinctes  ; elles  n’équivalent  qu’à  trois.  On  peut  même 
s’en  convaincre  directement  en  déduisant  l’une  quelconque  des 
autres  par  l’élimination. 

344*  Ces  formules  doivent  aussi  avoir  lieu  entre  le  sinus,  le 
cosinus , la  tangente  et  la  sécante  de  Tare  EB  complément  de 
AB . On  peut  donc  y changer  le  sinus  en  cosinus , la  tangente 
en  cotangente , etc.  ; mais  les  triangles  semblables  CBD  (ou 
CB  G)  , et  CME , donnent  directement  ces  nouvelles  relations  ; 

CG GB  CG CE  , 

011  * CE  ~ EM’  CB  ~ CM  ’ d ou 


R cos  a 

cota  = — ; — ...  (b)  ; 


et  cosec  a = 


R2 


sm  a 


sina 


• (6), 


en  multipliant  les  formules  3 et  5 , ou  comparant  les  deux 
triangles  CTA  et  CME , on  trouve  que  le  rayon  est  moyen  pro- 
portionnel entre  la  tangente  et  la  cotangente  ou 

tanga  X cota  — R2.  . . (7). 

Enfin  , le  triangle  rectangle  CME  donne 


CM2~  CE2  -f-  EM2,  ou  coséc2  a — R2  4-  cot2  a ...  (8) 

345.  Ces  8 équ.  , qui  n’en  forment  que  5 distinctes  , servent 
à trouver  les  quantités  sina,  cos  a,  tanga,  cota,  séc  a,  coséc  a, 
lorsque  l’une  est  connue.  Il  suffit  d’un  calcul  simple  pour  éli- 
miner . Par  ex.,  (1)  donne  le  sinus  quand  le  cosinus  est  connu, 
*t  réciproquement  ; car  sin  a — j/(/E  — cosa  a) , et, .....  . 
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cos V{R — sin2a)  ; de  même,  (2)  donne  la  tangente  quand 
on  a la  sécante,  et  réciproquement,  etc.. . . 

5 46.  Parmi  ces  combinaisons , nous  distinguerons  la  suivante 
à cause  de  son  utilité.  Cherchons  le  cosinus , étant  donné  la  tan- 

R 

gente.  De  (4)  on  tire  cos  a — — — ; et  comme  (2)  donne... 

50C  CL 

séc  a = \/  {R-  -f-  tan  g2  a)  , on  en  conclut 


cos  a — 


R 


* • * (9)’> 


l/(/P-J-tangaa) 
enfin  (3)  donnant  R sina  = cos  a X tanga  , on  a 

7i  tanga 

sina  = — -7,  , — — - . . .(10). 
{/(R -fi-  tangua) 


On  appelle  AD  le  sinus-verse  de  l’arc  AB,  d’ou 

sin-verse  a = R — cos  a. 

347.  Par  sina,  cosa...,  il  faut  entendre  le  sinus,  cosi~ 
nus...,  d’un  arc  dont  la  longueur  est  a,  le  rayon  étant  fixé 
r= z R ; or,  cette  longueur  dépend  du  rapport  de  l’arc  a,  avec  le 
quadrant,  et  sa  détermination  semble  exiger  un  calcul;  mais 
lorsqu’on  emploie  les  arcs  pour  mesurer  des  angles , le  rayon 
est  tout-à-fait  arbitraire  ; les  arcs  semblables  étant  proportion- 
nels aux  rayons  (n°  169,  3°),  ce  n’est  plus  la  longueur  absolue  a 
de  l’arcqui  entre  dans  les  calculs,  mais  son  rapport  avec  le  rayon. 
Les  sinus  croissent  aussi  proportionnellement  aux  rayons,  l’angle 

demeurant  le  même  (fig.  178),  puisqu’on  a ~r—  Le  rap- 

port  du  sinus  au  rayon  s’appelle  le  Sinus  naturel  ; il  a pour  va- 
leur le  sinus  de  l’arc  semblable  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon 

est  un  , puisque  sina  et  -yr~  sont  alors  équivalens. 


Concluons  de  là  que,  i°.  lorsque  le  rayon  sera  ainsi  arbitraire, 
çe  qui  arrive  la  plupart  du  temps,  nous  ferons  R~  1 , pour  sim- 
plifier les  calculs;  d’où 

sin2 a -fi-  cos2 a = 1 , tang2a  -f-  1 =séc2a,  tanga. cota  — 1 , 


1 
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«T»  t# 

00 1 


sin  a , 1 cos  a 

tan  g a = , seca— ~,  cot  a = ~ .etc. 

u cos  a cos  a sin  a 

2°.  Mais  la  supposition  R = î rendant  les  calculs  propres 
aux  cas  seulement  où  le  rayon  est  arbitraire,  si  on  veut  rétablir 
les  formules  dans  l’état  plus  général  où  le  rayon  R est  déter« 

. . sin  a cos  a 

mine,  on  y remplacera  sin  a,  cos  a...,  par  — 

ou  plutôt  on  y distribuera  des  puissances  convenables  de  R,  de 
manière  à produire  l’homogénéité  (n°  322). 

3°.  Lorsqu’on  connaîtra  la  valeur  numérique  sin  a du  sinus 
d’un  arc  a , pris  pour  un  rayon  R , on  aura  celle  du  sinus  de  l’arc 
a'  semblable , dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  R'}  en  multipliant 
par  le  rapport  du  ier  rayon  au  2e;  car 

sin  a sin  a'  , , Rf 

— -=  ■ - donne  sina  = — X sin  a. 

RR  R 

4°.  Dans  la  mesure  des  angles  > on  n’emploie  pas  la  lon- 
gueur absolue  des  arcs , mais  leur  rapport  aux  quadrans  ; ainsi  „ 
par  sin  a,  on  n’entend  plus  que  le  sinus  d’un  arc  dont  a est  le 
nombre  de  degrés.  J^Voyez  n°  169,  4°)* 

348.  L’arc  dont  la  longueur  est  fi,  a pour  graduation  (fi°), 
exprimée  en  degrés  et  fractions  décimales,  ou  ( a ) en  minutes, 
(a")  en  secondes;  cherchons  des  relations  entre  ces  quantités.  Le 
rayon  étant  1 , la  longueur  de  la  demi-circonfér.  est  (p.  274) 

7T  — 3,  i4r5926536 , Ln  — 0,49714987  ; 

x est  la  longueur  de  180°  ou  de  io8oo/,  ou  de  648000";  on  a 
i8o0:^::  (a0)*a}  d’où  ^(a°)— 180. a ; de  même  7r(fi'):==:i  o8oo.fi 3 
%■  (1 a 648000.12;  donc  en  divisant  par  w,  et  posant 

r — 57°, 29578,  Lr  — 1,75812264, 

/—  3437', 746,  L/  — 3,53627389  , 

r"  — 206264", 8 , Lr"  = 5,3 144^5 14  ; 

•on  a (a°)  — ra}  {a') — ray  ( a")  — r"a . 

Ces  équ.  donnent  la  longueur  a d'un  arc  dont  on  connaît  la 
graduation  ; et  réciproquement . 
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Si  Ton  fait  a~  1,  on  a ( a°)~  r\  r est  donc  le  nombre  de  cfe- 
grés  de  l'arc  égal  au  rayon  ; r et  r"  sont  les  nombres  de  mi- 
nutes ou  de  secondes  de  cet  arc.  Courbons  le  rayon  sur  la  cir- 
conférence, il  y occupera  une  longueur  de  (a°)  degrés  , ou  de 
( a ) minutes,  ou  de  (ci")  secondes.  Prenons  ensuite  un  arcd’un 
degré , ou  (a°)  1 ^ nous  avons 

r ~~ ; de  meme  r = , r ~ 

arc  i°  arc  î arc  i 

Comme  l'arc  de  i' et  de  i"  est  très  petit,  on  peut,  sans  erreur 
sensible,  le  remplacer  par  son  sinus  (n°  662),  et  on  a 

/ 1 //  __  1 
7 — — > • / j 7”  . //  • 

sin  1 sin  1 

549*  Jusqu’ici  notre  arc  AB  est  1 quadrant  (fîg.  179); 
faisons  mouvoir  le  point  B de  A vers  EHA'K...  pour  lui  faire 
décrire  le  cercle  entier,  et  suivons  les  variations  qu’éprouvent 
le  sinus  et  le  cosinus.  En  A le  sinus  ==  o , le  cosinus  ~ R.  A 
mesure  que  l’arc  AB  croît,  le  sinus  augmente;  le  Cosinus  di- 
minue jusqu’en  E ; le  quadrant  AE  a R pour  sinus  et  o pour 
cosinus. 

Passé45  degrés  sexagésimaux,  un  arc,  tel  que  53°,  ayant  pour 
complément  37°,  le  sinus  de  l’un  est  le  cosinus  de  l’autre  : ayant 
donc  une  table  de  sinus  et  de  cosinus,  étendue  jusqu’à  45°,  la 
colonne  des  cosinus  est  aussi  celle  des  sinus  des  arcs  complé- 
mentaires , qui  sont  > 45°  i on  a même  soin  d’y  indiquer  ces 
complémens. 

Au-delà  de  AE~  90°,  le  sinus  décroît,  le  cosinus  augmente, 
on  voit  que,  pour  AII  les  triangles  égaux  HIC=  B CD  ont 
HI"BD‘,  ainsi,  le  sinus  d’un  arc  est  le  même  que  celui  de  son 
supplément . La  même  chose  a lieu  pour  le  cosinus , car  ÎC~CD\ 
seulement,  lorsque  l’arc  est  > 19  le  cosinus  est  négatif  (n°339). 
Pour  la  demi-circonf.  AEA' , le  sinus  = o,  le  cosinus  = — R . 

Nous  voyons  donc  que  passé  90°,  les  sinus  et  cosinus  se  re- 
produisent ; pour  137°  le  sinus  est  le  même  que  celui  de  45°, 
qui  en  est  le  supplément  : on  peut  même  préférer  le  cosinus  de 
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47°  qui  lui  équivaut  ; sin  1 57°  = sin  43°  = cos  47°-  On  voit  qu 'il 
suffit  doter  q aux  dizaines  et  de  changer  le  sinus  en  cosinus  , 
lorsque  l'arc  passe  qo°.  Cette  remarque  est  sur-tout  utile  , lorsque 
Tare  est  accompagné  de  minutes  et  secondes  ; 

cos  i37°  1/  3 d'  = — sin  47°  32". 

Quant  aux  autres  lignes  trigonométeiques , on  pourrait  suivre 
de  meme  sur  la  ligure  leurs  variations  et  leurs  signes  ; mais  il  est 
préférable  de  recourir  aux  formules  3,  4 > 3 , 6 , puisque  l’on 
vient  de  reconnaître  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus.  On  verra 
donc  que 

sino  = o , coso  — R /donnent  tango  =0,  séco  =2=  R}  coto=oo, 
sin  1 Ry  cos  1 q = o tang  1?  — oo  — séc  iL,  coti?~o. 

Dans  le  premier  quadrant  tanga,  seca  croissent  avec  a \ co ta 
décroît  : tout  est  positif. 

Dans  le  second  quadrant,  tanga,  seca  décroissent  /cota  croît 
avec  l’arc  à;  tanga  et  cota  sont  négatifs.  On  voit,  comme  ch* 
dessus  , que  tang  1 37°  = — -cot  47°,  cot  i37°=r  — tang  47°. 

Dans  les  quatre  quadrans,  le  sinus  et  le  cosinus  reprenant 
les  mêmes  valeurs  , on  voit  que  tout  arc  plus  grand  que  le  qua- 
drant a pour  sinus , cosinus , tangente la  même  valeur , 

en  ôtant  i8ô°  autant  de  fois  quil  est  possible  ; seulement  il 
faut  avoir  égard  aux  signes  ; ceux  du  sinus  et  du  cosinus  sont 
connus  et  servent  à déterminer  les  autres.  Ainsi, 

sin  257°  = sin  770 , tang  3=  — tang  io3'°  = — cot  i3°a 

Ces  diverses  propositions  s’expriment  ainsi  : pour  l’arc 

3 quad.  -f-  a....  le  sin  = cos  a,  le  cos  = — sin  a , la  tang  ~ cot<7 

2 quad.  -j-  a ....  le  sin  — •—  sm  a , le  cOs  = — cos  à,  la  tang  — tan®  à. 

3 quad.  a....  le  sin  — — cos  a}  le  cos  = sin  a,  la  lang  ~~cot  a. 

Si  l’arc  passe  4 quadrans , ou  366°,  il  faut  d’ab  ord  en  retran- 

cher toutes  les  circonférences.  On  voit  maintenant  pourquoi  les 
tables  de  sinus,  cos.  . ne  s’étendent  pas  au-delà  du  quadrant* 
ni  même  du  demi-quadrant. 

55o,  Lorsque  l’arc  est  déterminé,  son  sinus,  son  «osi- 
1 v s3 
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nus...,  le  sont*,  niais  l'inverse  n’est  point  vrai;  ainsi,  îe  sinus 
j BD  (Fig.  179)  appartient  non-seulement  à l’arc  AB  , mais  aussi 
à son  supplément  AH , et  à ces  arcs  AB  et  AH  augmentés  d’un 
nombre  quelconque  de  circonférences.  Tous  ces  arcs  ne  donnent 
que  deux  angles  supplémens  l’un  de  l’autre.  On  fera  le  même 
raisonnement  pour  les  cos. . . On  doit  donc  s’attendre  à trouver 
deux  angles  pour  solution,  toutes  les  fois  que  le  calcul  aura 
déterminé  îe  sin  ou  le  cos ...  ; il  reste  ensuite  à négliger,  s’il 
y a lieu  , celle  qui  ne  convient  pas  au  problème. 

35 1.  En  regardant  l’arc  AF  comme  étant  de  signe  contraire 
à AB , on  voit  que  (pag.  345) 

sin( — a)  , sina,  cos  ( — a)  r^cosa,  tang(— a)  = — tanga, . . 

Formules  générales . 


35a.  La  résolution  des  triangles  est  renfermée  dans  un  nombre 
convenable  d’équ.  entre  les  côtés  et  les  angles  : trouvons  ces  équ. 

En  prolongeant  BD  (fig.  179)  , on  a BD  = £ BF\  ainsi  le  si- 
nus dé  un  arc  est  la  moitié  de  la  corde  d'un  arc  double . 

Si  B F est  égal  au  rayon,  il  sera  le  côté  de  l’hexagone  régulier 
inscrit  (n°  206  ) ; B AF  sera  le  sixième  de  la  circonf.,  et  BAserz 
le  tiers  de  AE.  Le  sinus  du  tiers  du  quadrant  est  donc  la  moitié 
du  rayon.  Les  formules  1 , 3,  5,  donnent 


sin  ÿ 


’ a V 


iit,  cosf 

on  connaît  aussi  sin  §*,  puisque  cos  ÿ = sin  1*  : d’où 
sinf*=Jfll/3,  c osÿ~lR,  tang^ 


■.R{/3,  cotp 


353.  Lorsque  l’arc  AB  (fig.  179)  est  de  45°,  ou  la  moitié  de 
AE } le  triangle  CFA  est  isoscèle;  ainsi  on  a AT  = AC , ou 
la  tangente  de  45°  est  égale  au  rayon . Donc  (046) 


îang  45°=  R~c  ot  45°,  cos  45°  = { R \/2  = sin  45®; 
tang  i35°s=  — R~ coti35°,  sin  = — cosi350* 


I 
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354-  Soit  CAB  (fig.  178)1311  triangle  rectangle  en  A\  si  d’un 
angle  aigu  C , avec  le  rayon  CK  = 1 , on  décrit  l’arc  KG,  et 
si  on  mène  le  sinus  Kl  et  la  tangente  HG , CI  sera  le  cosinus  de 
C;  or  les  triangles  semblables  CKI , CIIG , CAB , donnent 

C’X  __  CK CB  CG  _ CA 

ci  ca  ’ kT  b a et  gIi~~'2b; 

d’où  CA  ~ CB  X cos  C , B A ~ CB  X sin  6’ 
et  B A = 6b/  X tang  6*. 


Celle-ci  est  le  quotient  de  la  2€  divisée  par  la  ir*. 

Donc,  i°.  Un  côté  de  l’angle  droit  est  le  produit  de  Vhypoié-* 
nuse  par  le  cosinus  de  l’angle  aigu  compris . . . , (A) . 

2°.  Un  côté  de  ï angle  droit  est  le  produit  de  Vautre  côté  par 
la  tangente  de  T angle  aigu  adjacent  à celui-ci,  . » {B)  „ 

Nous  représenterons  les  angles  par  A , B et  C,  et  les  côtés 
qui  leur  sont  respectivement  opposés  par  a , b et  c.  Ainsi  a étant 
l’hypoténuae  , A = 90°  j on  a 

b — a cos  C , c ~ a cos  B a sin  C . „ . (A) , 
c = b tang  C.  ........ (Z?) , 

355.  Si  de  l’angle  B (fig.  176)  du  triangle  quelconque  ABC , 
on  abaisse  la  perpendiculaire  Z?  Z),  l’angle  5 sera  coupé  en  deux 
angles  , qui  seront  les  complémens  respectifs  de  A et  C.  Nos 
théorèmes  ci-dessus  donnent  B D— AB Xsin  A , BD—BCy^sinC, 
d’où  c sin  A — a sin  C ; donc 


sin  A sin  B 

a b 


sin  C 
c 


puisqu’on  peut  abaisser  la  perpendiculaire  de  l’angle  C ou  A. 
Ainsi , tout  triangle  a les  sinus  de  ses  angles  proportionnels  aux 
côtés  opposés. 

En  désignant  par  xlesegm.  DA(n°  218),  on  a a2===£24“C2-sAc; 
mais  le  triangle  rectangle  BD  A donne  DA  = B A X cos  A , ou 
x = c cos  A ; donc 


aJ 


b%  -f*  c2  — • 2 bc  co ifd 
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Si  la  perpendiculaire  GG  (fig.  177)  tombe  hors  du  triangle,  il 
Faut  -f-2 bx  au  lieu  de  — sbx.  Mais  comme  alors  l’angle  BCA  est 
obtus,  le  cosinus  devenant  négatif , le  signe  de  — sbc  cos  A re- 
devient,positif , et  se  rétablit  de  lui-même;  donc  notre  formule 
s’applique  à tous  les  cas  (339). 

Les  équ,  A et  B servent  à résoudre  les  triangles  rectangles  , 
C et  G servent  pour  les  triangles  obliquangles  (voy.  n°  364). 

356.  Soient  deux  arcs  (fig.  i8o)^G  = «,  BDz^i 3;  cher- 
«ehons  les  sinus  et  cosinus  de  leur  somme  AD  , et  de  leur  diffé- 
rence AK , connaissant  les  sin  et  cos  de  a et  /B.  Menons  la  corde 
DK,  au  milieu  / de  laquelle  le  rayon  CB  est  perpendiculaire  ; 
puis  les  parallèles  El , KH  à AC , e t les  perpendiculaires  DP , 
JG  et  KO  ; DP  est  le  sinus  de  AD  = ce  -f-  /3;  KO  est  celui 
de  AK  = a — /3  ; les  cosinus  sont  CP  et  CO  : ces  quatre  quan- 
tités sont  les  inconnues  du  problème. 

On  voit  que  DE~EH\  DE  et  JG  ont  donc  pour  somme 

JG  -f-  DE , ou DP  = sin  («  + fS)  , 

et  pour  différence  IG — DE rz:  IIP , ou  KO  = sin  (ce—*  /3) , 
de  même  El  étant  la  moitié  de  UK  , on 
a PG  — GO  — EJ , ainsi  CG  et  El  ont 

pour  somme CO  ■==.  cos  (ce — (&)  y 

et  pour  différence.  . . CP  = cos(ce-|-Æ); 

donc  sin  (ce  dz  /3)  :=  IG  z!z  DE , cos  ( u ziz/S)  = CG  zp  GG 

Il  ne  reste  plus  pour  obtenir  JG,  DE , CG,  EJ,  qu’à  ap- 
pliquer l’éq.  ^ aux  triangles  rectangles  CIG  , DEI , où  l’angle 
EDI  Il  vient  JG  — CI  X since,  DE  — DJ  cos  « ; or, 
DJ  sin /B  et  C/ — cos/3;  ainsi,  on  a 

IG  — CI  X sin  ce  — sin  ce  cos  /3 , 

GG  = DI  X cos  ce  — sin  /3  cos  ce  ; 
on  a de  même  CG  ~ CI  X cos  ce  = cos  ce  cos /3, 

El  — G/  X sin  ce  = sin  ce  sin  /3  ; 

d’où  sin  (ce  dz/3)  = sin  ce  cos  /3  dz  sin /3  cos  ce.  . . (G)., 
cos  (ce  dz  /3)  = cos  ce  cos  /3  zp  sin  iin  /3.  . . (G). 
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Ces  quatre  formules  sont  d’un  usage  très  fréquent.  Si  le  rayon 
au  lieu  d’être  1 , était  if,  on  mettrait  simplement  Æ pour 
diviseur  des  seconds  membres  (n°3 47,  20.). 

357.  Faisons  a = j3  dans  ces  formules;  en  prenant  le  signe 


supérieur,  on  trouve 

sin  (2 *)  = 2sin  * cos  a. (G)  > 

cos  (2-55)  = cos2  * — sin2  * (Ff  ) , 


— 2 cosa  * — 1 — 1 — 2 sin2  et , 

en  mettant  dans  celle-ci  1 — cos2*  pour  sin2*.  Telles  sont  les 
valeurs  du  sinus  et  du  cosinus  du.  double  de  l’arc  * (*). 

35&.  Si  l’on  regarde  dans  ces  équations  sin  * et  cos  * comme 
inconnus  , et  sin  2*,  cos  2*  comme  donnés  , il  faudra  éliminer 
entre  elles.  Mais  comme  le  calcul  serait  compliqué,  on  préfère 
employer,  au  lieu  de  la  ir#,  1 — cos2*  + sin2*;  alors  en  ajoiir 
tant  H } ou  en  soustrayant,  on  obtient  de  suite 

2 COS2  et  = 1 -j-  cos  2*,  2sin2*=i  — cos  2*^ 


Si  donc  on  change  ici  Q,*.  en  *>,  ce  qui  est  permis  , on  a , 


cos 


*-=V sin^=\/(L 


COS*1' 


I-  • • CO 


équ.  qui  donnent  les  sin  et  cos  de  la  moitié  d’un  arc.  La  for- 
mule de  la  page  35o  devient  ainsi  propre  au  calcul  des  îog, 

sin-verse  a~  2s in 2 £ a 1 — cos  a, 

359.  Divisons  l’une  par  l’autre  les  formules  E et  F}  il  vient 

sin  (art  /3) sin*  cos/3  rh  sin /3. cos* 

cos  (*  zh  /3)  cos  * cos  /S  zp  sin  * sin  /F 


(*)  Pour  avoir  les  sinus  et  cosinus  de  3*,  on  fait  /3  = 2a,  ce  qui  donne 
sin  3 et  = sin  a cos  2a  -f*  sin  2*  cos  * , cos  3 a.  = etc.  ; mais  il  faut  mettre 
pour  sin  2a  et  cos  2a  leurs  valeurs , et  il  vient 

sin  3a  — 3 sin  a — 4 sin3  a,  cos  3a  = 4 cos3  — 3 cos  a. 

Il  est  aise  de  voir  qu’en  résolvant  ces  equ . par  rapport  à sin  a et  cos  a , on  au- 
rait les  sinus  et  cosinus  du  tiers  ; on  obtiendrait  de  même  ceux  de  4*  et  du  quart: 
de  a,  etc..  Voy.  ci-après,  n°  358. 


358  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

Or* *  si  l’on  divise  les  deux  termes  du  2e  membre  par  gos«.co?jS, 

en  remarquant  que  tangos .=  — — , on  obtient  (*) 

COS  Ci 

, . N tangos rfctang/? 

tang  (ci  rh  fi)  — — — . . . (A)  , 

' i q:  tangos  tang  fi  J 

qui  donne  la  tangente  de  la  somme  et  de  la  différence  de  deux 
arcs.  Si  a ~ fi,  on  trouve  celle  du  double* 

2 tangos 

tang  2os  = — ^ . . (L)  ; 

° î — tang"  cl  v J * 

en  divisant  Tune  par  l’autre,  les  équ.  (/)  , il  vient 

, * 

, //I  — cos  os\  l — cos  a , 

tang  \ a — î / ( )-=3 r . . . (MJ. 

y \i  -f*  cos  a J sm  as, 

56o.  Ajoutons  et  soustrayons  les  équ.  E ; il  vient  (**) 

sin  («s  -f-  Z3)  “h  sin  («  — fi)  — S’sin  a . cos  fi  , 
sin  (a  -f-  fi)  — sin  (a  — fi)  = ücos  <&.  sin  fi. 


^ . A „ eot  itcot/Sqri 

(*)  On  a de  meme  cot  (a,IÏZ  fi)  = ^rjz 

w \ cotfizLcota. 

Si  l’on  fuit  as  — 45° , comme  tang  45°  ==  r , il  vient 

± tang  fi 


* tang  (45  »î^)=- 

De  meme  les  formules  E et  F donnent 

sin  'et -h  fi)  cot  fi  -f-  cot  et 

cot  fit 

CO!  fit 


S! n v£t 


fi) 

sin  (fit  dr  fi) 


cot  fi 
cot  fi 


tang  fi 

tang  fit  -4-  tang  fi  \ 
tang  et  — tang  fi  9 

tang  et  rh  tang  fi 
cos  'et  zp  fi)  dr  i -1- cotât  cot  fi  i rt  tang  «t  tan-g  fi  9 

cos  (et  -f-  fi) cot  fi  — tang  et  i — tang  et  tang  fi 

cos  («t  — fi)  cot  fi  + tang  et  i -f-  tang  et  tang  fi* 

(**)  Le  meme  calcul  sur  les  equ.  E et  F , combinées  deux  h deux,  donne- 
diverses  autres  formules  de  peu  d’usage,  si  ce  n’est  lorsqu’on  veut  remplacer 
des  sommes  et  différences  desin  et  cos  par  des  produits  et  desquotiens,  pour- 
pouvoir  faciliter  le  calcul  logarithmique.  (Voy.  Introd.  d’’ Euler  a lr Anal., 
des  inf.  ), 

sin  A -dz  sin  B = 2 sin  ~ (A  dz  B),  cos  - (AzpB) , 

2 a 

cos  A-{-  cos  B = 2 cos  ~ ( A -h  B),  cos  - (A  — B)  , 

2 2 

y . ï 

cos  B — cos  A — a sin  - [A  -f-  B),  sin  - ( A — B)*. 
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Divisons  ces  formules  l’une  par  l’autre , et  faisons  5 pour 
abréger , C,  et  * — /3  = B,  d’où  l’on  tire  (p.  1 44) 

^ sinC+sinZ? sin*  cos/3 tango* tang^  (C-4-  B ) 

sînC — sin#  cos#  ' sin  £ tang/8  tang^(£ — B) 

On  a vu  (n-355,  fig.  178),.  = z . d'où  l’on  tire  (n«  73 , a»  ) 

sin  2>  c? 

sinC-f-sio^  c~\~b 


sin  C*-—  sin  B 


b 5 


Faisant  ^7  = go°  dans  la  ire  , et  5 = o dans  les  deux  antres , 
î -f*  sin  B — 2 sin  *+•  ~ 2?^  • cos  = 2 sin*  ^45°  "f-  ~ 


’5 


— sin  2?  = 2 cos2^45°  ^ ^ — 2 «n2  ^45°  — ~ 2?^ 


I -4-  COS  A — 2 COS2  - ,7  J 


2 


cos  A = 2 sin2  - v7° 
2 


Multipliant  entre  elles  les  cqu.  E , T'’,  et  réduisant 

sin2  A — sin2  B = cos2  B — cos3  ^7  — sin  (A  -f-  2?)  X sin  (,/7  — 2?}* 

cos'1  A — sin2  5 = cos  [A  -f»  2?)  x co s-.(A  — 2?)& 

Effectuant  diverses  divisions,  on  obtient 

sin  A 4-  sin  B i . . . sin  A — sin  B r . . . 

y- Ti  — tang  - (A  + B)  \ -r  = cot  - [A  + B)  ; 

COS  A -f-  COS  /J  2 cos  2?  COS  A 2 

sir»  ^7 -f- sin  B i . . _ sin  ^7 — sin  2?  T . A 

jr = cot  - (A  — B):  K=tan s-  (A—B)\ 

cos  B — co 'iA  2V  n cosA-\-cosB  w2 . 

cos  A -{-cos  B I / . , n,  I . . n. 

- J3  — — cot  - {A  4-  B)  : cot  - (A  — B). 

cos  A — cos  B 2 2 


i -f-  sin  B / , i _\  i 

t>  = tang>(  45°  -P  - /?  ) ; - 

I — sm  B \ 2/1 


cos  ^7  i . 

^ = cot2  - Ai. 

COS  ^7  2 


sin 


î 4-  sin  2? 
I + cos  A 


iax\%A  zt  tang  2?  = 


0S*  + lB).  , -sin  B 

COS  5 


cos2  - 
2 


sin2  - 5 
2 


sin  v7  sm  5 sin  y7. cos  B rt  sin  72. cos  A 


tang  A dr  tang  5 = 


cos  ^7  cos  B 
&\n(A  z iz  .7?) 
cos  ^7  . cos  7>  7 


cotA-^z  colB 


tang  -<2±:cot  B—  — — cot  ^7  rfc  tang  7?  — -, — ■ 

cosA.  sin  2?  sm  ^7  . cos  B 


ccs  ^7.  cos  1? 

sin  (Z>  4z  ^7)  __ 

sin  A . sin  B 1 
cos  (A  zp  B) 
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d’une  autre  part  .//-f-Z?-L£~i8o0  donne  i (C-f-Z?)  — go®—  -J-  At 
puis  tang^  (C-f-  B)  = cot  £ ^ : dont:  enfin 


-U  b 


cot 


e — 6<  tang  £ (£  — Æ) 


Formation  des  Tables  de  sinus y cosinus ... 


3Si.  Jusqu’ici  ees  formules  sont  stériles  pour  nous  ; et  afin' 
de  les  faire  servir  à résoudre  des  triangles  , il  faut  d’abord  con- 
naître les  sinus  des  angles  donnés,  pour  en  introduire  les  valeurs 
dans  nos  équ.  ; ou  bien  y si  elles  sont  destinées  à faire  connaître 
des  angles,  il  faut  assigner  l’arc,  le  sinus  étant  donné,.  Il  est 
donc  nécessaire  de  former  une  table  de  sinus , cosinus.  . . , qui 
donne  ces  lignes  , lorsqu’on  connaît  les  arcs  ; et  réciproque- 
ment. 

Concevons  donc  qu’ayant  divisé  le  quadrant  en  degrés,  mi- 
nutes..., et  le  rayon  en  un  nombre  arbitraire  de  parties  égales 
on  soit  parvenu  à trouver  combien  chaque  sin,  cos...  contient 
de  ces  parties  ou  unités , et  qu’on  ait  inscrit  ces  nombres  près 
de  chaque  arc  ; on  aura  formé  une  table  contenant,  dans  une 
ire  colonne,,  les  graduations  des  arcs;  dans  une  2e  les  sinus, 
dans  une  5e  les  cos...  Il  suit  des  équ.  1 , 3,  5 que,  quand  on  a 
les  sinus  , un  calcul  très  simple  donne  les  cos , tang...  ; ainsi  » 
]a  recherche  des  sinus  doit  d’abord  nous  occuper  : et  on  a vu 
(n°  349)  qu’il  n’est  nécessaire  d’en  pousser  le  calcul  que  jusqu’à 
qc°,  parce  qu’au  delà  de  cet  arc  les  valeurs  se  reproduisent. 
Ainsi,  il  s’agit  de  calculer  les  sin  et  cos  pour  tous  les  arcs  4^°> 
le  quadrant  étant  partagé  en  degrés,  minutes... 

La  treéqu.  du  n°3Go,  obtenue  en  ajoutant  les  équ.  Z£,  devient, 
en  posant  <t  — mr,  fi  — • x , 

sin  (m  -|-  1 ) m ~ 2cos  m.  sin  mx  — sin  (m  — 1)  m, 
cos  (/n  -f-  1 ) x — 2cos  x . cos  mx  — cos  (m  — ï)  x. 

Si  les  arcs  procèdent  dans  l’ordre  x , 2m,  3m...  ( m — i)m  , 
tyix  y (m  -}-  O »£•«.•  > x est  le  plus  petit  arc  de  la  table , et  il  suit 
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de  nos  équ,  que  si  z et  y sont  les  sin  ou  cos  de  deux  arcs  suc- 
cessifs (m — 1)  x et  mx , le  sin  ou  cos  de  l’arc  suivant  (m  + 0 x * 
est  — 2 py — z.  Donc  , chacun  des  termes  de  la  série  des  sinus 
et  de  celle  des  cosinus  dépend  des  deux  qui  le  précèdent , et 
s’obtient  en  multipliant  ceux-ci  par  2p  et  — i,  et  ajoutant . 
p est  ici  cos  a:.  ( Voy . n°  542). 

362.  Prenons  l’arc  AC  ~ CB  =:  AL  (fîg.  97),  et  menons  la 
corde  AB  et  les  tangentes  LE , CE\  nous  avons  (160) 


corde  A B < arc  A CB , LE  C >>  arc  LA  C ; 

d’où  AI  ou  sïnAC  < arc  AC,  EC  ou  tang^6’^>  arc  AC. 
L'arc  90°,  a sa  longueur  comprise  entre  celles  de  son  sin 

et  de  sa  tang  ; et  comme  l’éq.  3 , p.  343,  donne  = —jr~  » 

dont  le  2e  membre  approche  sans  cesse  de  1 , à mesure  que  x 
décroît;  le  ier  a aussi  1 pour  limite , c.-à-d.  que  le  sinus,  l’arc 
et  la  tangente  tendent  sans  cesse  vers  légalité , l’arc  restant  in- 
termédiaire. 

Ce  principe  sert  à calculer  le  sinus  du  plus  petit  arc  de  la  table ; 
sin  jc  . 

car  tang  x , ou  ]>  x donne  sin  a;  x.cosx. 

0 cos  x 


Mais  de  1 cos  jc  on  tire  cos  x ^ cos2x  — 1 — sin2x,  et  à 
fortiori  y cosx > 1 — x2,  puisque  sinx<^x,  donne  sin2 a:  <^x2. 
Donc,  en  substituant  dans  notre  ire  inégalité, 

sin  x > x — jc3,  et  < x. 


Qu’on  parte  de  % ~ 5,i.4ibq26536  et  log^r  = 0,4971 49^7  pour 
calculer  jc  , qui  es*  une  fraction  déterminée  de  la  demi-circ.  ar , 
et  par  suite  x — xj;  comme  sinx  est  compris  entre  ces  deux 
limites , les  décimales  communes  seront  une  valeur  approchée 
de  sin  jc  , le  rayon  étant  1 ; et  si  x est  pris  assez  petit , comme 
s.inx,  x et  tangx  diffèrent  de  moins  en  moins,  l’approxima- 
tion pourra  être  étendue  à tel  ordre  qu’on  voudra,  sinxt=  a .. 
D’ailleurs  on  a 

cos  x—\/\  — sin2x  ==  \/(i  a)  (1  — a) '==  p ; 
donc  le  facteur  2 p est  connu  ; et  partant  de  sin  o~  0 , smx=a  h 
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d’une  part,  de  cos  ox  = i , cos  x = p de  l’autre,  par  la  loî 
2py  — z , on  calculera  de  proche  en  proche  les  sin  et  cos  des 
arcs  2x  , 5m  , 4 x ••• 

Par  ex.,  si  x=3o',  le  i8o®  du  quadrant  esta:  = 0,008726646 
x5— o,oooooo665,  x — x3=o, 00872698;  ainsi  sin 3o'=o, 008726. 
Si  la  table  doit  procéder  de  minute  en  minute  , avec  6 déci- 
males, tous  les  sinus  d’arcs  *<  3o'  sont  censés  égaux  à l’arc; 
sin  1',  2",  3',  sont  de  0,008726.  Quant  aux  arcs 

^>3o',  on  trouve  p=zcosi'~  1,008726x0,99 1274,  ou 0,999922. 
Le  facteur  2p  est  2 — 0,00016;  ainsi,  il  est  aisé  de  calculer  les 
autres  nombres  de  la  table. 

En  général , pour  qu’on  soit  en  droit  de  prendre  x = sin  x , 
il  faut  que  x3  n’ait  pas  de  chilfre  significatif  dans  les  décimales 
qu’on  doit  conserver.  En  veut-on  8 , par  ex.  ? il  faudra  que  les 
8 1er8  chiffres  de  x3  soient  des  zéros;  et  sans  calculer  x3,  on 
voit  qu’on  devra  descendre  à l’arc  de  10'. 

Du  reste,  il  faut  prendre  plus  de  décimales  qu’on  n’en  veut 
conserver,  afin  d’éviter  que  les  erreurs  s’accumulent  et  que  les 
derniers  chiffres  soient  défectueux.  On  a soin  de  vérifier , d’es- 
pace en  espace,  les  résultats  obtenus  , soit  par  les  formules  des 
sin  {a  rt  /3)  et  sin  2 soit  en  calculant  d’avance  , par  le  même 
procédé,  les  sinus  de  degré  en  degré  ou  autrement.  Nous  don- 
nerons des  moyens  plus  rapides  d’arriver  aux  valeurs  des  sin, 
cos...;  mais  celui-ci  sulfit  à notre  objet. 

363.  Au  lieu  de  composer  la  table  avec  les  valeurs  ainsi  ob- 
tenues , on  préfère , pour  la  commodité  des  calculs , y inscrire 
leurs  log;  comme  les  sinus  sont  plus  petits  que  le  rayon,  il 
convient  de  par’ager  le  rayon  en  assez  d’unités  pour  que  le  sinus 
du  plus  petit  arc  de  la  table  soit  > 1 , afin  d’éviter  les  log  né- 
gatifs (n°  91  , I).  Dans  les  tables  de  Cal  Jet,  les  arcs  procèdent 
de  10"  en  10",  et  le  rayon  a 10  pour  log  (71  = 10  milliards). 

Lorsqu’on  veut  procéder  au  calcul  d’une  formule  où  le  rayon 
est  pris=:  1 , il  faut  donc  restituer  les  puissances  de  R,  que  la 
supposition  de  R : 1 a fait  disparaître  (p.  55 1 );  ensuite  on  re- 
court aux  tables  dans  lesquelles  log  Rz=  10.  O11  peut  aussi  laisser 
R — 1 dans  la  formule,  et  retrancher  10  de  tous  les  log  des  sin  y 
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cos...,  ce  qui  introduit  des  caractéristiques  négatives.  Par  ex.  ÿ 

logsimo0— 1 ,23967...  au  lieu  de 9,23967. .•,logtangi°=2,2419-* 
au  lieude 8,241 9...  Ces  parties  négatives  ne  sont  pas  un  inconvé- 
nient, et  on  s’habitue  aisément  à les  employer  (voy.  pag.  116)». 

Résolution  des  Triangles . 

r 

364*  I*  Triangles  rectangles.  Les  deux  équ.  Z?  ré- 
solvent tous  les  triangles  rectangles,  car  elles  comprennent  les 
côtés  b,  c , l’hypoténuse  a et  l’angle  C : de  ces  4 quantités , deux 
étant  données , on  peut  trouver  les  deux  autres.  En  éliminant 
C,  on  obtient  même  l’équ.  a 2 = b2  -J-  c % si  souvent  employée* 
Faisons  le  rayon  =R  (3 47)  dans  les  éq.  A , (log  R — 10). 

Rb  ~ a cos  C . » . (1), 

Rc~b  tang  C.  . . (2) , 

a2  — b2  -J-  ca*  . . (3)  ; 

/ 

en  ne  peut  rencontrer  que  les  deux  cas  suivans  (*)  : 

i°.  Étant  donnés  un  cingle  aigu  C et  un  côté.  Les  deux  autres 
angles  sont  connus  , puisque  A — 90°,  B = 90°  — C ; les  deux 
côtés  inconnus  s’obtiennent  ainsi  : 

Connaissant  l’hypoténuse  a , l’équ.  (1)  donne  le  côté  b . 

Si  l’on  connaît  le  côté  by  (2)  donne  c , (1)  l’hypoténuse  nié 
Soient,  par  ex.,  C*  = 33°3o',  6=4^,rl^4>  ^es  équ.  (0  e^ 
(2)  prescrivent  le  calcul  suivant  : 

log  b — 1, 65839^0 i,6583g3o 

log  R — 10,0000000  log  tang  C = 9,8207829 

— log  C — 0,9211066  • — log  B — 10,0000000 

log  a = 1 ,7372864  log  c = 1,4791709 

Donc  a — 54m,6i2  et  c = 3om,i42. 


(*)  Pour  résoudre  un  triangle  proposé,  placez  aux  sommets  les  lettres  A,  B, 
R,  en  les  distribua  t aux  angles  qui  s’ac»  rdent  avec  les  lettres  dont  on  se  sert 
clans  le  texte  pour  designer  les  parties  connues  ou  inconnues,  et  recourant  au 
cas  dont  il  est  question  • a,  b , c sont  les  côtes  respectivement  opposes  aux 
angles  A,  B,  C\  et  si  le  triangle  est  rectangle  , A marque  l’angle  droit,  L’équ. 
dont  il  s’agit  s’applique  ensuite  directement. 
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Cette  opération  peut  servir  à trouver  la  hauteur  ABz=:c9 
d’un  édifice  (fig.  181)  , dont  le  pied  est  accessible  (*). 

Le  calcul  se  vérifie  en  changeant  d’inconnues  (noy.  pag.  14Q» 

2°.  Etant  donnés  deux  côtés  : 

Si  l’on  connaît  b et  c , l’équ.  (2)  donne  l'angle  C ; l’hypote— 
nuse  a résulte  ensuite  de  l’équ.  (1).  On  peut  aussi  tirer  a de 
l’équ.  (3)  mais  elle  11e  se  prête  pa&  au  calcul  logarith- 
mique , 

Si  on  a l’hypoténuse  a et  le  côté  by  l’équ.  (1)  donne  l’angl* 
C\  le  côté  c résulte  de  l’équ.  (3)  , ou 

= V («2  &a)  = {a  — b)  . 

II.  Triangles  obliquangles.  Il  y a 4 cas  à traiter. 

i°.  Étant  donnés  un  côté  a et  deux  angles  B,  C,  le  3e  angle 
A est  connu,  et  on  emploie  l’équ.  Cy  n°  355. 

, a,smB  a.smC 

b — —,  7 , c - — ; y » • • 

sinyî 

Soient  par  ex.  a = 28™, 852,  A = 37°  29',  C :=  72®  9';  d’où 
on  conclut  B =70°  22'  : on  a 

log  a — 1,4601759.  . 1,460175g 

logsin  B — 9,9739873  log  sin  C = 9,9785741 

— logsin  A = 9,784^824 • • , • — 9? 784*2824 

log  b — 1,0498808  log  c = i,06446;6. 

Donc  h = 44m^5G  et  c calcul  sert  à mesurer 

la  distance  AC  de  C,  à un  point  A inaccessible , mais  vi- 
sible (fig.  181)  • il  donne  aussi  la  hauteur  AB'  et  la  distance 


(*')  C’est  à cette  théorie  que  revient  le  nivellement  ou  l’art  de  mesurer  les 
élévations  au-dessus  de  la  surface  du  globe.  L’atmosphère  agissant  sur  les 
rayons  de  lumière  , les  dévie  de  leur  direction  , et  fait  paraître  les  objets  plus 
élevés  qu’ils  ne  sont  réellement.  Ainsi  , quand  on  a mesuré  un  angle  ACBr 
vertical  , il  faut  le  diminuer  de  cet  effet  nommé  réfraction  , et  ensuite  appli- 
quer le  calcul  ci-dessus.  Cette  théorie  , qui  nou£  écarterait  de  notre  sujet,  ne 
peut  être  exposée  ici  ; on  la  trouve  développée  dans  notre  Uranographie  y 
2i°  353,  et  dans  la  Géodésie  de  M.  Puissant . 


e? 
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AC  d’un  édifice  dont  le  pied  est  inaccessible  et  invisible.  Car, 
mesurant  une  base  horizontale  BC  et  les  angles  BrCB)  B BC 
qu'elle  fait  avec  les  lignes  dirigées  vers  le  sommet  B}  on  calcu- 
lera B' C\  alors,  dans  le  triangle  rectangle  AB’ C , on  connaîtra 
B'  C et  l’angle  ACB\  qu’on  peut  mesurer  sans  voir  le  pied  A , 
attendu  que  la  droite  AC  est  horizontale.  On  obtiendra  donc 
ABf  et  AC. 

2.°.  Étant  donnés  deux  côtés  c,  a,  et  un  angle  A opposé  à 

c.  sin  A 

Vun  d'eux , l’équ.  (4)  donne  sin  -i— — . Or,  la  valeur  de 


a 


sin  C répond  à deux  angles  C supplémentaires , et  on  a deux  so- 
lutions (les  triangles  ABC , fig.  176  et  177). 

Il  est  vrai  qu’une  seule  est  souvent  admissible  , ainsi  qu’on  l’a 
yu  (n°ig8);  mais,  de  lui -même,  le  calcul  conduit  à recon- 
naître ce  cas , sans  y avoir  égard  spécialement  ; on  forme 
la  somme  A -f-  C > pour  les  deux  valeurs  de  C , que  donne  le 
calcul,  dans  le  but  d’en  tirer  l’angle  supplémentaire  B.  Or, 

Si  A est  obtus  , on  ne  peut  adopter  la  valeur  de  C^>  go° , 
puisque  A-\-C  serait  i<8o°.  Il  n’y  a donc  qu’une  solution  • encore 
faudrait-il  que  a fût  c,  puisque  si  on  avait  a<^c,  notre 
équ.  donnerait  sin  A < sin  C,  d’où  l’angle  aigu  supplément  de 
A moindre  que  l’angle  aigu  C , savoir  180°  — A < C , et  par 
conséquent  -^  + £>180°.  Ainsi  l’absurdité  serait  mise  en 
évidence. 

Si  A est  aigu,  et  qu’on  ait  a — ou^>c,  notre  équ.  donne 
sin  C = ou  <^sinv^  ; ainsi  le  calcul  conduira  à une  valeur  de 
l’angle  aig u-C<^A , dontle  supplément  180° — C ne  saurait  con- 
venir ici,  puisqu’en  ajoutant^,  lasomme  est  180 Q-\~A — Cj>i8o®. 
Ainsi  le  problème  a une  solution , et  une  seule. 

Entin,  si  A est  aigu  et  que  a soit  < c , tirons  du  triangle 
rectangle  A BD  la.  perpendiculaire  BD  = p ■=.  cs*in  ^ 


R 


d’où 


sin  C — — . Or,  si  on  a sin  C'^>Ri  ce  qui  est  absurde; 

a 

fii  a = p , on  a sin  C = R , C — go"3;  le  triangle  rectangle  BD  A 
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convient  seul;  enfin,  quand  a j>p,  on  se  trouve  dans  le  seul 
cas  qui  admette  les  deux  solutions. 

Tout  cela  s’accorde  avec  ce  qu’on  connaît  (n°  198,  fig.  38). 

3°.  Étant  donnés  deux  côtés  b et  c,  et  l’angle  compris  A/ 
en  faisant  n — ^ (C  — B)  , la  formule  N (n°  36o)  devient 


tan  g n 


c~—b 

c — b 


cot  \ A.  . . (5)  ; 


équ.  qui  fait  connaître  l’angle  n <^  qo°;  or,  l8o®s 

donne  \ (C  -f-  B)  qo°  — ‘ A , valeur  connue  que  nous  repré- 
senterons par  m ; ainsi  nous  aurons 

i (C  + B)  = m,  UC  — B)  = n.  . . (G); 

d’où  C = m -f~  n , B ~ m — n.  Il  ne  restera  plus  qu’à  trouver 
le  côté  a par  le  procédé  ci-dessus  (i°.). 

On  peut  au  reste  déterminer  directement  ce  côté  a sans  cher- 
cher préalablement  les  angles , et  le  faire  servir  au  co^raire  à 
trouver  ceux-ci.  En  effet,  reprenons  la  formule  D , ajoutons  et 
soustrayons  2,bc , puis  mettons  pour  î — cos  A sa  valeur 
(n°  358 , I)  ; il  vient 

a2=  (c— —cosA)  = (c  — 6)2Q 

^ . 4bc  sin2  '-A 

Cela  pose,  on  cherchera  1 angle  <p  qui  a — pour  carre 

de  sa  tangente  , ce  qui  est  toujours  possible  , puisqu’il  y a des 
tangentes  de  toute  grandeur  : la  valeur  de  a deviendra... 
(c — b ) \/(i  -f-  tang2<p)  ou  (c  — b)  séc  ç> , ou  enfin,  en  ren- 
dant laformule  propre  au  cas  où  le  rayon  est  R , 


a 


_R(c  — b ) 


cos  <p 


tangp—  VOO--  • • (7)- 


Le  calcul  logarithmique  pourra  aisément  se  pratiquer  : on  aura 
d’abord  tang<p,  et  par  suite  cos  <p,  puis  a.  Voici  un  ex.  auquel 
nous  appliquerons  ces  deux  procédés.  Soient  ç = 87,812  mètres, 
b — 71,577  mètres  , A = 4°°  56'  j d’où  c -f-  b = 1 69,389  et 
c — b =;  i6,235. 
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Premier  procédé . 


Deuxième  procédé . 


log  cot  j A — 10, 428o33ï 

log  c = 

1,9435539 

log  (c — b)  = i,2îo4523 

log  b = 

1,8547735 

- log  (e-f-5)  — 2,2024585 

log  bc  = 

3,7983274 

log  tang  n = 9,4360269 

moitié  = 

1,8991637 

m = 69°  82' 

log  2 = 

o,3oio3oo 

n = 1 5. 16 

log  sin  y A := 

9,5436489 

m -f-  n = 84.48=6" 

log  (c  — b)  = 

1,2104523 

m — n = 54.i6  = Z? 

log  tang  p = 

io,53339o3 

log  c = 1,9435539 

P = 

73°  4o/43,/ 

log  sin  A = 9, ,8163609 

log  R (c  — b)  = 

11,2104523 

— log  sin  C = 9,9982089 

— ■ log  COS  p = 

9>44874l9 

log  a — 1,7617059 

log  a = 

i,76i7°74 

Donc  a ~ 5 7m,77C. 

4°.  Étant  donnés  frois  cotés . Pour  obtenir  l’un  des  angles1 
tel  que  il  faut  encore  recourir  à l’équ.  P, 

aa 


cos  A 


Adc 


sin2  \ A 


Or,  cette  expression  présente  le  même  inconvénient  que  dans 
le  cas  précédent,  parce  qu’elle  ne  se  prête  pas  au  calcul  loga- 
rithmique. Mais  si  l’on  met  pour  cos  A cette  valeur  dans.  . ® 
sin2^  A~\(\  — cos  A~)  y on  trouve 

ad  — (b  — c)2 

4bc  9 

<et  comme  le  numérateur  est  la  différence  de  deux  carrés  (97, 3°.), 
il  vient , en  rétablissant  le  rayon  R , 

'(a  4-c  ~ b)  ( a+b — c)~|  ros 
4bc  J---(0 

Cette  équation  remplit  déjà  le  but  proposé;  mais  elle  devient 
encore  plus  simple  en  représentant  le  périmètre  du  triangle  par 
Qp  = a -f-  b -f-  c ; car  on.  obtient  ( p.  323) 

Xp  — b)  ( p — cY 


sin  \ A 


=VP 


sin--  A = R 


v/C 


bc 


Q 


■(9)' 


~A  doit  être  <90°,  et  la  question  n’a  qu’une  solution  (n°  35o). 
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Soient,  par  ex.  , c — io3,357  mètres,  & — io6,856  mètres, 
et  a = 142,985  mètres;  d’où  2p  :=  353,178  mètres,  et.... 
p — 6=69,755  mètres,  p — c — 73,232  mètres  , p— a— 33,6o4 
mètres.  Donc 


Jog  (p— £)  = 1,8435629 

log  (p—  c)  — 1,8647009 
O log  b = 0,9712824 
Ct  log  C — 3,9856601 

somme  =s  i,6652o63 


log  (p  — et)  — 1,5263910 
log  (p— c)  5=  1,8647009 

O log  a — 3,8447094 
O log  C = 3,9856601 

somme  1,2214614 


s 

On  prend  la  moitié  , et  on  ajoute  10;  et  il  vient 
log  sin  \ A — 9,8326o3i  , logsin  ^ B = 9,6107307* 

Donc  A — 85°  43',  B — 48°  1 o'. 

On  trouvera  de  même  C = 46°  7',  et  le  calcul  se  vérifie  par  la 
condition  A -f-  B -f-  C = 180°, 

III.  Si  le  triangle  est  isoscèle , A étant  l’angle  du  sommet, 
a la  base , on  fera  b — c dans  léqu.  8,  et  on  aura 


. 1 A oR 

sin  7,  A ~ -T 
% 9.b 


(p<—b)FL 


( i°); 


4qu.  qui  fait  connaître  l’une  des  trois  quantités  a,b  et  A. 

Observez  que  si  on  donne  un  des  angles  , on  connaît  les  deu^ 
autres  par  l’équ.  B — C = 9 o°  — ~ A (n°  201,  20.). 


Problèmes  de  Trigonométrie . 


365.  La  plupart  des  questions  de  Géodésie  se  réduisent  à des 
résolutions  de  triangles.  Nous  offrirons  ici  quelques-uns  de  ces 
problèmes,  qui  sont  d’un  usage  fréquent. 

I.  Tr  mouver  la  distance  AC  (fig.  182)  , entre  deux  points  l’un, 
et  l'autre  inaccessibles.  On  mesurera  une  base  quelconque  BD, 
et  les  angles  ABC , CBD , ADC , ADB , que  font  avec  elle  les 
rayons  dirigés  de  ses  extrémités  B et  D vers  A et  C : on  résou- 
dra les  triangles  ABD  et  CD  B (p.564  , i°.)  ; ce  qui  donnera  les 
distances  AB  # BC , du  point  B aux  points  inaccessibles  A et 
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C;  et  comme  on  connaît  dans  le  triangle  ACB , deux  côtés 
AB , BC , et  l’angle  compris,  on  aura  enfin  AC. 

II.  Réduire  un  angle  , un  point  ou  une  distance  à l’hori- 
zon. Il  est  rare  que  les  signaux  soient  dans  un  plan  horizontal  ; 
alors  ce  ne  sont  pas  les  angles  , les  points  et  les  distances  ob- 
servées, qu’il  faut  porter  dans  le  tracé  du  plan,  mais  bien  leurs 
Projections  horizontales  (n°  272).  Ainsi,  lorsque  le  signal , vu  de 
B et  de  C (fig.  181)  est  le  sommet  B'  d’un  édifice  ou  d?une  mon- 
tagne , il  faut  substituer  A à B' , l’angle  CB  A à CB  B" , l’angle 
ACB  à B' CB... 

Regardons  comme  connues  par  l’observation  ou  par  le  calcul , 
toutes  les  parties  du  triangle  B' CB-,  comme  CA  est  horizontal, 
on  pourra  mesurer  l’angle  ACB'  (même  lorsque  A ne  sera  pas 
visible)  ; puis  résolvant  le  triangle  rectangle  CAB' , on  aura 
CA , et  la  hauteur  AB'.  Celle-ci  et  l’hypoténuse  B' B serviront  à 
trouver  AB  dans  le  triangle  rectangle  B AB' . Ainsi,  on  connaîtra 
les  trois  côtés  du  triangle  horizontal  CB  A,  et  par  suite  les  angles 
qui  le.  forment  et  la  position  du  point  A ( voy . n°  G28,  II). 

III.  Soit  BC  (fig.  178)  une  longueur  mesurée  sur  un  terrain 
en  pente;  il  ne  faudra  porter  dans  le  plan  que  la  projection 
AC  sur  l’horizon  , ou  a cos  C ; l’excès  e de  l’hypoténuse  sur  le 
côté  horizontal,  ou  a— h,  est  e~a — ucos  C , et  comme(n°  558), 
on  a 1 — cos  Cr=2siïia£  C , on  trouve  enfin  e=2ûsina|-  C. 

IV.  Un  triangle  ABC  (fig.  182)  étant  donné  , trouver  le  lieu 
d’un  point  D,  en  connaissant  les  angles  ADC  — /3  et  ADB=y> 
Soient  a , b,  c les  côtés  , A } B , C les  angles  donnés  du  triangle 
ABC , et  les  angles  inconnus  ABD  — xy  ACD  = y.  Les 
triangles  ACD  et  ABD  donnent  (n°  355) , 

^ 4 ùsiny c sin  x 

sin  g sin  y 

Soit  déterminé  un  angle  <p  , tel  que  sa  tangente  soit  — 7—!—;% 

O sin  y 

on  aura  tanga  = d’où  l’on  tire  (n°73) 

sm  x 

1 -f-  tang  <p  sin  x -f-  gin  y 

1 — tang©  ’ sin  x — sin  y'  * 

1 . 
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ou  plutôt  (nos35c),  3fio)  tang  (45°-f-cp)  — ^ Faisons 

. '■  tang- ÿ (r  — y) 

pour  abréger  m = \ (#  -f*  jy)  , n — \ (r  — ^y)  • m est  connu  , 

puisque  x-\-y  est  (n°  a3i)  36o°  moins  A-\- CD  B A-\- (Z y. 

On  a donc 

c sin  (& 

tang  ç ~ — — , x — m -4-  n , 

b sm  y 

tang  n — tang  m.cot  (45°  -f*  <p)  , y~m — n . 

La  ire  donne  <p,  la  3e  n;  d’où  l’on  tire  x } y et  îa  position  du 
point  D.On  pourra  même  calculer  AD,  CD  et  BD.  Quand 
tang  n est  négatif , n prend  un  signe  contraire  dans  les  valeurs 
de  x et  jy.  Si  les  points  A , B,  C y D ne  sont  pas  dans  un  même 
plan  horizontal , il  faut  préalablement  les  y réduire. 

Nous  avons  résolu  ce  problème  graphiquement  (n°2o8,  YI). 

Y.  Trouver  V aire  z d'un  triangle  ABC  (fig.  176),  connaissant 
i°.  Les  trois  côtés  (yoy.  n°  317). 

ô®.  Deux  côtés  et  l’angle  compris  ; dans  le  triangle  BCD,  on 
a BD~  a sin  C ; ainsi , 2 \ b X BD  devient  z — ~ ab .sin  C . 


Un  côté  b et  les  angles  ; 


ùsin  A 

comme  a — — — — , en  mettant 
sin  B 


oîn  À m’n/0 

cette  valeur  dans  l’équ.  qui  précède , il  vient  z=£  ù2 r-i-  _ — 

sin  B 


YI.  Trouver  l'aire  d’un  quadrilatère  ABCD  (fig.  182),  dont 
on  connaît  les  diagonales  AD=P , BC=D'  et  l’angle  AOBz=0, 
quelles  forment  entre  elles.  Cherchons  séparément  l’aire  de 
chacun  des  quatre  triangles,  d’après  l’équ.  (20.)  ; nous  avons, 
en  ajoutant  et  désignant  par  a,  b , c,  d,  les  segmens  AO  , OD> 
OB,  OC  des  diagonales,  z z=z\  {ac  -j-  ad  -f-  bd  -f-  bc)  sin0.  Or, 
ce  quadrinome  revient  à {a  -f  b) . (c  -{-  d ) = D XD';  donc 
21  -z=z\DD'  sin  6;.:  . 

Concluons  de  là,  que  les  aires  de  deux  quadrilatères  sont 
équivalentes  lorsque  leurs  diagonales  sont  égales  et  se  coupent 
sous  le  même  angle  {yoy.  n°  3 18). 

YII.  Soient  A le  côté  d’un  polygone  régulier  (fig.  87),  n le 
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nombre  des  côtés,  * le  nombre  de  degrés  de  l’angle  central 

36c° 

AOB  ~ q.AOG  = — — ; le  triangle  AGO  donne 

n - 

GO  ^=2  AG.  tang  O AG  — \A . cot  Q a)  ; 

le  triangle  A OB  = AG  X GO  ; répété  n fois , il  produit 
■ 

l'aire  du  polygone  régulier  z=z^nA2 . cot  Q-  u). 

Le  triangle  ^ OB~RsinAOGX  îxcos  A O G^=z  ~ R2sin2  A OG , 
ou  AOB  = £ /i2  sin*.  En  retranchant  de  faire  du  secteur.  . . 


AOB  = 


vrRQc6 

~36o 


(n°  261) , il  reste 


ttfre  segment  = * il2 


VIII.  Soit  r le  rayon  OF1  (hg.  46)  du  cercle  inscrit  au  triangle 
ABC\  dans  le  triangle  AO  F,  l’angle  O AF  est  moitié  de 
CABz=zA , OF=  AF.  tang  £ ou  r = (p — a)  tang  { A ,p 
étant  le  demi-périmètre  de  ABC  (n°  206, 1); c’est  une  valeur  plus 
simple  que  celle  du  n°  517.  On  y a vu  que  faire  z de  ABC  est 
pr  ; on  a donc  2s  — p (p — a)  tang  4 A.  Ces  équ.  peuvent  servir 
à trouver  un  angle  et  un  côté  du  triangle,  connaissant  s ou 
r,  etc... 

IX.  Soit  la  corde  AD  — k( lig.  142);  l’arc  ABDz=  a qu’elle 
soutend  , R le  rayon  SA',  le  triangle  rectangle  S Ab'  donne 
Ab ’ — R sin^  a,  d’où  k~2 R sin  \ a.  Cette  équ.  donne  la  gra- 
duation a d'un  arc , connaissant  sa  corde\ , ou  réciproquement. 
Quant  à la  longueur  de  cet  arc,  voy.  n°  048. 

Voici  un  usage  important  de  cette  formule.  On  ne  peut  se 
servir  du  rapporteur  (p.  221)  pour  former  un  angle  d’un  nombre 
de  degrés  donné  , que  lorsqu’ on.  ne  veut  pas  une  grande  exac- 
titude. Prenez  un  rayon  arbitraire  SA  , dont  la  longueur  R soit 
mesurée  sur  une  échelle  de  parties  égales  très  serrées  (p.  261)  ; 
notre  équ.  donne  les  parties  que  contient  la  corde  k.  Portan 
donc  sur  l’arc  ABD  une  ouverture  AD  = k t menant  SA  et 
SD , f angle  ASD  sera  celui  qu’on  demande.  L’erreur  de  cette 
eonstruction  est  comprise  dans  la  seule  épaisseur  des  traits.  La 

2 4 • * 
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table  qui  est  à la  fin  du  volume,  est  formée  sur  notre  équ.  L’usage 
en  est  facile  à concevoir. 

X.  Soit  un  quadrilatère  AB  CD  (fig.  174)',  désignons  par  a, 
b et  c , d les  côtés  , et  par  (ab) , (bc)...}  les  angles  formés  par 
les  côtés  a et  b , b et  c...  En  projetant  AD , DC  et  BC  sur  ABy 
on  a AEz=d  cos  (ad) , EF~c  cos  (ne)  , FB  = b cos  (ab)\  et 
comme  AB  ~a  — AE  -f-  EF  + FBt  on  obtient 

a — b cos  (i ab ) -|-  c cos  ( ac ) -f-  d cos  ( ad ) : 
de  même  b ï=  a cos  {ab)  -f-  c cos  ( [bc ) -f-  c?  cos  (bd), 
c ~ a cos  (ne)  -f-  ô cos  (bc)  -f*  d cos  (cc?) , 
d — a cos  (ad)  -f-  b cos  (bd)  -f-  c cos  (cd  ) , 

en  remarquant  que  les  projections,  qui  sont  soustractives,  ont 
pour  facteurs  des  cosinus  négatifs  ; voy.  p.  346  et  353. 

Multiplions  ces  équ.  respectives  paru,  b , c,  d,  puis  du  Ier 
produit  retranchons  la  somme  des  trois  autres  -,  il  viendra 

a*  1=  F + c2  -p  d2  — 2 [bc  cos  (bc)  -f-  bd  cos  (bd  ) -f  ce?  cos  (cd  ) ] ; 

on  aurait  aussi 

c2  — «2-f-  F -f-  d2 — 2 [ab  co s (ab) ad  cos  (ad)  -f-  bd  cos  («)] . 
et  ainsi  des  autres  côtés. 

Le  même  calcul  s’applique  au  pentagone,  etc.  En  général, 
dans  tout  polygone  plan , le  carré  d'un  côté  quelconque  est  égal 
à la  somme  des-xarrés  des  autres  côtés , moins  deux  fois  les 
produits  deux  à deux  de  ceux-ci , par  le  cosinus  de  l’angle 
quils  comprennent. 

III.  ÉQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DU  CERCLE. 


Equation  de  la  Ligne  droite . 

356.  On  nomme  équ . d'une  ligne  BMZ  (fig.  i83),  la  relation 
qui  a lieu  entre  les  coordonnées  x et  y de  chacun  de  ses  points  ; 
en  sorte  que  si  l’on  conçoit  que  l’ordonnée  PM  se  meut  parallè- 
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lement  en  glissant  le  long  de  Ax , et  que  sa  longueur  varie  en 
même  temps  que  celle  de  l’abscisse,  de  manière  que  cette  équ» 
entre  xety  soit  toujours  satisfaite,  l’extrémité  M de  l’ordonnée 
décrira  la  courbe. 


On  peut  envisager  l’équ.  de  la  courbe  comme  renfermant 
deux  inconnues  x et  y,  dont  l’une  est  arbitraire.  Qu’on  prenne 
pour  x une  valeur  quelconques  ; s’il  en  résulte  pour  y le  nombre 
réel  by  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a et  b , que  nous 
désignerons  par  le  point  (a , b)  y sera  un  de  ceux  de  la  courbe. 
De  même  si  x ~a!  donne  y—b',  etc.  Notre  équ.  indéterminée 
fera  ainsi  connaître  une  infinité  de  points  dont  le  système  est 
la  courbe  même  ; et  on  peut  emploj^er  ce  procédé  pour  en  trou- 
ver divers  points , s’assurer  de  la  figure  qu’elle  affecte  et  des 
particularités  que  présente  son  cours.  C’est  ce  qu’on  verra  sou- 
vent par  la  suite. 

C’est  ainsi  que  y~b  est  visiblement  l’équ.  d’une  droite  MN 
(fig.  170),  parallèle  à l’axe  Ax , AQ  étant  = b ; y r=  o est 
l’équ.  de  l’axe  des  x . De  même  , x~a  est  celle  de  PM,  pa- 
rallèle à l’axe  Ay>  AP  étant  -a-,  et  = o est  l’équ.  de  cet  axe 
lui-même. 


567.  Cherchons  l’équ.  d’une  droite  quelconque. 
i°.  Si  elle  passe  par  l’origine,  telle  que  AN  (fig.  184),  de 
quelque  point  D,  N... , qu’on  abaisse  les  ordonnées  DC , PN...} 

DC  PN 

on  aura  toujours  =••••  Soit  donc  a le  rapport  con- 

stant de  chaque  abscisse  à son  ordonnée , l’équ.  de  la  droite 
AN  est 


Lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  comme  dans  l’un 
quelconque  APN  de  ces  triangles , on  a (n°354)  ,PN—APtang  A ; 
on  voit  que  a désigne  aussi  la  tangente  de  l’angle  que  la  droite 
fait  avec  h axe  des  x.  Plus  l’angle  N AP  croît,  plus  a augmente  ; 
si  la  droite,  telle  que  AN' , fait  un  angle  obtus  avec  les  x po~ 
sitifs,  a devient  négatif,  et  l’équ.  prend  la  forme  y~  — ax-y 
ici  a est  la  tangente  de  l’angle  A' A K.  On  voit  en  effet  qu’alors 
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Jes  abscisses  positives  répondent  à des  ordonnées  négatives,  et 
réciproquement. 

Mais  si  l’angle  yAx  n’est  pas  droit,  le  triangle  N AP  donne 

— — = y = a ; donc  alors  a est  le  rapport  des  sinus  des 
sm  AÏS  P x 

angles  que  la  droite  fait  avec  les  axes  coordonnés  : rapport  qui 
doit  être  affecté  du  signe  — , quand  la  droite  est  située  comme 

AN'. 


2°.  Si  la  droite,  telle  que  BM , ne  passe  pas  par  l’origine, 
en  faisant AB  = b — ï ordonnée  à T origine,  et  menant  AN 

O J 

parallèle  à BM , l’ordonnée  PM>  ou  y,  se  compose  de  MN  = b 
et  de  P N = ax  \ donc  on  a 


y = ax  -b  b\ 


b serait  négatif  si  la  droite  était  telle  que  B' M' . 

368.  Les  quantités  x ety,  qui  entrent  dans  l’équ.  d’une  droite, 
sont  appelées  Variables  ; a et  b sont  des  Constantes;  mais  on 
sent  que  a et  b pourraient  varier  eux-mêmes , et  c’est  ce  qui 
arrive  lorsqu’on  fait  prendre  à la  droite  BM  une  autre  position. 
y ~ ax  -b  b appartient  à toutes  les  droites,  qui  se  distinguent 
entre  elles  par  les  valeurs  de  a et  b. 

L’équ.  la  plus  générale  du  ier  degré,  Ay  -f-  Bx  -f*  C — o, 

B C 

équivaut  à y~ — ' — -j , qu’on  peut  écrire  y — ax-\~  b. 

Prenant  AB = b (Fig.  184)  , et  menant  BM  de  sorte  que  l’angle 
BEA  ait  a pour  tangente , la  ligne  BM  aura  y — ax  -f-  b pour 
équ.  ; on  voit  donc  que  toute  équ.  du  1er  degré  appartient  à une 
droite , quon  sait  décrire. 

On  peut  aussi  la  tracer  en  déterminant  deux  de  ses  points. 
Puisqu’on  B l’abscisse  est  nulle,  en  faisant  x ~ o,  on  doit 
trouver  l’ordonnée  à l’origine  ; de  même  y = o donne  le  point 
où  la  ligne  coupe  l’axe  des  x.  Ceci  est  général , quelle  que  soit 
]a  ligne , droite  ou  courbe.  On  peut  donc  se  servir  de  ce  théo- 
rème pour  tracer  facilement  la  droite;  x=o  donne  y— b— AB; 

b 

do.  même  y = o,  donne  jr  = — - = AE.  Par  les  points  E et 
B}  ainsi  déterminés , on  mènera  EB  qui  sera  la  ligne  cherchée. 
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Cependant  si  la  ligne  passait  par  l’origine , ce  procédé  serait 
insuffisant;  mais  on  ferait  x~  1 ^=z  CA  3 et  on  en  conclurait 
yz=a~  CD.  Il  sera  bon  de  s’exercer  à décrire  les  droites 
qui  répondent  à des  équ.  données  , telles  que  oy  -f-  x ==  2 , 
y — — 3 -f-  xy  y =■  — x — 1,  etc... , atin  de  reconnaître  ai- 
sément la  disposition  d’une  droite  , d’après  l’équ.  qui  lui  ap- 
partient. 

3Gq.  Trouver  l'équ.  d'une  droite  qui  passe  par  deux  points 
donnés.  Soient  (x'} y')  le  1er  point,  et  (x",  y")  le  2e  point;  l’équ. 
de  la  ligne  est  y--ax  -f-  b , a et  b sont  inconnus;  or,  puisque 
la  droite  passe  par  le  point  {x' , y ) , si  l’on  fait  x~x' , on  devra 
trouver^'  ~ÿ  y partant 

y ~ ax  -f-  b devient  y = axf  -f-  b ; 
retranchant  pour  éliminer  b,  on  trouve 


y — y'z=a(x  — x ).  . . (1). 

• ' ; . ' , . . <■  _ . ; ‘ : ■.  i ; : . v 

Cest  l’équ.  qui  appartient  à toutes  les  droites  qui  passent  par 
3e  point  ( x',y ' ) , et  qui  ne  sont  distinguées  entre  elles  que  par 
3a  valeur  de  a , c.-à-d.  par  leur  direction. 

Mais  notre  droite  passe  aussi  par  le  point  (x" , y")  ; on  trouve 
de  même  y"  — y'  ~a  (x" — x')}  d’où  l’on  tire 


a 


.y  —y 


et 


x 


x 


, v"— y' 

y — y = sSï — ^-rix 

JJ  X — x 


x'). 


370.  Trouver  l'angle  que  forment  deux  droites  entre  elles , 
ces  droites  étant  données  par  leurs  équ.  yz=zax-\-b3  y ~a' x-f-ù'  ; 
soient  BC  la  ire  (fig.  i85),  « l’angle  B qu’elle  fait  avec  Ax\ 
DC\a  2e,  A l’angle  qu’elle,  ou  sa  parallèle  BE , fait  avec  Ax , 
EBX  — u ; ainsi  a — tang  « , a = tarig*'  ; l’angle  cherché  est 

V — a — - a . Or  on  a (35  9)  tang  T ~ ï]b— * donc 

v b 1 -f  tang  «tang  »7 


tang  V 


a 


a 


1 -f-  ad 


7.  . . (2). 


Si  ar=za  y les  deux  droites  sont  parallèles,  puisque  V-zzzo  3 ce 
qui  est  d’ailleurs  visible.  Si  ad  -f- 1 " o , tang  V 00,  ainsi 
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l’angle  V est  droit:  donc  la  condition,  pour  que  deux  droites 
soient  parallèles  ou  perpendiculaires  , est 

a~a'.  . . (3),  ou  cici' - j-i=o.  . . (4). 

371.  Par  un  point  donné , mener  une  droite  qui  soit  paral- 
lèle ou  perpendiculaire  à une  autre  droite  > ou  qui  fasse  avec 
elle  un  angle  connu.  Soient  y — ax  -f-  b l’équ.  de  la  droite 
donnée  , y ■=  a x -f-  b ' celle  de  la  droite  inconnue  ; il  faut  déter- 
miner a et  b' . D’abord , puisque  celle-ci  passe  par  le  point  donné 
(x',ÿ)  on  a l’éq.  (y  — y')  ~a'(x — x')]  il  reste  à trouver  a . 

i°.  Si  la  2e  droite  est  parallèle  à la  ire,  on  a a~a\  l’équ.  (1) 
est  celle  qu’on  demande. 

20.  Si  elle  doit  être  perpendiculaire , aa'  -j-  1=0;  d’où 
a — — - , y — v'  — — — (x  — xrf  . . (5). 

3°.  Si  les  droites  font  entre  elles  un  angle  V dont  la  tang  m 
soit  donnée  , on  fait  m = tang  Vt  dans  l’équ.  (2) , et  on  a 


a — m 
am  -f-  1 y 


a — m 
am  + 1 


Par  ex. , si  m — 1 , on  a l’équ.  d’une  droite  inclinée  de  45°  sur 
la  proposée  , (a  -f-  1)  (jy  — yr  ) = (a  — 1)  ( x — x). 

372.  Trouver  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données. 
Soient  y — ax  + b>  y — ax  ■+*•  b'  1 eurs  équ.  Llx  peut  bien 
être  le  même  pour  ces  lignes  dans  toute  leur  étendue*  mais 
l 'y  diffère.  Le  point  où  elles  se  coupent  est  le  seul  pour  lequel 
x et  y soient  les  mêmes.  Si  donc  on  élimine  ces  variables,  on 
aura  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  : ce  calcul  est  facile  ; 
il  donne 

b'  — • b ab'  — a b 

X a — cif  y a — a 

En  général,  si  on  élimine  x et  y entre  les  équ.  de  deux 
lignes  courbes  , on  obtiendra  les  coordonnées  de  leurs  points 
d’intersection*,  c’est  même  pour  cela  qu’en  faisant  y — o,  ou 
x — o , 011  trouve  les  points  où  la  ligne  coupe  les  axes  des  x 
ou  des  y y car  ces  équ.  sont  celles  de  ces  axes. 
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3y3.  Trouver  la  distance  entre  deux  points  donnés . Soient 
(a/,y' ) , (xn,y')  ces  deux  points  situés  en  M et  N (fig.  186); 
menons  MR  parallèle  à Ax , et  le  triangle  rectangle  NMR 
donnera  MN*  — MR*  -f-  RN 2 : or,  on  a 

NR r=NQ  — MP *=:y " — y , MR  — AQ  — AP=zxn  — xr-, 

ainsi  la  distance  cherchée  MN  — è'  est 

<^=  V(.x’—x'y  + {y"—y)\  . . (7); 

îa  distance  AM  du  point  M à l’origine  est  <*■=  Vix'+y'1)- 
Si  les  deux  points  devaient  être  situés  sur  une  droite  RN 
donnée  par  son  équ.  y — ax  b\  x',  y',  xu , y"  devraient  satis- 
faire à cette  équ. , d’où  y ~ ax  -f -b,  y " = ax”  -f-  b , et  par 
conséquent  = (x"  — x)  [/(i  4”  a2). 

3 74.  Trouver  la  distance  d'un  point  à une  ligne  donnée , 
Soient  y'  = ax  -}-  ù l’équ.  de  la  droite  BC  (fig.  187)  , M ou 
M'  (x';/)  le  point.  Il  faut  i°.  abaisser  la  perpendiculaire 
MM'  sur  BC\  q°.  chercher  le  point  N de  rencontre  de  ces 
lignes  ; 3°.  mesurer  la  distance  MN  ou  M'N  — <h.  Pratiquons 
ces  opérations  en  analyse,  i®.  L’équ.  de  la  droite  indéfinie  MM? 
qui  passe  par  le  point  (x',y  ) , et  qui  est  perpendiculaire  kBC , 
est  (5) , n°  371  ; 2°.  on  éliminera  x et  y entre  les  équ.  des  deux 
droites  , et  on  aura  les  coordonnées  du  point  N d’intersection; 
3°.  enfin,  on  mettra  ces  valeurs  dans  la  formule  (7). 

Mais  puisqu’on  cherche  x — x'  et  y — y'}  le  calcul  se  sim- 
plifie en  préparant  ainsi  l’équ.  y — ax  -{-b  : 

y —y  = a{x—x)  + b + ax‘  —/ , y —y' -—--(x  — x')i 

LL 

l’élimination  donne 


x>  = aty'  — ax'  — b ) ^ _ 


1 + a2 


y— y 


y — ax'  — b 


~y~ — 7 J 


4onc  011  a 


. y'  — ax'  — b 

Tï'~+“T! 
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pour  la  distance  cherchée  ou  la  longueur  MN  ou  M'N  de  la 
perpendiculaire  (*). 

3y5.  En  général , les  problèmes  relatifs  à la  ligne  droite  sont 
de  deux  sortes  : 

i°.  Ou  une  droite  étant  donnée  , on  cherche  celui  de  ses 
points  (x',y')  qui  satisfait  à une  condition  exigée,  a et  b sont 
connus  dans  y — ax  -p  b ; de  plus,  la  condition  à laquelle  le 
point  doit  satisfaire  étant  traduite  algébriquement,  on  a une 
seconde  relation  entre  x et  y . L’élimination  fait  donc  connaître 
ces  coordonnées.  On  pourrait  avoir  plusieurs  droites  et  plu- 
sieurs conditions  données  ; mais  les  choses  auraient  encore  lieu 
d’une  manière  analogue. 

2°.  Ou  on  cherche  une  droite  qui  satisfasse , par  sa  posi- 
tion , à de  certaines  conditions  ; alors  a et  b sont  inconnus 
dans  y = ax  -f-  b , et  le  problème  consiste  à les  déterminer. 
Or,  les  conditions  données  , traduites  en  analyse , conduiront  à 
des  équ.  qui  feront  connaître  a et  b ; elles  ne  pourront  être  qu’au 
nombre  de  deux  , à moins  quelles  ne  comportent  elles -mêmes 
de  nouvelles  inconnues. 
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I.  Partager  en  deux  parties  égales  l’angle  que  forment  entre 
elles  deux  droites  données  AB,  AG  (lig.  188).  Traçons  deux 
axes  rectangulaires  Ax , Ay , par  le  point  A de  concours  des 
lignes;  leurs  équ.  sont  y — ax , y — bx  ; a et  b étant  donnés. 
Soit y=kx  celle  de  la  droite  cherchée  AD\  il  s’agit  de  trouver  k. 

a /j 

L’angle  DAB  a pour  tangente ~(n®  171)  ; celle  de  l’angle 


DAC  est 


k — b . 

1 -f-  bk  ’ 


donc 


a — k k — b 


-f - ak  1 -f-  bk  ’ 


d’où 


n vu  + a*)  comporte  zb  5 mais  il  faut  préférer  le  signe  qui  rend  cT  posiiif 
( n°  108  ).  Or,  l’ordonnée  du  point  R ou  R'  de  BC,  qui  a x'  pour  abscisse  , 
étant  Y — ax'  -ht  : suivant  que  le  point  donné  sera  en  M ou  en  Dl\  c.-à-d.> 
en  dessus  ou  en  dessous  de  la  ligne , on  aurajy'  ou  <^axf  b : donc,  dans, 

ax'-h  b — y' 

le  2e  cas  . on  prendra  <T  = — r—  • 

yf^  + a’) 
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^79 


k 1 


%(ab  — 1)  7 

“ ; /£ 

a -f  b 


1 


O. 


On  tire  de  là  la  valeur  de  k}  et  on  la  substitue  dans^y  — kx. 
Comme  il  y a deux  racines  réelles,  k'  et  k" , le  dernier  terme 
— 1 est  leur  produit , ou  1 = 0;  ce  qui  apprend  que  les 

deux  lignes  AD,  AE,  ainsi  obtenues,  sont  à angle  droit  (n°  370). 

Si  les  axes  ne  passaient  pas  par  l’origine  A , l’équ.  cherchée 
serait  y — y'  = k (x  — x'  ),  h ayant  la  valeur  ci-dessus  , et  xr , 
y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  concours. 

Quand  l’une  des  droites  AC  est  l’axe  des  r,  et  on  a 

Ai 

simplement  k2  -f-  — = 1. 

a 

II.  Étant  données  les  droites  AB , Ax  (fig.  189),  quel  est  le 
point  D (x',y)  tel  que,  CD  étant  parallèle  à Ax,  on  ait 
AC—  CD1  Prenons  A pour  origine , Ax  pour  axe  des  x , soient 
AI  — ni , y — ax  l’équ.  de  AB  • enfin  menons  AD  et  suppo- 
sons que  y — kx  en  soit  l’équ.  *,  a est  donné , et  il  faut  trouver 
m , A et  y , ou  , si  l’on  veut,  x'  et  k. 

On  a CD  — AE  — AI  — xr  ■ — m , et , par  condition 
AC2  — m2  y'x  ~ (r  ~~~  înY  '7  donc  y'2—x'2 — 2 mx  . Or, 
le  point  C est  sur  AB,  et  D sur  AD  \ donc  y —am  et  y —hxf  ; 
éliminant  m et  y' , il  vient  ak2-j-o.k  — a,  équ.  qui  prouve 
(probl.  I)  que  AD  coupe  par  moitié  l’angle  BAE  : x , 11e  res- 
tant pas  dans  le  calcul , est  arbitraire -,  ainsi , tous  les  points 
de  AD  satisfont  à la  question , qui  a une  infinité  de  solu- 
tions. 


III.  Trouver  1 es  équ.  des  perpendiculaires  AF,  CE,  BD 
(fig.  190),  menées  de  chaque  angle  du  triangle  ABC  sur  le 
côté  opposé,  la  base  AC  — b étant  prise  pour  axe  des  x et 
l’origine  en  A -,  le  sommet  B (A,  y')  détermine  le  triangle. 

La  droite  AB  a pour  équ. y — ax , a étant  parce  qu’elle 

00 

passe  en  B.  Il  est  aisé  d’avoir  de  même  celle  delà  droite  BC , 
menée  par  B (x  ,ÿ),  et  C{b,  6)  \ orna  donc,  pour  les  équ. 
çie  AB  et  BC 
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y=*'x-  y <■*-*)• 

De  plus  CE  passe  en  C (b,  o) , AF  par  l’origine;  leurs  équ. 
sont  donc  de  la  forme  y -=z  A (x — b), y = Bx ; la  condition 
d’être  perpendiculaires  aux  précédentes  donne  (n°  370) 


y 


X 


+ 1=0, 


X 


-£+l  = °l 


donc  les  équ.  des  perpendiculaires  sont 


x 


b),  y — 


X 


y 


X. 


Pour  trouver  le  point  O où  elles  se  coupent,  il  faut  élimi- 
ner x et  y,  on  trouve  x = x'  = l’abscisse  AD  du  sommet; 
ainsi  ce  point  O est  sur  l’ordonnée  BD.  Donc  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  trois  angles  d’un  triangle  sur  les  côtes  op- 
posés se  coupent  en  un  même  point.  En  décrivant  sur  AC  la 
demi-circonf.  AEFC,  et  par  les  points  F,  E d’intersection, 
menant  AF  et  CE , puis  enfin , par  le  point  O de  concours  tra- 
çant BD y on  aura  les  trois  perpendiculaires. 

IV.  Trouver  un  cercle  tangent  aux  trois  côtés  d’un  triangle 

ABC  (fig.  190)  . Cherchons  d’abord  un  point  O (a , fi) , qui  soit 

à égale  distance  de  AB  et  AC  ; en  conservant  la  notation  pré- 

/ 

cédente,  l’éq.  de  AB  est  y = ^ x ; donc  les  longueurs  OE  t 


OD  des  perpendiculaires  sont  (n°374) 


OE  — 


uyf  — fix'  uy  — fixr 


OD  = fi. 


On  a AB  = c , et  on  met  dt,  parce  que  le  point  inconnu 
O (u,  fi)  peut  être  en  dessus  ou  en  dessous  de  AB.  u et  fi  sont 
déterminés  par  OE  = OD}  ou  uy'  — fi  (x'  ± r) , équ.  unique  ; 
ce  qui  prouve  qu’il  y a une  infinité  de  points  O , à égale  di- 
stance de  AB  et  AC , lesquels  , étant  sur  la  ligne  dont  l’équ. 

est  y = X)  sont  s^tu^s  sur  deux  droites,  qui  passent  par 
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le  sommet  A , et  font , avec  la  base  AC,  des  angles  dont  les  tang. 

sont  — — — . Comme  le  produit  de  ces  tang.  se  réduit  à — i , à 
x ±c 

cause  de  x'2  -f-  y 2 = c2,  ces  deux  droites  sont  perp.  entre  elles  : 
il  s’agit  de  trouver  la  position  de  l’une  , AO  (lig.  /fi  ). 

x' 


xf 


Comme  tang  BAC  = - on  a cos  A-=z—  — ? 

b x V -\-y  ) c 

\ r r 

d’où  tang  \ A =i  > (Æf,  n°  35g , et  en  multi- 

1/  C lip  OC  OC  "T"  c 

pliant  haut  et  bas  par  c-J-x')  : donc  O AB  =■£  BAC , ce  qu’on 
sait  d’ailleurs  (n°  206).  Si  l’on  mène  OA  et  sa  perp.,  coupantpar 
moitié  l’angle  BAC  et  son  supplément , le  centre  cherché  sera 
sur  ces  lignes.  En  traçant  CO , qui  divise  par  moitié  l’angle  C, 
et  sa  perpend. , puis  faisant  la  même  chose  pour  B , les  intersec- 
tions de  ces  six  droites,  combinées  deux  à deux  , donneront  quatre 
points  qui  seront  les  centres  des  cercles  tangens  cherchés  : l’un  es£ 
inscrit  au  triangle,  les  trois  autres  sont  tracés  extérieurement. 

Au  lieu  défaire  les  trois  perpend.  OD,  OE,  OFé  gales  entre 
elles  , on  pourrait  se  proposer  de  trouver  le  point  O par  la  con- 
dition que  les  rapports  de  ces  longueurs  soient  donnés. 

Y.  Parle  point  M (lig.  191),  tracer  NQ , qui  coupe  l’angle 
NBx , et  forme  le  triangle  BNQ  dont  l’aire  soit  donnée.  Bx  et 
By  étant  les  axes,  les  données  sont  tang  NBx  = a et  le  point 
M(œ  , /S)  ; l’inconnue  est  BQ  = z.  L’équ.  de  NQ,  qui  passe  en 
Q(z,  o),  est y=zA(x  — z)  ; cette  droite  passe  aussi  en  M(u,  fi)- 

d’où  A ~ . L’équ.  de  2? IV est  y — ax.  Éliminant  x pour 

avoir  Y y du  point  commun  N , il  vient  ( A — a)yz=.  Aaz\  d’où 

Aaz  ■ (Zaz 

J A — a fi  — a»  - f-  az 

Or,  menons  AM  parallèle  à BN,  et  faisons  AB  = m.  L’équ.  de 
AM,  qui  passe  en  M(u,  fi),  est  y — fi ~n(x — u)  : pour  le  point  A, 
y = o ’7  d’où  am—au,  — fi.  Introduisant  ci-dessus  am  pour 


a a 


fi  , il  vient  y = ND  = 


fiz 


m 


* 
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Cela  posé  , quelle  que  soit  Faire  donnée , on  pourra  toujours 
ïa  transformer  en  un  rectangle  , dont  la  hauteur  serait  PM— (Z, 
et  dont  k serait  la  base.  On  devra  donc  avoir 
ou  2. 2 — %kz-\-  2km  — o ; ce  qui  donne  deux  solutions  faciles 
à construire  ( n°33o)  : la  seconde  a lieu  quand  la  droite  NQ 
coupe  le  supplément  de  l’angle  NBQ . Voy.  n°  335. 

On  pourra  s’exercer  sur  les  problèmes  suivans. 

VI.  Étant  données  les  équ.  de  deux  droites  AB,  AC  (fig.  i88)* 
prendre  des  parties  égales  AB , AC , calculer  la  longueur  BD 
de  la  moitié  de  la  corde  BC } et  en  conclure  l’angle  BAC.  La 
formule  doit  s’accorder  avec  (2),  n°  370. 

VII.  Dans  la  même  circonstance,  chercher  l’équ.  de  la  corde 
BC,  et  celle  de  sa  perpend.  AD,  dont  la  direction  doit  s’accor- 
der avec  le  problème  I. 

VIII.  Les  perpend.  DO,  FO,  EO  (fig,  192),  élevées  sur 
le  milieu  des  côtés  d’un  triangle  ABC , concourent  en  un 
même  point  O.  En  général  , si  D et  F sont  situés  d’une  ma- 
nière quelconque  sur  les  côtés  AB  et  BC , mais  divisent  ces 
côtés  proportionnellement  (la  droite  DF  est  parallèle  à AC), 
toutes  les  perpend.  DO,  FO  se  coupent  en  des  points  O situés 
sur  une  meme  droite  qui  passe  par  le  sommet  B. 

IX.  Trouver  les  équ.  des  lignes  CD,  AF,  BE  (fig.  192) 
menées  des  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC  aux  angles  op- 
posés ; prouver  quelles  concourent  en  un  même  point  G,  qui 
est  aux  | de  chacune  , à partir  du  sommet  de  l’angle. 

Plus  généralement,  si  sur  deux  côtés  AB  , BC  d’un  triangle 
on  prend  des  parties  quelconques  AD,  CE1  proportionnelles  à 
ces  côtés  , les  droites  CD  et  AF  se  coupent  en  un  point  G , 
situé  sur  la  ligne  menée  de  l’angle  B au  milieu  E,  du  côté 
opposé. 

Consultez  le  Recueil  des  Propositions  de  M.  Puissant . 
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Du  Cercle . 

077.  La  distance  R d’un  point  M(x,  y)  à l’origine  C ( fig.  iq5) 
est  R —ÿ(.vu  -j-y2)  '>  ainsi  i’équ.  du  cercle  est 

x*  +y*  ~ R2. . . (1) , 

puisque , pour  tous  ces  points  , la  distance  /!  est  constante. 

Le  même  raisonnement  prouve  que 

(x— «)24-  (y—py~R\  . . (2), 

. ? j y } - - 

est  l’équ.  d’un  cercle  dont  le  centre  a pour  coordonnées  a et  /3„ 
De  sorte  que,  si  l’origine  est  à l’extrémité  O du  diamètre 
*=R,  0 = 0,  et  l’on  a (x  — R)2  “h y*  = R2  y ou  plutôt 

y*  = 2 Rx  — xft. 

Si  les  x et  y font  un  angle  y,  le  triangle  CP M a l’angle 
P — 1800  — y,  et  la  distance  constante  CM — R de  tous  les 
points  du  cercle  au  centre  C , pris  pour  origine,  est  donnée  par 
l’équ.  D (n°  355)  : l’équ.  est  donc 

x2  -f-yH-  2 xy  cos  y = R3 . . . (3). 

Il  est  bon  de  s’exercer  à reconnaître  la  figure  d’une  courbe  et 
ses  propriétés  d’après  son  équ.  : bien  que  ces  choses  soient  con- 
nues pour  le  cercle,  nous  allons,  profitant  d’un  exemple  aussi 
simple  , montrer  le  parti  qu’on  peut  tirer  des  équations  des 
courbes , pour  atteindre  à ce  but. 

378.  Commey  — zh  \/  (ü2 — xa),  à chaqu  e abscisse  (fig.  iq3) 
répondent  deux  ordonnées  égales  et  désignés  contraires  ; de  sorte 
que  la  courbe  est  coupée  par  Ox  en  deux  parties  qui  coïnci- 
dent lorsqu’on  plie  la  figure  suivant  Ox.  La  même  chose  a lieu 
pour  Dy.  En  faisant  x=  o , on  a y ±=dzR,  et  les  points  y et  D 
de  la  courbe  ; plus  x croît,  plus  — 'xj*  ou  y»  décroît,  jus- 
qu’au;—/!, d’où  y~o  : ainsi,  la  courb eyMA  s’abaisse  sur  l’axe 
des  x,  qu’elle  rencontre  en  A.  Elle  ne  s’étend  pas  au-delà  de 
CA , car  y devient  imaginaire.  De  ces  notions  résulte  la  figure 
de  la  courbe. 

Toute  droite  OM  menée  par  le  point  O (— - R , o)  a pour  équ , 
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y — a (x~l~R)  \ de  même  poury/  — R)  est 

l’équ.  de  MA.  Le  point  M de  rencontre  de  ces  lignes  a pour 
coordonnées 


x 


a 4-  a _ zaa'R 

-,  , y } • 

a — a ^ a — a 


Pour  que  ce  point  soit  situé  sur  la  circonf. , il  faut  que  l’équ. 
x3-fya=.Ra  soit  satisfaite  par  ces  valeurs.  Ainsi  aa'(i-f-aa')— o 
est  l’équ.  de  condition  qui  exprime  que  les  deux  cordes  se  cou- 
pent sur  la  circonf.  On  en  tire  a — o,  ou  d — o,  ou  enfin 
1 + ad  — o : les  deux  î re*  expriment  que , lorsqu’une  des 
cordes  est  couchée  sur  le  diamètre  , la  condition  est  satisfaite  , 
ce  qui  n’apprend  rien  : l’autre  i + ad  ■=.  o indique  que  l’une 
des  cordes  ayant  une  direction  quelconque,  si  l’autre  lui  est 
perpend.,  le  point  d’intei^ection  sera  sur  la  circonférence. 

Comme  y*  = R 2 — xa  — (R  -f-  x)  X ( R — x ) , et  que 
R-j-x  — OP  , R — x—AP,  PM  est  moyen  proportionnel 
entre  OP  et  PA. 

La  longueur  de  la  corde  AM  est  \/  [y2  -f-  (JR-—  x)3  ]; 
ainsi  AM^-sR* — q,Rx  — q,R  {R  — x);  AM  e st  donc  moyen 
proportionnel  entre  AP  et  le  diamètre  AO. 

379.  Pour  obtenir  les  intersections  d’une  droite  MN  et  d’un 
cercle  NKI  ( fig.  194)»  on  élimine  x et  y entre  les  équ. 
y — ax  -fi-  b et  x2  -f-y2  — R 2 de  ces  lignes  ; il  vient 


-ab  dz\/[]/i3  (1  -f-  a2) — b°-~] aê'  zt.\/ R2 — <la 

1-j-a2  ~~  {/(  i-f-aa) 

en  faisant  £ = — 7 — • — — = la  distance  Ci  de  la  droite  au  cen- 

vO-f  O 

tre  du  cercle  dont  il  s’agit  ( n°374).  Il  se  présente  trois  cas  : 

i°.  Si  le  radical  est  imaginaire,  ou  R , la  droite  ne  ren- 
contre pas  la  circonf. 

2°.  Si  le  radical  est  réel,  ou  J'  R y le  cercle  est  coupé  en 
deux  points  ; et  comme  on  peut  prendre  l’axe  des  x parallèle  à 
la  sécante  MN , ou  a = o , on  trouve  x = dz\/(R*  — ) ; 
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le  signe  ±:  prouve  que  le  rayon  perpend.  à une  corde  la  coup© 
cm  deux  parties  égales. 

3°.  Enfin,  si  le  radical  est  nul,  on  a /?;  la  droite  coupe 
la  circonf.  en  un  seul  point , ou  plutôt  elle  est  tangente.  Soient 
x \y'  les  coordonnées  du  point  T1  de  contact;  on  trouve 


ab 


d’où 


x 


a\ 


i+as 


j y — ax'  -j-  b ; 


x 


y 


/ > 


b^x2±rïl 
. y 


& 

y 


Or  le  rayon  CT  (fig.  1 g4)  mené  au  point  de  contact  T ( x\  yf  ) 

! 

ayant  pour  équ.j/  = ax  , on  trouve  a'  —,  3L  • d’où  aa——\: 

ce  qui  signifie  (n°37o)  que  ce  rayon  est  perpend.  à la  tan- 
gente. yx=.ax  -\-b  devient 

y y -f-  xx  — IV  ; 


c'est  l’équation  de  la  tang.  au  cercle  en  un  point  quelconque 
{x  y')  de  cette  courbe. 

Si  par  un  point  extérieur  M (a,  fi),  on  veut  mener  une  tang 
MT  y il  faut  trouver  les  coordonnées  x , y du  point  T de 
contact  : elles  doivent  satisfaire  aux  équ.  du  cercle  et  delà  tan- 
gente ; donc 

xl%  -{-  y'2  — R 1 , fiy  -fi-  *xr  — R2. 


Ifélimination  conduit  à des  équ.  du  2e  degré  en  x et  y t en 
sorte  qu’il  y a deux  points  de  contact  T et  T't  et  par  consé- 
quent deux  tang.  MT , MT' , menées  par  le  point  donné 
Mais,  au  lieu  d’effectuer  ce  calcul,  observons  que  nos  deux 
équ.  n’ont  lieu  ensemble  , il  est  vrai,  que  pour  les  coordonnées 
constantes  x'} y du  point  de  contact,  mais  que , si  l’on  ne  prend 
que  la  seconde,  x et  y deviennent  des  variables;  d’ailleurs , 
fi y -f-  ux  = R1  est  l’équ.  de  la  droite  TT  ui  passe  par  les 
points  de  contact,  puisque  leurs  coordonnées  x'  et  y y satis- 
font, il  est  aisé  de  tracer  cette  droite  (n°  368  ) , et  d’en  tirer  les 
points  de  contact  et  les  tangentes. 

i»  a5 
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y — o donne  l’abscisse  du  point  B , où  la  corde  TF  coupe 

R2 

Taxe  desx,  CB  = — ; comme  cette  valeur  est  indépendante 

ci 

de  /S  ou  PM , il  s’ensuit  que  si  le  point  Mse  meut  le  long  de  PM , 
les  tang.  changent  de  situation  ; la  corde  TT'  tourne  autour 
du  point  lixe  B ( voy . et  4^4  > IV). 

On  peut  aussi  présenter  le  calcul  de  manière  à retrouver  le 
procédé  géométrique  ( n°  208,  II  ).  Pour  cela,  retranchons  nos 
équ.,  et  ne  considérons  que  cette  seule  différence  : x et  y'  sont 
des  variables  , et  les  coordonnées  du  point  T ou  T'  de  contact* 
doivent  satisfaire  à féqu.  y2  — /3v  4 x2  — ax  — o , qu’on  peut 
écrire 


La  courbe  à laquelle  appartient  cette  équ.  passe  donc  par  les  deux 
points  de  contact.  Or,  cette  courbe  est  un  cercle  dont  le  centre 
est  en  m t -J/5),  et  le  rayon  = J/( 4 J /32).  Si  donc 
on  prend  Cp~±  CP,  pm  — \ PM , m sera  le  centre  , et  Cm 
sera  le  rayon  d’un  cercle  qui  passera  par  les  points  de  contact 
cherchés  T et  T' . 


38o.  Soientdeux  cercles  C et  C (fig.26),  l’origine  en  C,  CC'~a 
sur  l’axe  des  x\  leurs  équations  sont  x 2 -{- jy2  pour  C,  et  *' 

(je  — ci)2  4ja  = K%  pour  C'.  En  éliminant  x etjq  on  a pour 
les  points  d’intersection 


x 


a 2 + R2  — R'2 
2 a 


y [4a2  R2  •—  (a2  -PR2—  /T2)2] 

2,a 


L'abscisse  étant  simple  et  l’ordonnée  double,  la  ligne  CC',  qui 
joint  les  centres,  est  perpend.  sur  le  milieu  de  la  corde  M N. 

Il  est  aisé  de  tirer  de  ces  équ.  les  conditions  relatives  aux  cas 
où  les  cercles  se  coupent  ou  se  touchent  (n°  191)  : en  effet,  le 
radical , traité  comme  p.  323,  devient 

+ (a  + Æ — /T)  (/H- TT  — a)  (#4.  a — /?). 

Admettons  que  R soit  = ou  >>  R'  ; les  deux  ierï  facteurs  se- 
ront positifs,  et  il  reste  à analyser  les  cas  que  peuvent  offrir' 
R 4 F'  — a et  R'  4 a — 
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îô.  Si  les  signes  sont  les  mêmes,  ils  ne  peuvent  être  — , car 
on  ne  peut  avoir  ensemble  a^>  R-j-  R'  et  R — • R'  ; ainsi , 
dès  que  le  radical  est  réel , les  circonf.  se  coupent  en  deux 
points,  et  on  a a R -f  R' , et  R — R'. 

20.  Si  l’un  de  nos  deux  facteurs  est  nul,  a—R-j-R',  ou 
a = R — lï  ; d’où  y ~ o , x~R'7  les  cercles  n’ont  donc  qu’un 
point  commun  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  : c’est  le  cas  du 
contact. 

3°.  Enfin  , si  les  signes  sont  contraires,  savoir  : 

a R R'  et  R — K ou  a R — K et  R -fi-  Rr  ; 

comme  la  ir€  condition  comprend  la  2e,  il  s’ensuit  que  les 
cercles  n’ont  aucun  point  commun , quand 

a R-j-  R \ ou  <R—R\ 

c 

58 1.  Voici  quelques  autres  problèmes  à résoudre. 

I.  Étant  donnés  une  droite  et  un  cercle  , mener  une  tangente 
parallèle  à cette  droite. 

IL  Mener  une  tangente  à deux  cercles  donnés. 

III.  Tracer  une  circonf.  tangente  à un  cercle  et  à deux  droites 
données  (le  centre  est  sur  la  ligne  qui  divise  l’angle  donné  en 
deux  parties  égales). 

Transformation  de  Coordonnées . 

382.  L’équ.  d’une  courbe  est  quelquefois  si  composée,  qu’il 
est  difficile  d’en  déduire  les  propriétés;  mais  il  se  peut  que 
cette  complication  tienne  aux  axes  coordonnés  auxquels  la 
j courbe  est  rapportée.  On  a vu , par  ex. , que  le  cercle  a pour 
équations 

{y- — /3)2 -fi - (x — a)2  = R2,  y2  = aRx  — x2}  -f-jy2  ~ /?2  ; 

y celle-ci  n’est  plus  simple  que  parce  que  l’origine  est  au  centre. 

! jl  convient  donc  de  savoir  transformer  l’équ.  d’une  courbe  , 
>1  de  manière  à la  rapporter  à d’autres  axes , afin  de  simplifier 
: les  calculs. 

Les  axes  coordonnés  étant  Ax , Ay  (fig.  iq5)  , sous  un  angle 
1 ^ quelconque  ; supposons  qu’on  veuille  prendre  d’autres  axes 

a5.. 


N, 
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A'x',  A'yj  parallèles  aux  ier*.  Soient  AB  — a , B A'  — b,  les 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine;  AP  — x,  PM— y,  celles 
d’un  point  M\  Ar  C — xj  CM  ~yj  les  nouvelles  coordonnées. 
On  a AP  — BP  + AB  , PM  — MC+CP  , ou 

x = x'+«,  y—y'-j-b.  (^f). 


Ces  valeurs,  substituées  dans  l’équ.  en  x et  y d’une  courbe,  la 
traduiront  en  x'  et  y,  et  l’origine  sera  transportée  en  A'  ( ayb ). 
a et  b doivent  d’ailleurs  avoir  des  signes  dépendans  de  la  posi- 
tion de  la  nouvelle  origine  A'  relativement  à A ; en  sorte  que, 
si  elle  était  située  en  D,  a serait  positif  et  b négatif,  et  il  faudrait 
faire  x — x -J-  a , et  y — y'  — b,  etc. 

383.  Supposons  que  les  axes  primitifs  Ax,  Ày,  étant  rectan- 
gulaires (fig.  196),  on  veuille,  sans  changer  l’origine  A , en 
prendre  d’autres,  tels  que  Axj  Ay' . Désignons  par  (xx')  l’angle 
xAx  que  forment  les  axes  des  x et  x ; de  même  par  (xy') 
l’angle  xAy' ...  Pour  un  point  quelconque  M>  AP—  x, PM~yt 
AL  — x',  ML  =y'  ; il  s’agit  d’exprimer  x et  y en  x , y',  et 
les  angles  donnés  (rr),  (xy'),  qui  déterminent  la  position 
des  nouveaux  axes.  On  a x = AK-{-  LJ , ainsi  l'abscisse  x est 
la  projection  sur  l'axe  des  x de  la  portion  de  polygone  ALM  ; 
de  mêmejy  — LK-\-  IM.  Or,  les  triangles  AKL , LIM , donnent 


(n°  35 4j  A), 

AK  — x'  cos  (xx'  ) , KL  — x sin  (xx'  ) , 

LJ  — y'  cos  (xy'  ) , MI ~y'  sin  (xy' ) . 

Donc  x — x cos  (xx')  -f-  y'  cos  (xy'  ) 1 

y — : x sin  {xx  ) -j- y sin  {xy  ) j 

Si  les  nouveaux  axes  sont  aussi  à angle  droit  (fig.  197)  , 
(xy'  ) =3  90°  -f-  (xx')  ; d’où 

x ~ x'  cos  (xx'  ) — jy'sin(xx')l 
y — x sin  (xx'  ) -f-jy'  cos  (rx'  ) J ’ ’ ^ ’ 

C’est  ce  que  donnent  directement  des  triangles  AKl 5,  LIM  ; 
car  AK  — x'  cos  (xx') , KL  — x sin  (xx')  , 

LJ  — y'  sin  (xx')  , IM  — y'  cos  (xx')  , 
et  de  plus  x = AK  — IL , y ~ LK  -f-  ML 
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384-  Supposons  enfin  (fig.  196)  que  les  axes  Ax,  Ay  aient 
une  inclinaison  quelconque,  ainsi  que  Ax',  Ay'.  Pour  passer  des 
iers  aux  2es,  résolvons  les  triangles  obliquangles  ÂLK  , LMI\ 
il  vient  (n°  355) , 


AK  si nALK  , .rr  x'sin(x'y) 
— _ — , d ou  AI\  = — v — KL 

AL  sm  AKL  sm  (xy) 


kl=— £J==ygîncr/)  /ii/=ysin('xy\ 

sin(xy)  ’ sin(.ry)  J ' sin(x_y) 


d'où 


a; 


J' 


x'  sin  (x'y)  4-  ÿ sin  ( yy') 

^w(Fÿ)  v ([) 

x'sin(xx')  -h  y'  si n (x/)  ' “ * 1 


sin  (ay) 


Quand  les  axes  primitifs  Ax , Ay  sont  obliques , et  que  les 
transformées  Ax',  Ay'  sont  rectangles)  (fig.  197) , il  suffit  d« 
poser  ici  (x'y')  = 90°,  ou  (x'y)  complément  de  (yy'j;  d’où 


_ x ' sin  (oc' y ) -j -y'  cos  (x'y) 
sin  (xy) 

x'sin  (xx'  ) 4-  y 'cos  fxx') 

y . X — ^ 1— 

J sin  (ay) 

Nous  avons  supposé  partout  que  b axe  des  x'  est  situé  en  dessus 
de  celui  des  x , etc. , ce  cpii  pourrait  ne  pas  exister  dans  un  cas 
auquel  011  voudrait  appliquer  ces  formules;  il  faudrait  alors 
modifier  les  signes  des  sin.  et  cos.  d’après  la  règle  des  indirectes 
(n°  339),  en  comparant  la  disposition  des  axes,  dans  l’applica- 
tion qu’on  veut  faire,  avec  celle  des  fig.  196  et  197.  Par  ex.  , 
» 

si  l’axe  des  x!  est  au-dessous  de  Ax , on  fera  sin  (xx')  né- 
gatif, cos  (xx)  positif. 

585.  Jusqu’ici  nous  n’avons  déterminé  la  position  d’un  point 
sur  un  plan  que  par  ses  distances  à deux  axes  ; mais  il  y a bien 
des  manières  différentes  de  la  fixer,  ce  qui  fournit  autant  de 
systèmes  coordonnés.  Supposons,  par  ex.  , qu’on  connaisse  les 
distances  r et  r'  d’un  point  à deux  autres  donnés;  en  décrivant 
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de  ceux-ci  comme  centre  des  circonf.  avec  les  rayons  r et  /, 
ce  point  sera  situé  à leur  intersection.  On  n’emploie  guère  ce 
système  coordonné,  non  plus  que  beaucoup  d’autres,  parce 
qu’ils  donnent  lieu  à des  calculs  compliqués  (voy.  Géométrie  de 
■position  y par  Carnot  p.  423). 

Arrêtons-nous  aux  coordonnées  polaires  ; elles  sont  d’un  fré- 
quent usage  , parce  qu’elles  donnent  lieu  à une  analyse  facile. 
La  position  d’un  point  M (lig.  199)  est  donnée  par  sa  distance 
AM-=.r  à un  point  fixe  A , qu’on  nomme  Pôle  y et  par  l’angle 
MAP = ê que  fait  cette  ligne  AM  avec  une  ligne  fixe  donnée 
Ax  ; AM  est  le  Rayon  vecteur  du  point  M. 

L’équ.  polaire  d’une  courbe  est  la  relation  entre  r et  6, 
pour  chacun  de  ses  points.  Si  le  rayon  AM  tourne  autour  de 
A y et  que  sa  longueur  varie  à mesure  qu’il  tourne,  c.-à-d.  avec 
Q , de  manière  que  l’équ.  entre  r et  ô soit  toujours  satisfaite  , 
l’extrémité  M du  rayon  vecteur  décrira  la  courbe  MN. 

Le  triangle  rectangle  AMP  y où  AP  ~xy  PM  — v,  donne 

x — r cos  ô , y = r sin  6 , x1  -f-  y2  = r2. 

Ainsi,  pour  passer  d’un  système  de  coordonnées  x et  y aux 
polaires  r et  6,  il  faudra  d’abord  transformer  l’équ,  en  coordon- 
nées rectangles  , si  elles  sont  obliques  ; prendre  pour  origine 
le  point  A , qui  doit  être  le  pôle  : enfin  la  droite  Ax , à partir 
de  laquelle  on  compte  les  arcs  6,  devra  être  l’axe  des  x.  En- 
suite on  mettra  r cos  6 et  rsiné  pour  x et  y. 

Réciproquement,  si  on  a l’équ.  en  r et  ê d’une  courbe,  en 
éliminant  ces  variables  à l’aide  des  relations  précédentes,  on  la 
traduira  en  coordonnées  rectangulaires  x et  y. 

Prenons  pour  ex.  l’équ.  (2)  (n°  07 7),  du  cercle  dont  le  centre 
C (lig.  198)  a pour  coordonnées  a et  y S]  elle  devient,  par  nos 
valeurs  de  x et  y, 

r 2 — 2 r (a  cos  ê -f-  p sin  0)  + «d  - f-  /32  — Pi  — o. 

i°.  Pour  chaque  rayon  vecteur  r}  la  distance  de  l’origine  A à 
la  courbe  est  double  , AM  et  AN. 


1 
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2°.  Le  produit  des  deux  racines  de  rest  (n°  137,  3°.), 

AM  X AN  — -f  N — R\ 


quantité  indépendante  de  9;  donc,  si  d’un  point  fixe  A,  on 
mène  des  droites  quelconques,  le  produit  AM  X AN  des  deux 
rayons  vecteurs  est  constant  pour  toutes  les  sécantes  (nos  221 
et  224). 

3°.  Mettons  le  pôle  en  un  point  B du  diamètre  BCx,  /3  — o , 
ce  qui  note  rien  à la  généralité  ; d’où 

rc=z  & cos  ê dr  \/(Ii2  — #2  s in2  6)  ; 


a est  la  distance  BC  du  pôle  au  centre.  La  différence  de  ccs 
racines  est  la  corde  MN — 2,%/ (R2  — £*2sin28)  , dont  ô est  la 
direction.  On  connaît  donc  la  position  d’une  corde,  qui , menée 
par  un  point  donné  B , a une  longueur  connue  m , puisque 
a sin  rà~  \/  (iL  — ^ m2  ) . 

4°.  Q ue  la  sécante  BM  tourne  autour  de  B ; par  la  variation 
de  0,  le  rayon  vecteur  touchera  le  cercle  quand  la  corde  MN 


sera  nulle , ou  R — di*  sin  S ; alors  r~oi  cos  9 , d’où  tans;  8 


R 


cette  équ.  fixe  la  direction  de  la  tangente  BT,  menée  par  un 
point  extérieur  B.  La  somme  des  carrés  de  nos  équations  est 
R2 r2  — cF , d’où  r2  ~ oF — R2  = {aR-R)(ci-—R),  produit 
des  deux  longueurs  de  tout  autre  rayon  vecteur  (n°  225). 

5°.  /3  étant  toujours  nul,  si  notre  dernier  terme  est  zéro,  ou 
— R2,  le  pôle  est  à l’extrémité  I du  diamètre  , et  la  corde 
est  ILr=z  q,R  cosô;  soit  un  2e  cercle  IK  qui  toucherait  le  ier 
au  pôle,  pour  le  même  rayon  vecteur,  la  corde  J FL  = 2 R'  cos  û ; 

donc , — = 5 , ou  les  cordes  sont  entre  elles  comme  les 

iA.  h 


rayons. 

6°.  Enfin  , si  le  pôle  est  au  centre  , a = |3r:o;  d’où  r — R , 
quel  que  soit  8 , ce  qui  est  évident. 
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Équations  des  Sections  coniques . 


386.  On  demande  l’équ.  de  la  courbe  AM  O (fig.  200),  in- 
tersection d’un  cône  droit  IDB  par  un  plan  quelconque  OA. 

Si  par  l’axe  BK  on  fait  passer  un  plan  BDÏ  perpend.  au 
plan  coupant  (il  le  sera  à la  base  , n®  272) , l’intersection  de  ces 
plans  sera  la  droite  AO , projection  de  l’axe  du  cône  sur  le 
plan  coupant ; c’est  ce  qu’on  nomme  Y Axe  de  la  section  co- 
nique. Par  un  point  quelconque  P de  cet  axe,  menons  un  plan 
parallèle  à la  base  DI\  ses  intersections , avec  le  cône  et  le  plan 
coupant,  seront  le  cercle  FMG  et  la  droite  PMy  laquelle  étant 
perpend.  (n°  273)  sur  FG  et  AO , est  une  ordonnée  commune 
aux  deux  courbes. 

Cela  posé,  soient  AP  — r , PM  —y  ; cherchons  une  rela- 
tion entre  xy  y,  et  les  données  du  problème  qui  sont  l’angle 
B A O — a ; l’angle  DBI  — /3  et  AB  ~ c.  La  propriété  du  cercle 
donne  y*  — F P X PG  ; trouvons  F P et  PG . 

Dans  les  triangles^FP,  POG  et  ABO , on  a (C,  n®  355) 


sm  oc 
sin  F 

sin  O 


FP  sin  O sin  foc  -|-  /S)  PG 
ou  - — 


PG 


ou 


x sin  G si nF 

sin  (a  + /3)_  sin  /3 


PO 


AO  — x 
csin  (5 


, d’où  AO=—  . , -, 

A O sin  ( ex,  -f~  /3) 


AB  c 

Or,  dans  le  triangle  BÏIF)  l’angle  F est  complément  de  | /§  ; 
donc 

x sim 
cos 


Fp  ^ -jiD*  pç=sin(«  + ^Y  csin/S N 

35/3’  cos^/3  \sin  («s  /’ 

et  on  a,  pour  l’équation  demandée, 


sm« 


[ex  sin  /S  — xz  si n 0*  + . . (A). 


2 


COS*i/3 
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Pour  obtenir  toutes  les  sections  du  cône,  il  suffit  de  faire  prendre 
au  plan  coupant  toutes  les  positions  possibles  , c’est-à-dire  de 
faire  tourner  la  droite  AO  autour  du  point  A 3 et  de  changer 
aussi  AB  — c.  Il  se  présente  trois  cas. 

i°.  Tant  que  «~f-  fi  180e,  le  plan  coupant  rencontre  toutes 
les  génératrices  d’un  meme  côté  du  sommet;  la  courbe  est  fer- 
mée , on  la  nomme  Ellipse  : ( A ) en  est  l’équation. 

2°.  Lorsque  « -f-  fiz=z  i8o°,  le  plan  coupant  est  parallèle  à la 
génératrice  B J (lig.  201),  et  la  courbe  s’étend  à l’infini;  on  la 
nomme  Parabole  ; en  faisant  sin  (•  + 0=0,  notre  équ.  devient 
(G,  n°  357)  (*)• 

sin2  $ 


y 


cos2^/3 


. ex  = 4cx  sin2 \ fi 


3°.  Enfin,  lorsque  ot-\-  fi1>  180°,  le  plan  coupant  rencontre 
les  deux  nappes  de  la  surface  de  part  et  d’autre  du  sommet  ; la 
courbe  a donc  deux  branches  étendues  à l’infini  M'AN',  LO'  Q 
(fig.  200)  , dont  la  courbure  est  opposée  ; c’est  une  Hyperbole  ► 
Or,  u -f-  fi  1800,  change  le  sinus  de  signe,  et  on  a 


y = 


sin  * 


cos2  i 


fi 


[ ex  sin  fi-h  x 2 sin  (et  + £>]• 


Du  reste,  ces  équ.  se  simplifient,  i°.  en  posant,  pour  abréger , 
p — 2c.sin2  \ fi  ; l’équ.  de  la  parabole  est  y2  ~ 2px. 

20.  Si  l’on  représente  par  2 a}  la  distance  AO  entre  les  sommets 

'*  . * w 

e si  n fi 

qu’on  nomme  la  longueur  du  grand  axe , on  a 2a 


et  les  équ . de  V ellipse  et  de  l'hyperbole  sont 
sin  «.sin  («+/3) 


sin  (as  — {—  fil) 


cos2  i fi 


(2ax  zp  x2)  , ou  y*z=zK(2axzf.  a:2)  ; 


en  désignant  par  K le  coefficient  du  2e  membre. 


(*)  On  aurait  pu  refaire  les  raisonnemens  pre'cédens  ; FP  (fig.  201)  con- 

OC  S I Tî  ^ 

serve  la  valeur  ci-dessns,  en  y faisant  sin«— sin  fi-  donc  FP—  — '•  de  pins 

; J cos'  fi 

AL  parallèle  h FG , donne  le  triangle  ABL  , dans  lequel  on  a 


sin  fi 
sin  BAL 


sin  fi  AL  PG 

ou  j ~ — y,  j-  — , e te . 

cos  j fi  LL  c 


V 
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387.  Il  n’y  a rien  à changer  à tout  ce  qui  "vient  d’être  dit  , 
lorsqu’on  fait  varier  p et  c , c.-à-d.  les  dimensions  du  cône  et  la 
distance  AB.  On  ne  peut  faire  p = o , ou  p .=  180°;  car  il  n’y 
aurait  plus  de  cône  ; et  c = o suppose  que  le  plan  coupant 
passe  par  le  sommet.  L’intersection  est  alors  un  point  lorsque 

180°;  une  droite  quand  <»-f-/3=i8o0  (le  plan  est  tangent 
au  cône)  ; enfin  deux  droites  quand  *-f-Æ>i8o°.  Le  calcul 
comprend  aussi  ces  trois  cas  ; car  en  faisant  c — q , dans  [A)  , 
puis  sin(<«  -f-  p)  positif,  nul  et  négatif,  on  trouve 

ya  -f-  Kx a — o , y = o , y*  — Kx*. 

I^a  ire  équ.  ne  peut  être  satisfaite  qu’autant  (n°  1 12)  que  x — O , 
etj'  = o,  ainsi  elle  représente  un  point ; la  seconde  est  celle 
d'une  droite;  la  troisième,  enfin,  donne y-=.3zxy K qui  repré- 
sente deux  droites. 

Donc,  quels  que  soient  le  cône  et  la  position  du  plan  cou- 
pant, l’équ.  ( A ) est  celle  des  six  sections  coniques  ; c étant 
= 0,  on  a les  trois  sections  qui  passent  parle  sommet;  et  lorsque 
c n’est  point  nul,  cette  équ.  représente  une  ellipse,  une  hy- 
perbole ou  une  parabole , suivant  que  le  coefficient  de  xa  est 
négatif,  positif  ou  nul. 

388.  Servons-nous  des  équ.  de  ces  courbes,  pour  reconnaître 
leurs  formes.  Remarquons  d’abord  que  puisque  chaque  abscisse 
répond  à deux  valeurs  de  y égales,  et  de  signes  contraires, 
l’axe  des  x coupe  chacune  de  nos  trois  courbes  en  parties  égales 
et  qui  se  superposent , lorsqu’on  plie  la  figure  suivant  l’axe. 
Les  points  où  cet  axe  coupe  la  courbe  sont  appelés  Sommets. 

i°.  La  parabole  a pour  équ..  y 2 “2 px  ; or,  x négatif  ren- 
dant imaginaire,  la  courbe  ne  s’étend  qu’à  droite  de  l’axe  A y 
des  y (fig.  202)  ; plus  x croît  et  plus  y croît  jusqu’à  l’infini; 
donc  la  courbe  n’a  qu’une  branche  MAM' , ouverte  et  indéfini- 
ment étendue , et  un  seul  sommet  A. 

20.  Dans  le  cas  de  l’ellipse  (fig  2o3),  l’équ.  estjy2— K(yax — x2), 
où  AO~sa,  et  K est  une  quantité  connue  qui  dépend  des 
dimensions  du  cône  et  de  la  position  du  plan  coupant;  le  fac- 
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teur  variable  (sa  — x)x  n’est  positif,  c.-à-d.y  n’est  réel,  qu’au- 
tant  que  x est  positif  et  < 2a  ; la  courbe  ne  s’étend  pas  au-delà 
des  sommets  A et  O.  Dans  l’intervalle  AO  l’ordonnée  croît  d’a- 
bord et  décroît  ensuite  (n°97,  5°.)  ; sa  plus  grande  valeur  répond 
au  cas  des  deux  facteurs  égaux , x = cia  — x , ou  x ~ a = AC , 
ce  qui  donne  y = dh  a {/ K ■ au  milie  u de^O  est  donc  la  plus 
grande  distance  BCi  que  nous  représenterons  par  b — a\/  K; 
2a  — AO  : 2b  — 2ÎD,  sont  l’un  le  grand  axe , l’autre  /e 
eu  e.  Tirant  la  valeur  de  À’  et  substituant , on  trouve , pour  l’équ. 
de  F ellipse  rapportée  aux  axes  et  au  sommet  A pour  origine  5 

ayz  = b%  ( 2ax  — x2). 

Pour  mieux  reconnaître  la  figure  de  la  courbe  de  A en  O, 
transportons  l’origine  en  C milieu  du  grand  axe  , C est  le  Centre 
de  la  courbe.  En  faisant  x—x'-j- -a,  il  viendra 


a y*  “H  x'2  ~ a^2  > 

c’est  Véqu . de  F ellipse  rapportée  au  centre  et  aux  axes.  xr  n’en- 
trant qu’au  carré,  chaque  valeur  de  y répond  à deux  abscisses 
égales  et  opposées,  ce  qui  montre  que  les  deux  parties  B AD , 
B OD  se  superposent  lorsqu’on  plie  la  figure  suivant  BD. 

3°.  Raisonnons  de  même  pour  l’hyperbole  (fîg.  20/Ç).  L’équ. 
est y2=  K (aax-f- a?2)  ;y  augmente  à mesure  que  x croît  à l’in- 
fini , ce  qui  donne  une  branche  MAM'  ouverte  à peu  près  comme 
dans  la  parabole.  Quand  x est  négatif  le  facteur  variable 
2ax  x%  devient  æ(x  — 2a) , et  y n’est  réel  qu’autant  que 
x y>  2 a;  la  courbe  ne  s’étend  donc  pas  entre  les  deux  sommets 
A et  O ; enfin , plus  x croît  au-delà  de  2 a et  plus  y augmente  ; 
ce  qui  donne  une  2e  branche  ouverte , infinie  et  opposée  à 
la  ire. 

Transportons  l’origine  au  centre  C,  milieu  du  1er  axe  AO; 
en  faisant  x = x' — a,  nous  aurons  y 2 — /£  (a/2 — a2)’,  ici, 
comme  dans  l’ellipse  , le  nouvel  axe  BD  coupe  la  figure  en  deux 
branches  superposables, parce  que  x n’entre  qu’au  carré;  comme 
l’équ.  ne  diffère  de  celle  de  l’ellipse  que  par  un  signe , les  calculs 
précédera  conviendront  également  à l’hyperbole.  Cherchons  l’or- 
donnée imaginaire  qui  répond  au  centre  C,  en  fanant  x =0  ; 
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elle  est yr=.a\/ — K ; si  l’on  rend  cette  quantité  réelle  en  chan- 
geant le  signe  sous  le  radical , et  qu’on  représente  a\/K  par  b , 
b sera  ce  qu’on  nomme  le  demi-second  axe  de  ï hyperbole  ; c’est 
’ ordonnée  centrale  rendue  réelle.  En  substituant  pour  K sa 
valeur,  l’équ.  de  l’hyperbole  devient 


a2y2  — b2{gax  -f*  x2)  , ou  a2y2  — b2x2  = — a2 b 2 ; 


suivant  que  l’origine  est  au  sommet  A ou  au  centre  C. 

38q.  En  comparant  les  équ.  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole 
rapportées  au  centre,  on  observe  que  la  ire  devient  la  2e  en 
changeant  benb\/ — 1.  Ce  simple  artifice  de  calcul  suffira 
pour  traduire  les  résultats  algébriques  obtenus  pour  l’une  en 
ceux  qui  conviennent  à l’autre. 

390.  L’équ.  générale  des  sections  coniques , l’origine  étant 
au  sommet,  est  y2  = mx  -f-  nx a.  Elle  appartient 

i°,  A la.  parabole,  lorsque  n = o (m  = 2 p)  ; 

, b 2 2b2 

2°.  A l’ellipse,  quand  n = *—  — ■ , et  77L  = ; 

1 a2  a 


3°.  Enfin  à l’hyperbole,  lorsque  n = — , m 


a “ 


2 b2 
a 


De  la  Parabole . 


3gi.  Il  résulte  de  la  génération  même  de  la  parabole  (n°38b)  , 
que  cette  courbe  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  infini. 
Soient  deux  points  ( xr y ) , (x'y"  ) d’une  parabole;  on  a 


y 


/a. 


2p 


X 


/*= 


: 2pX 


1 

y 


'2 


«a 


a; 


'/  > 


ou  les  carrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  abscisses 
correspondantes . 

Si  la  constante  2p  est  inconnue,  on  l’obtient  lorsqu’on  con- 
naît un  point  quelconque  de  la  courbe  ; 2p  est  troisième  pro- 
portionnelle à l’abscisse  et  à l’ordonnée. 

392.  L’équ.  y2  ~ 2 px  donne  autant  de  points  qu’on  veut  de 
la  courbe  ; on  peut  même  en  déduire  cette  construction  ; pre- 
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tîons  AB  = sp  (fjg.  202),  et  comme  y est  moyenne  proportion^ 
nelle  entre  AB  et  x , on  décrira  un  cercle  B CP  dont  le  centre 
soit  en  un  point  quelconque  de  Taxe  AP , et  qui  passe  en  B\ 
l’ordonnée  AC  de  ce  cercle  sera  ly  qui  répond  à l’abscisse 
AP  = x;  des  parallèles  CM , PM,  aux  x et  y,  déterminent  le 
point  M de  la  courbe.  On  répète  cette  construction  pour  obte- 
nir d’autres  points. 

3q3.  Soit  pris  un  point  arbitraire  (*,/ 3)  ; sa  distance  ^ à un 
point  quelconque  (:r,y)  de  la  courbe  est  donnée  par 

— ( x — ctf  -f-  (y /3)2  = :x2  — 2œx  -f-  cC  -f-y2  — • 2/3y  -f~  (P. 

Déterminons  et  et  /3  par  la  condition  que  soit  rationnel , par 
rapport  à T abscisse  , quel  que  soit  le  point  de  la  courbe;  c.-à-d. 
que  x n’entre  pas  engagé  sous  un  radical , dans  la  valeur  de 
D’ab  or  dy  = \/(Qpx)  exprimant  que  le  point  (a*, y)  est  sur  la 
courbe , en  substituant.,  on  remarque  que  tant  que  y subsistera 
à la  ire  puissance  dans  ^2,  puisque  <b2  ne  sera  pas  rationnel 
en  x } £ ne  pourra  pas  l’être  à plus  forte  raison  ; ainsi  le  terme 
2 fiy  doit  disparaître,  d’où  /3  ~ o , et 

«b2  = a:2  -f-  2.x  Çp- — u)  -|-  ed  ; 
mais  ce  trinôme  n’est  un  carré  (n®  i38)  qu’autant  que 

et1  — ( p a)2,  OU  Q—p2  — . 2 pu  *, 

donc  ctz=z\p,  /3  = o,  ^ = x-j ~lp»  > 

On  prendra  donc  sur  l’axe  Ax  (lig.  2ob) , AF  ■=.  \ p,  et  la  di- 
stance FM  — ^ à tous  les  points  de  la  courbe  , sera  rationnelle 
en  x.  Ce  point  F,  qu’on  nomme  le  Foyer,  jouit  seul  de  cette 
propriété. 

Si  l’on  fait  x—\  p dans  l’équ.y2r==;2/xr,  on  trouve  y — it.pi 
ainsi , la  double  ordonnée  GH,  qui  passe  par  le  foyer,  et  qu’on 
nomme  le  Paramètre , est  — 2p. 

Puisque  FM— AP  -f-Jp,  si  l’on  prend  AD  = \ p,  la  paral- 
lèle DQ  auxy  donnera  QM — FM  ; QQ  est  nommée  Directrice  ; 
on  voit  que  tous  les  points  de  la  courbe  sont  à la  même  di- 
stance du  foyer  et  de  la  directrice.  On  tire  de  là  une  manière 
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simple  de  construire  la  parabole.  Après  avoir  marqué  le  foyer 
F et  le  point  D ( leur  distance  au  sommet  A est  ou  le  quart 
du  paramètre) , on  mène  une  ordonnée  indéfinie  quelconque 
MM' , puis  du  foyer  F comme  centre  avec  PD  pour  rayon  , on 
décrit  un  arc  qui  coupe  la  droite  MM'  aux  deux  points  M et 
Mf  de  la  courbe. 

5c)4-  L’équ.  polaire  de  la  parabole  se  trouve  aisément  ; car 
en  prenant  le  foyer  pour  pôle,  et  y plaçant  l’origine,  la  va- 
leur de  ^devient  = FP~[“P’>  puis  0 désignant  l’angle  AFM } 

P 


on  fait  FP  = — ^ cos  6 , et  on  a 


i -f-cos  0 


De  l’Ellip  se. 


5q5.  Soient  deux  points  {cc'y') , (x°ytt)  d’une  ellipse;  Fort 
gine  étant  au  sommet  A (fig.  2o3) , l’équ. 


bl 

aé 


(2 ax — aj2)  donne 


y 

y 


fa 


"2 


(2  a — x')x' 
(2 a - x")x"  * 


or  AP  = x donne  PO=z%a—x  ; ainsi  les  carrés  des  ordonnées 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  distances  du  pied  ds 
ces  ordonnées  aux  deux  sommets. 

Lorsque  l’origine  est  au  centre , l’équ.  est 

cty%  -p-  b^x^  — aé-b%  ; 

or  , si  a~b}  elle  devient  y/a  -f-  x*  — a2;  donc  le  cercle  est  une 
ellipse  dont  les  axes  sont  égaux. 

En  changeant'.T  en  y et  y'  en  x,  l’équation  devient 

}py%  -j-  a2 a ?2  = a2b2  ; ainsi , soit  quon  prenne  AO  ou  BD  pour 
axe  des  x , l’équ.  de  la  courbe  demeure  de  meme  forme. 

Le  cercle  décrit  du  centre  C avec  le  rayon  AC , a pour  équ. 

, . b 2 

Y*z=  a2  — x2  ; pour  l'ellipse,  y/2  = — (a2 — x 2).  Si  l’on  compare 

G* 

les  Ordonnées  y'  et  Y,  qui  répondent  à la  même  abscisse  x dans 

y b 

1* ellipse  et  le  cercle,  on  a y a } a*ns*^e  raPPorî:  des  ordon- 
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nées  est  constant;  y est  donc  toujours  < Y,  c.-à-d.  que  le 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  renferme  l’ellipse  : le  cercle 
décrit  sur  le  petit  axe  BD  est  renfermé  dans  l’ellipse, 

i->  y b , , 

SgG,  De  £ = -,  on  tire  une  construction  simple  de  l’ellipse. 

Après  avoir  décrit  les  axes  AO  et  BD  (lig.  2o3),  et  deux  cercles 
concentriques  avec  les  rayons  c et  b , on  mène  un  rayon  quel- 
conque CAT,  et  parles  points  Q et  N , où  il  coupe  les  circonf, 
on  trace  des  parallèles  QM ,>JSP , aux  axes  ; elles  donnent,  par 
leur  rencontre,  un  point  M de  la  courbe  ; en  effet,  on  a 

PM  __  CQ 

PÏ\-~CN>  ~~  Y a 

5q.  7.  Cherchons  maintenant  si  l’ellipse  a un  foyer,  c.-à-d.  un 
point  (et, fi)  dont  la  distance  Y à tous  les  points  de  la  courbe  f 
soit  rationnelle  par  rapport  à leurs  abscisses  x.  Puisque... 
ay  z=  b l/(<22  — xz)  , on  voit,  comme  pour  la  parabole,  quej 
ne  doit  pas  entrer  à la  ire  puissance  dans 

2*  = (y  ~ PY  + — “Y  > 

* tyjf- 

ainsi,  /3  = o.  Mettant  b2—  — — pour  y2-, 


PM  b 

ou  — — dou  PM~  y. 

n 


a " 


/cP — b%\ 

J"2  — — 2 otx  -J-  f -—-  J 

Cette  valeur  n’est  un  carré  (n°  i38)  qu’autant  que 
c?  = ar  — - ù2 , et  Y=z  ±:  (a  — ; 


d’ 


mais  et  et  x sont  < a,  d’où  otx  < a2;  ainsi,  pour  que  ê'  soit 
positif,  on  préférera  le  signe  -f-,  et  on  aura 

etX 

a 


fi  — q , <t  = rfc  [/(a*  — ùa)  , a 


On  voit  par  la  double  valeur  de  l’abscisse  que,  t&ms  V el- 
lipse, il  y a deux  foyers  f situés  sur  le  grand  axe , à égale  di - 
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stance  du  centre  C (fig.  206).  On  trouve  leur  position  en  décri- 
vant de  l’extrémité  B du  petit  axe,  avec  le  rayon  a , un  cercle 
qui  coupe  AO  aux  foyers  F et  F'  ; car  le  triangle  FBC  donne 
FC-=  \/{ax  — ba)  — a.  On  prend  a positif  pour  F et  négatif 
pour  F'  ■ savoir  : 

FM=t'=a  — — , F'M=r=a  + —. 

a a 

d’est  le  contraire  quand  le  point  M a son  abscisse  négative. 
On  tire  de  là  J'-f-  ÿ =.  na  : on  donne  aux  lignes  FM,  F' M le 
nom  de  Rayons  vecteurs  ; ainsi,  dans  V ellipse , la  somme  des 
rayons  vecteurs  est  égale  au  grand  axe. 

Yoici  une  méthode  très  expéditive  pour  décrire  V ellipse  : après 
avoir  tracé  les  axes  et  les  foyers  F , F'  ; de  F comme  centre  , 
avec  un  rayon  O K égal  à une  partie  quelconque  du  grand  axe, 
décrivez  un  arc  vers  M ; puis  de  l’autre  foyer  F ' avec  le  reste 
AK  de  l’axe,  décrivez  un  autre  arc  qui  coupe  le  1er  en  M : ce 
point  appartient  à la  courbe , puisque  FM  -f-  F' M ~ AO.  En 
décrivant  des  arcs  de  part  et  d’autre  des  axes , on  trouve 
quatre  points  à la  fois. 

Lorsque  la  courbe  a de  grandes  dimensions,  on  fixe  aux 
foyers  F et  F'  les  deux  extrémités  d’un  fil  dont  la  longueur  soit 
2 a,  puis  on  fait  glisser  sur  ce  fil  un  stylet  M , en  maintenant 
le  fil  toujours  tendu  dans  une  situation  semblable  à F' MF.  Le 
stylet  M décrit  la  courbe. 

5q8.  On  nomme  Excentricité  la  distance  FC:  elle  est  nulle 
pour  le  cercle  ; car  a=.b  donne  x = o.  Plus  l’ellipse  s’allonge , 
plus  les  foyers  s’écartent  : dans  le  cercle , ils  se  confondent 
avec  le  centre.  ^ est.  maximum  poururtm  • — a,  minimum  pour 
x =.-\-  a \ d’où  a zhu  : ainsi,  de  tous  les  points  de  l’el- 
lipse, O est  le  plus  proche  et  A ïe  plus  éloigné  du  foyer  F\ 
l’extrémité  B du  petit  axe  est  à la  moyenne  distance,  car  BF—a. 

On  nomme  Paramètre  la  double  ordonnée  passant  par  le 
foyer;  pour  l’obtenir,  on  fait  x=zu,  ou  x2  = cB  — F,  dans 

l’équ.  c*j*  -f-  b*x*  = aib*i  et  l’on  trouve  j = d*  — - Le  para- 


ELLIPSE, 


4oi 


in  être  est  donc  p 


2 b2 
a 


4b 


2 a 


c’est  w/ze  troisième  proportion- 


nelle au  grand  et  au  petit  axe. 

3qg.  Rapportons  l’ellipse  à des  coordonnées  polaires,  le  pôle 
étant  au  foyer.  On  pourrait  en  trouver  l’éq.  par  la  transforma- 
tion ( n°  385  ) ; mais  il  est  plus  simple  de  reprendre  la  valeur 
de  et  de  mettre  l’origine  au  foyer  F,  en  faisant  x = x'^-j-  a 
et  x rr  eTcos  ê , 6 étant  l’angle  MFO  ; ou  a 

-&1  a{\ — e2) 


rr 


a -f-  » cos  ù i -f  e cos  6 ’ 


en  faisant  « = ae , c.-à-d.,  e désignant  le  rapport  de  l’excentri- 
cité au  demi-grand  axe.  j 


De  V Hyperbole. 

4oo.  L’équ.  de  l’hyperbole,  lorsque  l’origine  est  au  soin- 

ôa 

met  A (fig.  204),  estjy2r=  — (2ax-{-^2)  • donc  ici,  comme 

dans  l’ellipse , les  carrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  commê 
les  produits  des  distances  AP~x}  OP~=z2,a  -f-a:,  du  pied  de 
l’ordonnée  aux  deux  sommets.  Lorsque  l’origine  est  au  centre, 
l’équ.  est  «ay2 — = — a%b2.  Sia~b,  l’hyperbole  est  dite 
Equilatère  ; son  équ.  est  y\ — x2~ — a2. 

En  changeant  x en  y , l’équ.  devient  b2 y2 — a2x2~a2b%  : la 
forme  est  la  même , au  signe  près  du  2e  membre  ; les  abscisses  x 
sont  alors  comptées  sur  celui  DB  des  deux  axes  qui  ne  coupe 
pas  la  courbe  : c’est  donc  l’équ.  de  l’hyperbole  rapportée  au 
2e  axe.  ( Voy . fig.  222,  où  C est  le  centre.) 

Si  l’on  décrit  une  ellipse  ABOD  (fig.  204)  sur  les  mêmes 
axes,  elle  sera  comprise  entre  les  sommets  et  alongée  dans  le 
sens  des  x ou  des  v,  suivant  que  a sera  ou  <(  b : ce  sera  un 
cercle  si  l’hyperbole  est  équilatère.  Ces  courbes  ont  des  pro- 
priétés communes  ou  analogues,  qu’on  peut  ymr  dans  la  Géo- 
métrie de  position  de  Carnot,  p.  i43.. 

2,6 


1. 


4° 2 SECTIONS  CONIQUES. 

4oi.  Sans  nous  arrêter  à faire  Jes  calculs  des  foyers  de  fhy- 
perbole , changeons  p.  399  b en  b \/ — 1 (n°  33q  ),  nous  aurons 

P = °,  « = ± l/(“*  + î=±(a  — ™\ 

Ainsi , l'hyperbole  a aussi  deux  foyers  F et  F'  (fis;.  207)  sur  le 
premier  axe  : prenant  ADz=.b , CD  sera  a2 -f- Z>2)  ^ ; 

ainsi  l’on  portera  CD  de  C en  F et  F'  pour  avoir  les  foyers* 
Puisqu’ici  a et  x sont>  a , on  a ax^>  on  doit  donc  pré- 
férer le  signe  — pour  que  ^ soit  positif,  et  l’on  a pour  le 

(&JC 

foyer  F,  FM~£=:  -——a.  Mais,  pour  l’autre  foyer  Ff } cl  est 
négatif;  il  faut,  au  contraire,  prendre  pour  ^ le  signe  do- 
sitif,  en  sorte  que  F' M = F — f -a.  On  en  conclut 

Cls 

$r  — 2u,  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  égale  au 

premier  axe. 

On  construira  l’hyperbole  d’une  manière  analogue  à l’el- 
lipse : après  avoir  tracé  les  axes  et  les  foyers,  on  décrira  vers 
M un  arc  du  centre  F avec  un  rayon  quelconque  AG  ; puis  du 
centre  F'  avec  le  rayon  OG,  on  décrira  un  2e  arc  : le  point 
d’intersection  M sera  sur  la  courbe,  puisque  la  diîférence  des 
rayons  vecteurs,  ou  F'  M—  FM=z  AO.  Les  mêmes  ouverture* 
de  compas  donnent  quatre  points  de  la  courbe. 

2,b2 

Le  paramètre  conserve  la  même  valeurp  — — . 

402.  En  raisonnant  ici  comme  pour  î’éllipse  , on  obtient  pour 
l’équ.  polaire,  le  pôle  étant  en  F,  faisant  l’angle  AFM  = ô , 
et  a = ae  , 

— - a 2 a (e2  — 1 ) 


a 4-  a,  COS  0 1 4-  e cos  ô 


x Méthode  des  Tangentes . 

4o3.  Si  par  deux  points  M et  Q (fig.  208  ) d’une  courbe 
quelconque  BM Q , on  mène  une  sécante  SMQ  , et  qu’on  fasse 


HYPERBOLE. 


4o3 

varier  la  position  de  Q sur  la  courbe , la  sécante  prendra  di- 
verses inclinaisons.  Si  l’on  rapproche  Q de  M jusqu’à  faire 
coïncider  ces  deux  points  , la  sécante  SQ  deviendra  TM  : cette 
droite  se  nomme  Tangente;  c’est  une  sécante  dont  on  a fait 
coïncider  les  points  d intersection. 

L’équ.  de  toute  droite  qui  passe  en  un  point  M (x'f  y')  est 
y —y  = A (x  x) . . . (i). 

Pour  déterminer  la  tangente  TM , il  suffit  d’assigner  à 
A = tang  T la  valeur  qui  convient  à l’inclinaison  de  cette  droite  ; 
il  faut  pour  cela  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  lui 
servent  de  définition. 

Désignons  par  x'  -f-  h et  y'  -f-  k les  coordonnées  dus®  point  Q 
d’intersection  de  la  sécante  SM,  ou  MR^h  , QR~k , la  tang. 

k 

de  l’angle  QMR  est  = tang  S.  En  changeant  x'  et  y enx'-\-h> 
et  y -f-&dans  l’équ.  de  la  courbe,  et  réduisant,  il  sera  facile 
d’en  tirer  ~ , qui  est  la  valeur  de  tang  S.  Or,  tang  T est  visi- 
blement la  limite  de  tang  S , lorsqu’on  fait  varier  le  point  Q 
pour  l’approcher  de  M\  en  sorte  que  si  l’on  pose  tang  Z*  ou 
A — tang  S -f-  a , a pourra  décroître  indéfiniment.  Si  donc  la 
k 

valeur  de  j a la  forme  p -f-  /3  , p étant  une  quantité  invariable 

et  /3  aussi  petit  qu’on  veut,  l’éq,  A ~p  +Æ  -f-  « se  partagera 
(n°  1 13  ) en  deux  autres  , dont  l’une,  A=zp  , déterminera  A . 
A [ est  donc  ce  que  devient  p -f  /3 , lorsque  p est  nul,  c.-à-d.,  que 
A est  ce  que  devient  le  rapport  k * h , quand  on  y pose  k et  h 
nuis. 

Concluons  de  là  qu  il  faudra  substituer  f -f-  k et  x'  -f- h pour 
■A  et  y'  dans  ïéqu.  de  la  courbe , et  en  tirer  le  rapport  k : h,  puis 
y faire  k ci  h nuis  ; on  obtiendra  ainsi  la  limite  de  ce  rapport, 
ou  A,  et  par  suite  l’équ.  (i)  de  la  tangente.  Voy.  p.4'i$. 

La  droite  indéfinie  MIS7 , perpend.  à la  tang.  au  point  M de 
contact,  est  la  Normale;  l’équ.  est  facile  à déduire  de  celle  de 

26.. 


4o/f  SECTIONS  CONIQUES. 

la  tang. , puisque  ces  droites  passent  par  le  point  M (x' , ÿ),  et 
de  plus  sont  perpend.  L’équ.  de  la  normale  est  (n°  371  ) 


y— y 


oc)  . (2) . 


Les  longueurs  TP  > P N , comprises  entre  les  pieds  T,  P et 
N de  la  tangente,  de  l’ordonnée  et  de  la  normale  , sont  la  sous- 
tangente  et  la  sous-normale.  En  faisant^  — o dans  nos  équ., 
011  obtient  les  abscisses  Al'  et  AN  des  point  T et  N. 


sous 


-tang.  TP  ou  xr  — x — . . . (3). 

JL 


sous-norm.  PN  ou  x — - x — Ay  . . . . (4). 

Il  pourrait  arriver  que  la  tangente  et  la  normale  n’eussent 
pas  la  même  disposition  que  dans  notre  figure  , et  que  la  sous- 
tangente  fut  a:  — x ; et  la  sous-normale  x — x\  mais  alors  le 
signe  négatif  qui  affecterait  les  valeurs  (3)  et  (4)  indiquerait 
cette  circonstance  (n°  35q  ). 

Les  longueurs  MT  et  MN  sont  appelées  aussi  fune  Tan- 
gente , l’autre  Normale. 

404.  Appliquons  ces  théorèmes  à la  parabole  (lig.  20 5),  dont 
l’équ.  est  y a — 2 px  j on  a y'2  ~ 2 px\  {y'  -f-  ky  = 2 p {x  -f  h) , 
qu’on  réduit  à 

k 2r) 

2 ky'  + h 2 = 2 ph  ) d'où  ^ tang.  S = — 

Telle  serait  la  valeur  de  ^ dans  l’équ.  (i),  si  l’on  voulait 
celle  de  la  sécante  : faisant  k nul,  on  a A = tang.  Tz=?-. 

y 


i°.  Equ.  de  la  tangente y y' — p { x x). 

2°.  Equ.  delà  normale (j — y')p-{-(x — x')y'~  o. 

3°.  Longueur  de  la  sous-tang..  . . TP  = 2xr. 

4°.  Longueur  de  la  sous-norm. . . PN~p , 

Donc  la  sous-tangente  est  double  de  l'abscisse  , le  sommet  ^ 
au  milieu  de  TP,  le  pied  Tde  la  tang,  est  c gauche  du  sommet , 


f 


TANGENTES.  4°? 

et  la  sous-normale  est  constante  et  égale  au  demi-paramètre , 
double  de  la  distance  focale  AF. 

La  norm.  MN—  \/  {P  M2-\-PN2)=V (y2-f-p2)~  {/ p (2x-f-p) . 
4o 5.  Cherchons  l’angle  ' TMF  = V ( fig.  2o5)  que  fait  le 
rayon  vecteur  avec  la  tangente  : ce  rayon  passe  par  les  points 
M {oc  y y)  etjF(^p,o);  on  a donc  y — y'  = A'  (a;  — x'  ) ; 


d’où 


UJL  1 t 

\p  — x 


D’après  la  valeur  de  A pour  la  tangente  TM , on  a 

Af  — A __y>  + Lp>—pA  __  p 


tang  V ~ 


/ > 


i+AA'  i py'  + xÿ'  y 

à cause  de  y 2 = 2px',  et  en  supprimant  le  facteur  commun 
A p -f-  a;'.  Ainsi  tang  V~  A — tang  T*,  /e  triangle  TMF  est 
isoscèle.  Tous  les  rayons  lumineux  et  sonores  SM,  qui  viennent 
parallèles  à l’axe,  se  réfléchissent  à leur  rencontre  M avec  la 
courbe,  et  vont  au  foyer  F7.  Déplus,  la  tangente  TM  coupe 
V angle  QMF  par  moitié,  et  est  perpend.  sur  le  milieu  de  QF: 
enfin,  FM  = FT\  ce  qui  offre  un  nouveau  moyen  de  mener  la 
tang  TM.  ' 

4oS.  Faisons  varier  le  point  de  contact  M (x  , yf) , et  p!a~ 
çons-le  successivement  en  tous  les  lieux  de  la  courbe  , puis 
observons  les  diverses  positions  qu’affecte  la  tang.,  lesquelles 

dépendent  de  son  équ.,  c.-à-d,,  de  l’inclinaison  tang  T ~,  et 

y 


de  l’ordonnée  à l’origine,  Ai 


p v 
" y 

y 


lyr . Il  est  aisé  de  voir 


que  , i°.  au  sommet  A , x'  et  y étant  nuis,  l’axe  des  y est 
tangent;  2°.  à mesure  que  le  point  de  contact  M s’éloigne 
x et  y'  croissent,  ainsi  que  Ai,  qui  est  constamment  la  demi« 
ordonnée  y , tandis  que  l’angle  T diminue. 

La  tangente  prend  toutes  les  inclinaisons  ; ainsi  il  y a tou- 
jours une  tangente  parallèle  à toute  droite  donnée  : mais,  plus 
l’angle  T est  petit,  plus  le  contact  M et  le  pied  T s’éloignent 
du  sommet.  La  parallèle  à l’axe  répond  à une  distance  infinie. 


SECTIONS  CONIQUES. 


Etant  donc  donnée  une  direction 


, ou  A,  on  tire  aisément  y — 


et  le  point  de  contact.  Par  exemple,  si  A est  i , on  a ÿ—p\  d’où 
æ'  ~ \ Ie  fojer  F répond  au  point  G pour  lequel  la  tang.  est 

inclinée  de  4b0  sur  l’axe,  dans  toute  parabole. 


407.  L’ équ. yy' (x y x')  peut  servir  à mener  une  tang., 
sans  connaître  le  point  M de  contact  ( x ' , y),  pourvu  qu’on 
donne  certaines  conditions.  Si  l’on  veut,  par  ex. , quelle  passe 
par  un  point  donné  / ( «,  /3  ),  notre  équ.  devient  fiy'—p  ; 

éliminant  avecy'2  = 2 px  , on  aura  x ety  , ou  les  points  M de 
contact  ; il  y a deux  tangentes. 

Mais  l’équ.  /3y  = p (ot,  y x)  étant  satisfaite  par  les  coordon- 
nées de  ces  deux  points,  est  lequation  de  la  corde  qui  les  joint» 
y— o donne  l’abscisse  x — — u du  point  de  section  avec  l’axe, 
point  commun  à toutes  les  cordes  semblables  , quel  que  soit  /, 
pourvu  que  son  abscisse  cj  demeure  la  même.  Ainsi  le  point  I 
décrivant  une  parallèle  aux  y , les  deux  tangentes  , les  points 
de  contact,  les  cordes  qui  les  unissent,  varient;  le  point  seul 
de  section  de  ces  cordes  avec  l’axe  reste  le  même , et  la  corde 
tourne  autour  de  ce  point , qui  est  tantôt  à droite  , tantôt  ^ 
gauche  du  sommet , selon  que  l’abscisse  de  / est  à gauche  ou  à 
droite  du  sommet  A. 


IM  étant  la  tangente  cherchée,  qui  doit  être  perpend,  sur  le 
milieu  de  QF,  I est  à la  même  distance  de  F et  de  Q ; le  cercle 
décrit  du  centre  I avec  le  rayon  JF,  passe  par  le  point  Q de 
la  direct)  ice  , lequel  devient  ainsi  connu.  QM  parallèle  aux  x, 
donne  ensuite  M , ou  bien  on  mène  IM  perpend.  sur  QF,  et 
la  tangente  est  tracée.  Il  ne  faut  pas  craindre  que  le  cercle 
ne  coupe  pas  la  directrice  dès  que  1 est  extérieur  à la  courbe, 
car  le  problème  est  alors  possible  , et  le  point  Q doit  exister  : 
on  a un  2e  point  Q et  une  2e  tangente. 

4o8.  Appliquons  les  mêmes  principes  à X' Ellipse.  Changeons 
x et  y en  x'  y h , ety  -f-  k dans  l’ équ.  de  cette  courbe  ; il 
vient 


ciay'2  -h  &2x'2  ~ 


c£ù2 , a i ( y y ïi  y y (x'  y hy  ~ ; 
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d’où  fc(a/+  h (2x'4-  /?)  b1— o,  ^ 

* 

C’est  la  valeur  de  tang  5,  lorsqu’on  veut  l’équ.  de  la  sécante  en 
deux  points  donnés.  Pour  la  tang.,  on  fera  hetk  nuis,  et  on  aura 
b^x 

A z=z— T.  Il  ne  reste  qu’à  substituer  dans  les  équations  du 

a y 

n°  4o3  ; on  a (fig.  210) 

i°.  Equ.  de  la  tangente  , <Tyyr  -f-  b*xxf  — a9 b1  ; 

2°.  Equ.  de  la  normale  , y y'—  r—~ (x — T)  ; 

t?  JC* 

3°.  Pour  la  sous-tangente , TP: 


cr 


.r 


SC 


2x' 


4°.  Pour  la  sons-normale  y PN  = — — . 


a" 


i°.  La  valeur  de  A ne  change  pas,  lorsque  x et  y'  prennent 
des  signes  contraires  ; ainsi  les  tangentes  en  M et  M!  sont  paral- 
lèles ( fig.  209  ). 

2°.  En  faisant  y = o dans  l’équation  de  la  tangente  , on  a 
a1 

CT ~x  — — • a"g>  x'  donne  CT  y>  a : PT^est  indépendant 
x 

de  b ; ainsi  toutes  les  ellipses  décrites  sous  le  même  axe  AO  ont 
un  même  pied  T pour  la  tang  TM , TQ ...,  Fabscisse  x — CP 
demeurant  la  même.  Ainsi,  décrivons  un  cercle  AQO  sur  le 
diamètre  AO  , prolongeons  l’ordonnée  PM  en  Qf  menons  la 
tang  TQ , et  nous  aurons  le  point  T.  C’est  un  moyen  facile  de 
tracer  la  tangente  à l’ellipse. 


ry  , , Cl~ 

3°.  y — o dans  l’équ . de  la  norm . donne  x ■—  CN— » x ' 

aa 

(fig.  210);  ainsi  N et  M sont  situés  du  même  côté  de  Cy. 

409.  Par  les  points  O et  A (zba,  o)  menez  des  droites  quel- 
conques ON , A N ( fig.  209)  -,  leurs  équ.  sont 

y = u ( r — cz)  , y/  r=  a'  (r  a) . 

Le  point  Ar  de  rencontre  a pour  coordonnées, 

U -4"  u QjCLuet  / 


X 


a . 


u 


r > 


y — 


Cl 


r ) 


c& 
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Le  point  N n’est  déterminé  qu’autant  qu’on  fixe  les  tang  a,  d 
des  directions  de  AN  et  NO  • mais  si  elles  sont  arbitraires  , on 
peut  en  disposer  de  manière  que  l’intersection  N soit  sur  l’el- 
lipse ; on  dit  alors  que  ces  lignes  sont  des  cordes  supplémen- 
taires. Dans  ce  cas  , nos  valeurs  x et jy  doivent  satisfaire  à l’équ. 
«y  -f*  b2x2-==.  a2b2 , ce  qui  donne  a2a2d2  -{-  b2 ad  — o , ou 
au  (a? ad  r + b 2)  = o.  On  exprime  donc  que  les  cordes  se  cou- 
pent sur  l’ellipse , en  faisant  a ou  a nul  (ce  qui  n’apprend  rien), 

f ù2  / 

ou  au  — . Ce  signe — provient  de  ce  que  a et  a sont  de 

signes  contraires  ; car,  si  NAO  est  aigu  , NOx  doit  être  obtus. 
Traçons  un  cercle  sur  le  grand  axe  ; l’angle  AN' O étant  droit, 
ANO  est  obtus.  Les  cordes  supplémentaires  du  petit  axe  for- 
ment entre  elles  un  angle  aigu  ; ce  qu’on  démontre  de  même. 

On  prouve  ces  propriétés  par  l’analyse,  ainsi  qu’il  suit.  L’an- 
gle 6 = N des  deux  cordes  supplémentaires  est  donné  par 


tang  9 


a 


a 


a2  a2  4-  b 3 


l -j-ad  a (a2  — b2)  ? 


en  éliminant  d.  Si  a = h,  tang  9 est  oo,  ou  0 = go°;  le  cercle  a 
seul  des  cordes  supplémentaires  rectangles , et  toutes  le  sont. 
Quand  a > b , a et  tang  0 ont  même  signe  ; donc  les  angles 
ANO , NOx  sont  obtus  ensemble.  Sia  et  b croissent  propor- 
tionnellement , l’angle  0 ne  varie  pas  : ainsi,  les  directions 
ON } AN  sont  constantes  , ou  les  ellipses  dont  les  axes  sont 
dans  le  même  rapport , ont  les  cordes  supplémentaires  paral- 
lèles. 

Si  0 est  donné  , es  résulte  de  l’équ.  du  2e  degré. 


ûV — (a2  — b 2)  <*tang  0 -{-  b2  — o. 


Il  y a donc  deux  systèmes  de  cordes  supplémentaires , qui  far- 
inent entre  elles  un  angle  donné  0;  et  ces  cordes  sont  aisées  à 
construire  : les  deux  valeurs  de  ont  même  signe,  à cause  du  der- 
nier terme  -f  b \ Les  grandeurs  de  0 sont  égales , quand  on  a 

2 ab  . b 

{a*  — b%y  tang2  6:=4a2Z>2-,  d’où  tangH  ==  ; pms  * ” ? 
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4°9 

Cette  solution  sépare  les  racines  réelles  des  imaginaires 
(n°i3q,  2°.)  ; ainsi,  les  cordes  supplémentaires  qui  concourent  à 
V extrémité  B du  petit  axe , se  coupent  sous  le  plus  grand  angle 
obtus.  Si  AN  est  couché  sur  AO,  l’autre  corde  est  à angle 
droit  ; AN  tournant  autour  de  A , l’angle  N devient  obtus  , 
et  s’accroît  jusqu’à  ce  que  les  cordes  passent  en  B.  Passé  ce 
terme,  AN  continuant  de  tourner,  l’angle  N diminue  et  reprend 
les  memes  grandeurs. 

Pour  obtenir  graphiquement  les  cordes  supplémentaires,  qui 
font  un  angle  donné,  il  faut  tracer  sur  AO  un  segment  de  cercle 
capable  de  cet  angle  ; l’ellipse  est  coupée  en  deux  points  qui 
sont  les  solutions  cherchées. 


4 io.  Toute  ligne  CM  menée  par  le  centre  C (fîg. 209  ) , a 
pour  équ.  y — A'x  ; si  de  plus  on  veut  qu’elle  passe  par  le 
point  M (xf>  y')}  il  faut  que  y'  A'x  ; pour  la  tangente  en  3 


A = — 


b\ r 


¥ 


—r—f  ; d’où  AA'  — —aa 

a3y  a? 


Si  donc  on  mène  une 


corde  AN,  parallèle  à la  ligne  CM , qui  va  du  centre  au  point 
de  tangence,  on  a A — A , d’où  A — a\  et  la  tangente  TM 
est  parallèle  à la  corde  supplémentaire  NO , ce  qui  fournit  en- 
core un  moyen  très  simple  de  mener  une  tangente  à l’ellipse. 

41 1 • Faisons  décrire  la  courbe  au  point  de  contact  M (xr , y '), 
et  suivons  la  tang.  dans  toutes  les  positions  qu'elle  affecte.  En  O, 
x'— a,  y' —O)  Y équ.  de  TM  devient  x— a : ainsi  la  tang.  estparalL 
auxy.  A mesure  que  le  point  de  contact  s'élève  sur  la  courbe. 


x décroît  et  y ' croît  ; donc  A — —,  décroît,  et  CT—  — 

u ay  x 

croît;  ainsi  le  point  T s’éloigne  sans  cesse,  et  l’angle  MTC 

diminue  jusqu’à  ce  qu’en  B la  tangente  devienne  parallèle 

au  grand  axe.  La  symétrie  de  la  courbe  dispense  de  poursuivre 

plus  loin  cet  examen  : donc , il  ri  y a point  d' inclinaison  don -* 

née  qui  ne  pidsse  convenir  à tune  des  tangentes  de  t ellipse. 

On  obtient  le  point  de  l’ellipse  où  une  droite  doit  la  toucher, 
son  inclinaison  étant  donnée,  en  cherchant  x ' et  y',  lorsque  A 
est  connu  ; on  a pour  cela  les  équ. 
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4xo 


(fy*  T b2x'2  — a2b2 , Aa2yr  -f-  b*xr  = o. 

On  peut  également  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes 
relatifs  à la  tangente  , et  qu’on  traiterait  par  une  analyse  sem- 
blable. 

4i2.  Cherchons  l’inclinaison  des  rayons  vecteurs  sur  la  tang. 
( fig.  210).  Soient  CF—*,  les  angles  FMT—Vy  FMT—V'. 
Toute  droite  qui  passe  en  F (#,  o),  a pour  équ.j'i^^'  (x — u)\ 


d’où  A' 


x 


a 


, pour  le  rayon  vecteur  FM,  qui  passe  par  le 


point  donné  M {pcf ,y').  Mais  pour  l’inclinaison  de  la  tangente, 

. b2xr  , A — A’  F 

A- — —7-;  — F donne  tang  V~ ■=. 

ci2y  1 + AA  uy 


En  changeant  a en  — a,  on  a pour  tang  V une  valeur 
égale  avec  un  signe  contraire  ; on  en  conclut  que  les  angles  V 
et  V'  sont  supplémens  l’un  de  l’autre  (n°  3 4q  )•  L’angle  F MF 
est  aigu  et  supplément  de  l’angle  obtus  F' MT  • ou  plutôt  les 
angles  aigus  FM / et  FMT  sont  égaux. 

Ainsi  , les  rayons  vecteurs  de  l'ellipse , menés  au  point  de 
contact , sont  également  inclinés  sur  la  tangente  et  sur  la  nor- 
male. Donc , tous  les  rayons  lumineux  ou  sonores  FM , qui 
partent  du  foyer  Fr  , doivent,  à leur  rencontre  en  M avec 
l’ellipse,  se  réfléchir  à l’autre  foyer  F.  En  prolongeant  F'M , 
la  tang  TM  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  FMG , et  la 
normale  l'angle  F’ MF. 

4i 3.  On  peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  mener  une 
tang.  ou  une  normale  en  un  point  donné  M de  l’ellipse  (fig.  2 1 o); 
car,  prenant  sur  le  prolongement  de  F'M ,' MG  ~ FM , TM 
sera  perpend.  sur  le  milieu  de  FG. 

Pour  mener  la  tangente  TM  par  un  point  extérieur  donné  /, 
cherchons  le  point  M de  contact.  Supposons  le  problème  ré- 
solu ; alors  I étant  à égale  distance  de  F et  de  G,  le  cercle 
FG  y qui  passe  en  F et  dont  I est  le  centre,  passe  aussi  en  G ; 
mais  F G ~ F'M  + MF  = AO  ; donc  le  point  G est  aussi  sur 
le  cercle  décrit  du  centre  F'  avec  le  rayon  A O. 
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Une  fois  ces  deux  cercles  tracés , le  point  G est  connu  ; on 
mène  F'G,  et  on  a le  point  M de  contact.  Il  est  d’ailleurs  cer- 
tain que  les  deux  cercles  doivent  se  couper,  puisque,  sans  cela, 
le  point  G n’existant  pas , le  problème  serait  absurde  ; ce  qui 
ne  peut  être , tant  que  le  point  / est  extérieur  à l’ellipse  : on  a 
même  deux  points  G,  et  partant  deux  tangentes. 

On  peut  encore  traiter  le  problème  comme  nos  379  , 3°. , et 
407  , les  coordonnées  a,  fi  du  point  extérieur  K ( fig.  25 1 ) de- 
vant satisfaire  aux  équ.  de  la  tang MK  et  de  l’ellipse,  on  a 

1 azfiy' ' -f-  bzux  — a~b 2 , az y'2  -J-  bzx2  — a2bz  ; 

l’élimination  donnerait  pour  x et  y'  des  valeurs  du  2e  degré. 
Ainsi,  par  le  point  A,  on  peut  mener  deux  tangentes  MK , NK, 
dz2/3y-{-  bzux~azbz  est  Péqu.  de  la  droite  MN  qui  joint  les  points 
de  contact,  puisqu’elle  est  satisfaite  par  x — x'  et  y -yf-  Il 
est  donc  facile  de  tracer  cette  droite  , et  d’en  conclure  ces  points 
et  enfin  les  tang.  ; la  figure  25 1 ne  suppose  pas  les  coordonnées 
rectangulaires  ( voy.  n°4^4  , IV  ). 

Comme  y — o donne  ax~a 2 , équ.  indépendante  de  b et  p 3 
CE , est  constant,  quelque  part  qu’on  prenne  le  point  pourvu 
que  CA  ~u  et  le  grand  axe  2 a restent  les  mêmes.  Donc,  si  K se 
meut  sur  B B'  parallèle  aux  y , les  tangentes  et  les  cordes  va- 
rient , mais  le  point  E reste  fixe , même  quand  le  2e  axe  2 b 
change  ; en  sorte  que  E a la  même  position  que  pour  le  cercle 
décrit  du  centre  C avec  le  rayon  a. 'Le  point  E est  situé  au 
dedans  ou  au  dehors  de  l’elUpse , suivant  que  et  est  ou  <[  a , 
c.-à-d.,  suivant  que  la  droite  B B'  coupe  la  courbe  , ou  est  en 
dehors. 

4i4.  Venons-en  maintenant  à Yhyperbole  ; on  pourrait  ici 
refaire  tous  les  calculs  qu’on  vient  d’appliquer  à l’ellipse  ; mais 
il  suffit  de  changer  dans  ceux-ci  b en  b \/ — 1 (n°  389).  On 
trouve  alors  les  résultats  suivans  : 

î°»  Pour  l’inclinaison  et  l’équ.  de  la  tangente, 

A = — , , Eyy'  — bzxx  = — cr&2. 

a y 


> 
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La  tangente  TM  (fig.  207)  fait  avec  l’axe  des  x un  angle 
aigu  ; elle  est  parallèle  à celle  qu’on  mènerait  en  M\ 

On  aura  de  même  l’équ.  de  la  normale. 


a 


2°.  CT  — “ , les  points  M et  7’tombent  du  même  côté  de  l’axe 


x 


Cy\  comme  x'  est  ^ >a , T est  compris  entre  C et  le  sommet  A . 


Sous-tang 


Sous-normale  — 


x 


f Z 


a J 


x 


b»xr 


a" 


5°.  Pour  les  deux  cordes  supplémentaires  ON  et  AN  (Fig. 21  1)* 

r , 

; les  deux  angles  formés  avec  Y axe  des  x sont  e li- 


on a uol 


semble  aigus  ou  obtus.  L’équ.  de  AN  est  y — u(pc  — à)  7 pas- 

y' 

sant  par  le  point  N (j/,  y'),  on  a pour  la  corde  AN , et  = — — - ; 

donc  u et  y sont  de  même  signe,  puisque  x'  a.  Ainsi  les 
angles  des  cordes  supplémentaires  avec  l’axe  de  x , sont  aigus 
quand  N est  placé  comme  dans  la  figure.  Ils  sont  obtus  pour 
la  branche  supérieure  à gauche,  etc...  Pour  la  ligne  CM  et  la 

b » 

tang  TM , en  M , on  a AA'  ~ — ; on  conclut  donc  que  le 

a2 

procédé  (n°4io);  pour  mener  une  tangente  à l’ellipse,  est  ap- 
plicable ici.  On  mène  au  point  M de  contact  la  ligne  CM , puis 
la  corde  O N parallèle  à CM , et  sa  corde  supplémentaire  NA  , 
celie-ci  est  parallèle  à la  tangente  TM. 

On  trouve,  comme  (n°  409)  pour  l’angle  ù — ON  A des  cordes 

Q 2 Jy  2 Jy 

suppl.,  tang0==— — or  (n°430*>->  ou  > & y 

ainsi  tang  6 est  positif  et  l’angle  0 est  aigu.  Si  les  axes  varient 
dans  le  même  rapport,  ô demeure  constant. 

Quand  Ô est  connu  et  qu’on  cherche  il  faut  résoudre  l’équ. 
du  2e  degré  cV  — tangfl  “ô2,  dont  les  racines  ne 

sont  jamais  imaginaires  et  ont  des  signes  différens.  L’angle  6 
11’a  pas  ici  de  limites  comme  dans  le  cas  de  l’ellipse.  On  peut 
construire  les  deux  solutions  en  décrivant  sur  OA  un  segment 


I 

TANGENTES. 

capable  de  Tangle  donné  0 , que  doivent  faire  les  cordes  supplé- 
mentaires, et  menant  des  droites  de  chaque  point  de  section 
aux  deux  sommets.  Plus  a décroît,  c.-à-d.  plus  AN  s’abaisse 
sur  Axy  plus  6 diminue,  en  passant  par  toutes  les  grandeurs 
de  go°  à zéro. 

4°.  Les  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs  et  la  tangente 

A 

conservent  la  même  valeur  — , ; leurs  inclinaisons  sur  la  tan - 

«y 

gente  sont  donc  les  mêmes  ainsi  que  sur  la  normale  ; TM  di- 
vise F' MF  (fig.  207)  en  deux  parties  égales  ; on  construit  donc 
la  tangente  par  le  même  procédé  que  pour  l’ellipse  (n°  412). 

Si  le  point  donné  est  sur  la  courbe  en  M , on  prend  MG  -MF \ 
et  on  abaisse  if/jTperpend.  sur  le  milieu  de  FG. 

Si  le  point  donné  est  en  I hors  de  la  courbe,  du  centre  1 on 
décrit  le  cercle  F G ; puis  du  centre  F* , avec  un  rayon.  . . . 
F'G=i  F'M  — FM^AO  , on  trace  un  2e  cercle  qui  coupe  le 
1er  en  deux  points;  G étant  connu,  F' G prolongé  en  M donne 
le  point  de  contact.  Du  reste  , les  conséquences  du  n°  4*5 
ont  également  lieu  ici. 

4<5.  Faisons  parcourir  au  point  de  contact  M (fig.  212)  les 

divers  points  de  la  courbe.  En  A{x!  = a,  y — o)  , i’équ.  de 

la  tang.  devient  x a , amsi  DD1  tangente  au  sommet  est 

parallèle  aux^y.  A mesure  que  le  point  M s’élève  sur  la  courbe* 

pour  connaître  les  positions  successives  de  la  tangente , il  faut 

en  déterminer  le  pied  T7,  et  les  diverses  inclinaisons  ; mais  on 

, Fxf 

ne  peut  déduire  ces  angles  de  la  valeur  A ==  parce  que 

a y 

x et  y croissent  ensemble.  Pour  lever  cette  difficulté,  mettons 
pour  ay  sa  valeur  d t b\ê(x*  — a3),  et  divisons  haut  et  bas  par 
bx  j il  vient 


Or,  plus  x f croît  et  plus  A et  CT  décroissent  ; en  sorte  que 
d’une  part,  le  pied  T de  la  tangente  approche  sans  cesse  du 
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centre  C sans  y atteindre  , et  de  l’autre  l’angle  T diminue  en 
même  temps.  Mais  cette  diminution  de  T n’a  pas  lieu  indéfi- 
niment; car  le  radical  approche  de  plus  en  plus  de  un  et  ne 
peut  dépasser  ce  terme  qu’il  n’atteint  même  qu’à  x — oo  ; alors 

b 

A — dz  - et  CT  — o.  Du  reste  , il  est  inutile  de  continuer  le 
a 

mouvement  du  point  M sur  les  autres  parties  de  la  courbe , à 
cause  de  la  symétrie. 

Pour  construire  ces  expressions,  portons  au  sommet  A les 
ordonnées  AT  =:  AD1  ■=.  b}  traçons  CD  et  CD' \ ces  droites 

b 

ont  pour  équ.  y = rh  - x ; elles  sont  les  limites  de  toutes  les 

tangentes,  et  ne  rencontrent  la  courbe  quel  ï infini:  cette  courbe 
est  entièrement  renfermée  dans  l’angle  ÇCQ'  et  son  opposé. 

La  tangente  fait  avec  le  1er  axe  un  angle  compris  entre  DCA 
et  un  droit;  on  ne  peut  donc  mener  une  tangente  parallèle  à 
une  droite  donnée  CI , passant  en  C , qu’autant  que  CI  est  dans 
l’angle  DCH. 

4i6.  Quand  deux  courbes  s’étendent  à l’infini,  on  dit  que 
l’une  est  ASYMPTOTE  do  l’autre,  si  elle  s'en  approche  de  plus 
en  plus , et  si  on  peut  s'éloigner  assez  pour  que  leur’  distance 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée . L’équ.  de  l’hyper- 
bole est 


en  développant  \Zipc1  — a2)  (p.  189):  le  ]er  terme  excepté,  x 
n’entre  qu’au  dénominateur  ; ainsi  tous  ces  termes  décroissent 

T 

indéfiniment  quand  x augmente.  L’équ.  V — dz  - x appartient 

donc  à deux  droites  CQ  , CQr  (fig.  212),  dont  l’ordonnée 
T O f PM  donne  la  différence  MQ  aussi  petite  qu’on  veut. 
Ces  droites,  que  nous  savons  etre  les  limites  des  tangentes , sont 
donc  aussi  les  asymptotes  de  l’hyperbole. 

Si  l’hyperbole  est  équilatère  , a~b\  les  asymptotes  sont  à 
angle  droit. 
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417.  Éliminons  y entre  l’équat'on  de  l’hyperbole  et  celle 
y ~ kx  -}-/  d’une  droite  quelconque , pour  avoir  les  points  de 
section  : nous  trouvons 

(cfk*  — b2)x2  -f-  Qa*klx  -f-  a2{l2  -f-  b2)  — o» 


Cette  équ.  du  2e  degré  se  réduit  au  1er  quand  a2k2  = bz,  ou 

7 . b -,  y lz  b2  TT 

, ci  ou  x ~ — - — — Une  parallèle  aux  asymptotes 

CL  QilxL 

ne  coupe  donc  la  courbe  qu’en  un  point.  (Le  2e  point  de  section 
est  à l’infini).  Pour  l’asymptote  meme,  /—  o,  et  les  deux  sec- 
tions sont  à l’infini.  En  générai  , on  a 


a2kl  zt  ab\/{l2  -f-  b2  — a2k2  ) 
a2k2  — - 


et  comme  y = fcc  + Z,  le  radical  est  le  même  pour  x et  y. 
Pour  que  la  droite  coupe  l’hyperbole,  x et  y doivent  être  réels  ; 
distinguons  trois  cas,  selon  que 


a2k2=z,  < ou  > l2  + b\ 

Dans  le  ier  cas  , la  droite  n’a  qu’un  point  commun  avec  P hy- 
perbole ; l’équ.  du  2e  degré  devenant  un  carré , la  droite  touche 
la  courbe  ( voy . n°424)-  On  peut  tirer  de  là  un  moyen  de  me- 
ner une  tangente  par  un  point  extérieur  / (a/y^ffig.  207)  ; car 
y — • y'~  k(pc  — x')  devant  aussi  être  l’équ.  de  la  droite , on  voit 
que  l~yf — kx',  qui,  avec  l’équ.  a'k2  b2,  détermine 

k et  /.  • 

*Dans  le  2e  cas , il  y a deux  points  de  section.  Posons 

, 7 ,,  , al  il  riz  ba 

a2k*  ==  Za  -f-  b2  — u2  ; d ou  x = — a.  ~ ; 

r — a2 

et  si  la  droite  passe  au  centre,  / ~ o , 


, ab  , kab  , 

x =dz— - , v=  ziz  — , à 

AJ 


-*) 


Cf 


Cf 


a 


a 


Toute  droite  MM'  (fig.  207),  qui  passe  par  le  centre  0,  et  est 
dans  l’angle  asymptotique  , coupe  la  courbe  en  deux  points 
opposés  M et  M'y  dont  les  abscisses  sont  égales  en  signes 
contraires;  il  en  est  de  même  des  ordonnées  et  de  CM  et  CM'  * 
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Dans  îe  5e  cas,  la  droite  ne  coupe  pas  la  courbe.  Si  l — o* 
on  a ah  b,  la'  droite  passe  par  le  centre  et  est  dans  l’angle 
QCH  (fig.  212);  elle  est  parallèle  à deux  tangentes  ; tandis 
qu’au  contraire  toute  ligne  hors  de  cet  angle  coupe  la  courbe 
et  n’a  aucune  tangente  parallèle. 

4i8.  Rapportons  l’hyperbole  aux  asymptotes  Cb\  Cb{ fig.  21 3), 
pour  axes  des  x'  et  y/  ; menons  MP  parallèle  à Cb\  CP  — x', 

b 

PM— y.  L’angle  xCb  — a , a pour  tangente  - (n°  41 5)’,  d’où, 

CL 

en  faisant  pour  abréger, 

2.771—  |/(a2  -f-  &2), 

a a b b 

COSa  — — 7- — —7—-  = , Sin  a — - ----- — ; — r-rr  = l 

ŸX<l*-jr-b*)  2771  2171 * 

les  formules  générales  ( B , n°  383)  deviennent 

2mx  — a(y/  -f"  x'  ) , 2my  — b(  y — x 

Au  sommet  A , où.y  — o,  on  a x'  —y\  CD  — DA  \ CB  AD 
est  donc  un  losange,  ce  qui  suit  aussi  de  ce  que  l’ang.  DA  C—DCA . 
Substituons  ces  valeurs  d’x  et  y-  dans  a^y2 — b^x^  = — a2£2;  il 
vient  xy  — ni1  pour  l’équ.  demandée.  En  faisant  xr  — y' , on 
a CD  — m — \ \/ (a2  + &2  ) . Si  on  compte  les  x et  y positifs , 
selon  Cb  et  CH',  l’équ.  est  xy  - — m2’. 

On  nomme  m2  la  puissance  de  ïhyperbole ; si  elle  est  équila- 
tère  , CB  AD  est  un  carré  — m.2  = 7 a%. 

De  xy  — 7ïi2  on  tire  que  y décroît  quand  x augmente , et  ré- 
ciproquement *,  ce  qui  prouve  que  les  axes  sont  en  elfet  des 
asymptotes. 

Nous  avons  trouvé  que  a — 2m  cos  a , b — 2 tu  sin  a ; ce  sont 
les  axes  de  l’hyperbole  qui  sont  ainsi  connus  , lorsqu’elle  est 
rapportée  à ses  asymptotes.  Les  diagonales  CA , DB , du  lo- 
sange CD  AB , résolvent  d’ailleurs  le  problème  ; car.  . . . 
DL  — CD  sin  a , CA  — a , donnent  BD  — b. 

419.  Multiplions  l’équ.  xy  = m2  par  sin  2<x,  ; il  vient 

xy  sin  bCbr  — zm*  sin«  cos  a • 
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le  1*  *7  membre  (p.  3jo}  Y)  exprime  Faire  du  parallélogramme 
CPMQ  , qui  est  par  conséquent  constante , quelque  part  quon 
prenne  le  point  M sur  la  courbe  ; d’ailleurs  le  2e  membre  = ±ab; 
ainsi,  l'aire  CPMQ  est  la  moitié  du  rectangle  des  demi-axes  ; 
ce  qui  suit  aussi  de  ce  que  CA— a , BD— b et  CBAD—CQMP. 

420.  Une  semblable  transformation  pourrait  donner  l’équ.  de 
la  tang  TM  au  point  M{pc’ ,y')  , rapportée  aux  asymptotes  ; mais 
on  la  trouve  directement  par  ce  calcul.  Cette  équ.  est  (n°  36g) 

y —y  = a (x  — x'  ) , 

. , si nSTHr  , . _ , 

A étant  : changeons  , comme  p.  /\oo , x et  y en 


sin  TSC 


m 


y + k 


X 


x'  h et  dans  l’équ.  x'y' — 

(x'  + h)  (/+  h)  — m2  • d’où  | 

Telle  est  la  valeur  de  A pour  la  sécante  MN;  la  limite  sé 

rapporte  à la  tangente , d’où  A •=.  — *^7*  donc  enfin,  l’équ.  cher- 

00 

chée  est 

x y -f*y.r  = 2 m2. 

. 2m2 

Faisant  y — o , on  trouve  x z 


y 


six' , abscisse  CT  du 


pied  T de  la  tangente,  et  qui  est  double  de  CP;  prenant  donc 
TP  — CP  > menant  TM  y on  a la  tangente.  Comme,  triangle 
SMQ—MTP , le  point  M de  contact  est  au  milieu  de  ST. 

Puisque  CTz=zQ,xf  et  CS  ~ 2y', Taire  CST  = 2 x'y  sin  Qu. 
(p.  370)  , ou  = ab  ; Faire  CST  est  donc  constante  quel  que  soit 
le  point  M ; elle  égale  le  rectangle  des  demi-axes  ; les  quatre 
triangles  TMPy  CMP  y CMQ , SM  Q , sont  éq-uivalens. 

421 . L’équ.  d’une  sécante  b b'  est  y'  = Kx  + Z,  ; y~  o donne 
le  point  b'  de  section  par  l’asymptote,  Cb'  = — L * K.  Élimi- 
nant x et  y avec  xy~m 2,  on  a les  points  Nt  F\'  de  section  avec 
la  courbe  ; d’où  Kx 2 -f-  Lx  = m2.  Or  (n°  167,  20.)  — L : K 
est  la  somme  des  racines  = Ca'-+-aN—  Cb'}  ou  = Cd-\-db'  ; 
donc  aN  = a'br,  et  les  triangles  Nab,  JS'dd  sont  égaux;  d’où 
bN—b'N'.  Toute  sécante  a des  portions  égales  comprises  entrer 
l’hyperbole  et  V asymptote. 


1. 
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On  tire  de  là  un  procédé  facile  pour  décrire  la  courbe,  lors- 
qu’on a ses  asymptotes  et  un  de  ses  points  N.  Par  ce  point 
menez  une  droite  quelconque  bV,  prenez  b'N'  — bN , ]V  sera 
un  2e  point  de  la  courbe.  En  répétant  cette  construction,  on 
obtient  autant  de  points  qu’on  veut. 

Les  abscisses  aN,  Ca\  de  N et  Ar',  étant  x'}  x\  résolvant  les 
triangles  abN,  bN'O , on  trouve 


sin  a 
sînû  * 


A fb~Nb'—x\-na 


sin 


b* 


multipliant  ces  équ.  il  vient 


bN  X Nbf 


x'x" 


sina  a 


' sma  b 


ma  sinaa 
K'  sîn*b  ’ 


à cause  du  dernier  terme  de  l’équ.  Kx 2 -f-  Lx  — m a.  Or,  ce 
produit  est  indépendant  de  L,  et  toute  parallèle  à notre  sé- 
cante l’eût  pareillement  donné.  Donc,  deux  sécantes  ont  même 
valeur  pour  le  produit  bN  X b'N,  que  le  carré  de  la  demi- 
tangente  SM,  ces  trois  droites  étant  parallèles. 

422.  Le  procédé  du  n°  4o3  , pour  trouver  A dans  l’équ.  (1), 
s’applique  à toute  équ. , quel  que  soit  l’angle  des  coordonnées  ; 
en  suivant  attentivement  ce  qu’on  y prescrit,  on  voit  qu’il  faut 
changer  x en  x'  + h , y en  y'  k , dans  la  proposée , ce  qui 
donne  deux  sortes  de  termes;  i°.  ceux  qui  n’ont  ni  h,  ni  Æ,  et 
qui,  restant  quand  ces  accroissemens  sont  nuis,  recomposent 
l’équ.  de  la  courbe  et  s’entre-détruisent  ; 20.  des  termes  dont  h 
ou  k sont  facteurs,  qui  sont  destinés  à donner  leur  rapport  k l h , 
dans  lequel  faisant  h et  k nuis , on  obtient  enfin  A. 

Mais  il  est  clair  que  les  termes  qui  disparaissent  de  ce  rap- 
port sont  ceux  où  h et  k entraient  à une  dimension  supérieure 
à la  ire.  Donc,  si,  supprimant  les  raisonnemens , on  s’en  tient 
au  matériel  du  calcul , on  voit  qu’il  faut  i°.  changer  x en  x'-f-h, 
y en  y'-f-k , et  développer  ; 2°.  supprimer  tous  les  termes  où  h 
et  k entrent  à une  dimension  supérieure  à la  ire,  ainsi  que  ceux 
où  h etk  ne  sont  pas  ; ceux-ci  reproduisant  la  proposée  , s’entre- 
détruisent;  enfin,  faisant  k = Ah  (h  est  facteur  commun  et 
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s’en  va)  , on  en  tire  A.  Substituant,  dans  les  équ.  du  n° 
on  a celles  de  la  tangente  et  de  la  normale.... 

Ainsi , pour  y 2 + 2xy  — 2 y + a; , ou  trouve  d’abord 

2yk  -4“  2x'k  -f*  2y'ù  = o.k-\-h , 

puis  2y'^  + 2x  A + 2 y'  = 2^  4”  1 j 

— y -f  i 


d’où 


y+^-i* 

Par  ex.,  le  point  ( i . i)  est  sur  la  courbe,  puisque  ces  coor- 
données , mises  pour  x et  y,  satisfont  à la  proposée;  on  trouve 
A = — et  l’équ.  de  la  tang.,  en  ce  point  de  la  courbe,  est 

y — 1 = — i (x  — l),  ou  2J  + 07  — 3. 

Prenons  encore  l’équ.  yz=  mx-f  nx % qui  appartient  à nos 
trois  courbes,  suivant  les  valeurs  qu’ont  m et  n (n°  390),  on 


trouve 


d’où 


ay'k  mh  -j-  2nhx' , üAy ' = m -f*  2 nx\ 

4 7?i+  nx' 


A-=, 


y 


4s3.  Quand  la  tangente  est  parallèle  aux  x , il  est  clair  que  dès 
que  la  branche  de  courbe  est  entièrement  ou  au-dessus  ou  au-des- 
sous de  la  tangente , ly  du  point  de  contact  est  4>  Ou  que  les  y 
voisines.  Ainsi,  l’équ.  A— o doit  donner  Yy  qui  est  un  maximum 
ou  un  minimum  ; et  on  la  trouve  en  éliminant  x et  y entre 
A — o et  la  proposée.  Â~  co  donne  les  tangentes  parallèles 
aux  y,  c.-à-d.  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens  des  x. 

Soit,  par  ex. , l’équ.  y 2 — xy  ^ x2  — xr  + 4— °>  pour 


laquelle  on  trouve  A 


y — g + 1 


; posant  y < — x + 1 — o , 


et  éliminant  avec  la  proposée , on  obtient  x = 3 et  1 , et  y ~2 
et  o , coordonnées  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux 
x \ 2 est  la  plus  grande  ordonnée  , o la  plus  petite  ; la  courbe 
ne  passe  pas  au-dessous  de  l'axe  des  a?,qu’elle  touche  au  point 
(1,0).  2y — x=o  donne  x=.2±.  [/2 , y = 1 dz  y/ 4 , coor- 
données des  limites  latérales  (n°  4^4?  fig-  23o). 
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42 4"  Qu’on  élimine  y entre  y — ax  -f-  b et  une  équat.  de 
courbe  du  2e  degré,  il  viendra  une  équ.  aussi  du  2e  degré  en 
x , qui  donnera  les  abscisses  des  points  où  la  droite  y — ax  -f-  b 
rencontre  la  courbe.  Soient  x~Mz£i  {/N  ces  valeurs.  Suivant 
qu’elles  sont  réelles  ou  imaginaires , la  droite  a deux  points 
communs  ou  ne  coupe  pas:  mais  si  N — o , c.  -à-d.  si  les 
racines  de  x sont  égales , ou  léqu . en  x un  carré  exact , la 
droite  touche  la  courbe.  En  effet,  si  a et  b sont  indéterminés, 
la  droite  variant,  M et  N changeront,  et  il  est  évident  que  les 
points  de  section  se  rapprocheront  à mesure  que  N décroîtra  ; 
enfin , N étant  nul , ces  points  coïncideront. 

Soient  8y  -f-  3x  = 1 o , et  4y2  -f-x2  = 4 » si  l’on  élimine  x 
et  y pour  trouver  les  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la 
courbe  représentées  par  ces  équ. , on  trouve  25x2 — ho.r-f-36— o, 
ou  (bx — 6)a  = o.  Ainsi  (fig.  209),  la  droite  TM  touche  an 
point  A/(|,  |)  l’ellipse  AB  O,  dont  les  demi-axes  sont 

AC~  a = 2,  BC  — b — 1 . 

Lorsqu’en  faisant  jy—o,  dans  une  équ.,  on  trouve  (x — x'Y—O 
on  doit  en  conclure  que  la  courbe  touche  l’axe  des  x au  point 
(x',o).  Voy . fig.  226  et  23o,  n°s  44^  et  4^4* 

Du  Centre  et  des  Diamètres. 

426.  Le  Centre  d’une  courbe  est  un  point  C (fig.  214  et  21 5) 
qui  jouit  de  la  propriété  de  couper  en  deux  parties  égales  toutes 
les  cordes , telles  que  MM'  > menées  par  ce  point.  Mettons  l’ori- 
gine en  C , menons  PM  > P' M'  parallèles  à l’axe  Cy;l  es  triangles 
CPM , CP' M' sont  égaux  à cause  de  CM— CM'  ; d’où  CP— CP 
PM—  P' M'.  Donc,  lorsque  l’origine  est  au  centre  de  la  courbe, 
les  ordonnées  et  les  abscisses  sont  deux  à deux  égales  et  de 
signes  contraires.  La  réciproque  a visiblement  lieu. 

L’angle  yCx  des  coordonnées  est  ici  quelconque. 

Donc  pour  quune  courbe  ait  le  centre  à l'origine , il  est  né- 
cessaire et  il  suffit  que  son  équ.  ne  soit  point  altérée  lorsqu’on 
y change  x en — x,  et  y en  — y. 
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Appliquons  ce  précepte  à l’équ.  générale  du  2e  degré 
Ay*  -f-  Bxy  -f-  Cr2  Dy  - f-  Ex  + F=  o . . . (i ). 

« 

Il  est  manifeste  qu 'afin  que  la  courbe  ait  l'origine  pour  centre , 
il  faut  que  son  équ.  ne  contienne  pas  les  termes  Dy  ep  Ex; 
elle  sera  de  la  forme  Ay 2 -f*  Bxy  -|-  Cx2  -f-  E = o.  C’est  pour 
cela  que,  par  anticipation , nous  avons  donné  le  nom  de  centre 
au  milieu  de  l’axe  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  ; et  il  devient 
prouvé  que  toute  corde  qui  passe  par  ce  point  y est  coupée  en 
deux  parties  égales. 

Mais  une  courbe  pourrait  avoir  un  centre  qui  ne  fut  pas  situé 
à l’origine;  alors  il  faudrait  qu’on  pût  l’y  transporter  : on  chan- 
gerait x en  x + a , y en  y -f*  b , et  on  déterminerait  les  coor- 
données arbitraires  a et  b de  la  nouvelle  origine  , de  manière 
à chasser  les  termes  qui  s’opposent  à notre  loi.  Faisons  ce  calcul 
pour  l’équ.  (i)  : nous  égalerons  à zéro  les  termes  on  x'  et  y 
sont  au  ier  degré,  et  il  viendra 

Bb  -J-  o.Ca  -f-  E = o , Ba  4-  <iAb  -f-  D = o.  . 

2 AE  — BD  7 2 CD  — BE 


d’où 


a 


O); 

(3); 


B2  — 4JC  ’ li1 — 4AC  ' - 

et  la  transformée  est  Ay' 2 -f-  Bxy  -f-  Cx'1  -f-  Q — o , Q dési- 
gnant le  terme  tout  constant.  La  courbe  du  2e  degré  a donc 
un  centre  toutes  les  fois  que  ce  calcul  est  possible,  et  elle  nen 
a quun  seul;  mais  elle  n’en  a point  dans  le  cas  contraire,  qui 
a lieu  lorsque  B 2 — ^AC-=o\  les  équ.  (2)  sont  alors  contra- 
dictoires (n°  114,  20.).  Cependant,  si  l’un  des  numérateurs  de 
a ou  b était  en  même  temps  r=  o , l’autre  le  serait  aussi  ; il  y 
aurait  une  inimité  de  centres,  et  les  équ.  (2)  rentreraient  l’une 
dans  l’autre  (n°  114,  5°-)* 

En  général,  a et  b représentant  des  coordonnées  variables,  les 
équ.  (2)  appartiennent  à deux  droites,  dont  l’intersection  donne 
le  centre  ; elles  sont  parallèles  lorsqu’il  n’y  a point  de  centre, 
et  elles  coïncident  lorsqu’il  y en  a une  infinité;  les  centres  sont 
tous  les  points  de  cette  droite.  Ces  cas  particuliers  s’éclairci- 
ront bientôt  (n°  458). 
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Donc  la  parabole  n’a  point  de  centre  , puisque  B a — \AC 
devient  o — 4 X o = c , pour  l’équ.  y 2 — 2 px. 

4^6.  On  dit  qu’une  ligne  est  Diamètre  d’une  courbe  lors- 
qu'elle coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles , 
menées  dans  une  direction  déterminée. 

Lorsque  deux  droites  sont  réciproquement  des  diamètres  l’une 
par  rapport  à l’autre,  on  les  nomme  Diamètres  conjugués . Les 
axes  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  sont,  par  ex.,  des  diamètres 
conjugués. 

427.  Pour  que  Taxe  des  x soit  diamètre,  les  cordes  étant  paral- 
lèles à l’axe  des  y , il  faut  que  chaque  abscisse  donne  deux  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires  pour  y;  ainsi,  en  résolvant 
par  rapport  à y les  équ,  du  2e  degré,  qui  jouissent  de  cette 
propriété  , il  faut  qu’on  ait  y ~ dz  \/ R > K contenant  x.  En 
faisant  le  calcul  sur  l’équ.  ( a ),  il  est  visible  que  cette  con- 
dition n’a  lieu  qu’autant  que  cette  équ.  e$t  privée  des  termes  Bxy 
et  Dy. 

Les  diamètres  passent  tous  par  le  centre , lorsque  la  courbe 
en  a un  , car  ce  point  coupe  en  deux  parties  égales  la  corde 
parallèle  aux  y,  aussi  bien  que  toutes  les  autres  cordes. 

De  même,  pour  que  l’axe  des  y soit  diamètre  par  rapport  à 
celui  des  x , il  faut  que  l’équ.  de  la  courbe  ne  contienne  ni 
Bxy y ni  Ex.  Donc , pour  que  les  deux  axes  des  x et  y soient 
diamètres  conjugués,  il  faut  que  l’équ.  soit  privée  à la  fois  des 
termes  Bxy,  Dy  et  Ex } c.-à-d.  qu  elle  ait  la  forme 

Ay%  4-  Bx 2 — Q.  . . (4). 

Ainsi,  l’origine  est  au  centre;  l’ellipse  et  l'hyperbole  peuvent 
avoir  des  diamètres  conjugués , mais  la  parabole  n’en  a point. 
Tout  cela  est  indépendant  de  l’angle  des  coordonnées.  Donc 
i°.  Soit  BBf  (fig.  214  et  2 1 5)  un  diamètre  de  l’ellipse  ou  de 
l’hyperbole  ; on  a vu  (n°5  4°^>  i°-  et4J4>  l0*)  que  les  tangentes 
JG  et  HK  en  B et  B'}  sont  parallèles  ; de  plus,  elles  le  sont  aussi 
au  diamètre  conjugué  Cyy  puisque  les  cordes  qui  lui  sont  paral- 
lèles sont  coupées  au  milieu  par  BBr , et  qu’à  mesure  que  ces 
cordes  s’approchent  de  B ou  B les  deux  extrémités  se  rap- 
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prochent  *,  enfin,  les  deux  points  de  section  se  réunissent  en  B et 
la  double  ordonnée  devient  nulle.  Ainsi,  pour  que  la  courbe  soit 
rapportée  à ses  diamètres  conjugués  , laxe  Cy  des  ordonnées 
doit  être  parallèle  à la  tangente  menée  au  point  B ou  B'f  où 
V axe  Cx  des  abscisses  rencontre  la  courbe. 

2°.  Toute  ligne  CB,  menée  par  le  centre  C , est  un  diamètre 
dont  le  conjugué  est  parallèle  à la  tangente  en  B\  cela  résulte 
de  ce  que  l’équ.  de  la  courbe  rapportée  à ce  système  d’axes  , a 
alors  nécessairement  la  forme  (4).  Ainsi,  dans  l'ellipse  et  l'hy- 
perbole , il  y a une  infinité  de  diamètres  conjugués. 

3°.  Quand  AO  (fig.  209,  211)  est  le  ier  axe  de  l’ellipse  ou  de 
l’hyperbole,  il  y a toujours  deux  cordes  supplément.  ON , NA  y 
parallèles  aux  diamètres  conjugués  Cy  et  Cx  \ et  la  relation 
a.9 cm  zhb*~  o,  donnée  (n°‘  409,  4]4)  pour  l'inclinaison  de  ces 
cordes  sur  l’axe  AO,  convient  aussi  à celle  de  ces  diamètres.  Ils 
conservent  des  directions  parallèles  dans  toutes  les  ellipses  ou 
hyperboles,  dont  les  axes  a et  b ont  même  rapport. 

4°.  Le  problème  qui  consiste  à trouver  des  diamètres  conjugués 
qui  font  un  angle  donné  ô , a été  résolu  pour  les  cordes  sup- 
plémentaires (n°  409)  i ô a une  limite.  Cet  angle*  ne  peut  être 
droit  que  pour  le  cercle,  et  tous  les  diamètres  conjugués  y sont 
rectangulaires.  Le  problème  proposé  retient  à former  le  triangle 
ON  A,  connaissant  la  base  A O et  l’angle  opposé  N=6  ; on  décrira 
donc  sur  AO  un  segment  de  cercle  capable  de  l’angle  6 , et  les 
deux  points  de  section  avec  la  courbe,  donneront  les  positions 
du  sommet  Ar.  ( Voy . n®43i , 4°*  > et  n°433). 

5°.  Si  le  diamètre  conjugué  Cy  rencontre  aussi  la  courbe,  ce 
qui  a lieu  pour  l’ellipse  (fig.  214),  on  verra  de  même  que  IK 
et  GJJ,  tangentes  en  D et  Dr , sont  parallèles  au  ier  diamètre  BB' . 
Le  parallélogramme  GIKH est  appelé  Circonscrit  à la  courbe. 
Mais  Cy  (fig.  216)  ne  rencontre  pas  l’hyperbole,  puisque  cette 
droite  est  tracée  hors  de  l’angle  des  asymptotes  (n°  4l7>  5e  cas). 
Le  1er  diamètre  coupe  donc  la  courbe,  mais  le  2e  ne  la  ren- 
contre pas. 

428.  Soient  Cx  et  Cy  (fig.  2i4)  les  diamètres  conjugués 
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d’une  ellipse  ; on  nomme  BB'  et  DD'  leurs  Longueurs.  Faisons 
CB  — a et  CD  — b'.  Qr  y — o donne  x = ci , x — o donne 
y r=  br  \ ces  conditions  étant  introduites  dans  l’équ.  (4)  j on  a 

Ba'*  — Q , Jb’>  = Q ■ d’où  i?  = £, 
ce  qui  change  cette  équ.  en 

cy«fiv=ûT.: . . (5), 

qui  est  celle  de  l’ellipse  rapportée  à ses  diamètres  conjugués. 

429.  Soient  pareillement  Cx  et  Cy  (fig,  gi5)  les  diamètres 
conjugués  de  l’hyperbole  ) CB  — a donne  Bd2  — Q,  car y — o 
répond  à x—d.  De  plus  Cy  ne  coupant  pas  la  courbe,  si  on 
connaissait  l’équ.  rapportée  aux  diamètres  Cx , Cy,  et  qu’on 
Voulût  trouver  le  point  où  Cy  rencontre  la  courbe,  jr  = o don- 
nerait une  valeur  imaginaire  poury  ; mais  (par  les  mêmes  mo» 
tifs  qu’au  n®  388 , 3°.)  , changeons  le  signe  sous  le  radical , 
cette  valeur  deviendra  réelle  ; représentons-la  par  b'  ; alors  xt=zq, 
devra  donner  y*  — — b'îJ  d’où  — Ab'2  — Q , b'  ou  la  demi- 
longueur  du  second  diamètre , étant  /’ ordonnée  oblique  qui 
répond  au  centre , mais  rendue  réelle.  Les  équations 

Ba'2—Q , — Ab'2— O,  donnent  B A , 

v a b 

et  en  substituant  dans  (4)  on  obtient  pour  l’équ.  de  l’hyperbole 
rapportée  à ses  diamètres  conjugués  , 

a' y*  — b'2x2  — — ■ a'2b'2.  . . (6). 

Si  l’on  prend  CD— CD' —b',  les  parallèles  GH , IK  à C’a:  forment 
le  parallélogramme  GIKH  inscrit  dans  l’hyperbole. 

Les  équ.  (5)  et  (6)  pouvant  se  déduire  l’une  de  l’autre  en 
mettant  b'\/  • — 1 pour  b',  il  en  sera  de  même  des  résultats  de 
calculs  , qu’on  est  ainsi  dispensé  de  faire  pour  les  deux  courbes. 

430.  En  changeant  x en  y,  et  y en  x , l’équ.  de  l’ellipse 
conserve  sa  forme  ; toutes  les  constructions  qu’on  fera  sur  l’un 
des  diamètres,  seront  donc  applicables  à l’autre.  Si  l'on  compte 
les  x sur  le  2e  diamètre  de  l’hyperbole,  l’équ.  devient 

b'y%  — d2x%  = d2b‘ % 
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43i.  Puisque  les  équ,  de  l’ellipse  etde  l’hyperbole  rapportées 
aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de  même  forme  , il  est  inutile 
de  reproduire  ici  les  calculs  déjà  effectués  pour  les  axes , et  on 
peut  en  déduire  que 


i°.  Les  carrés  des  ordonnées  PM  ( fig.  214  et  2i5)  sont 
proportionnels  aux  produits  des  distances  PB,  PB' , de  leur 

pied  P aux  extrémités  B et  B ' du  diamètre  (nos  3g 5 et  4oo). 

* 

2°.  Deux  ellipses  qui  ont  l’une  pour  axes  et  l’autre  pour  dia- 
mètres conjugués  2 a et  2 b',  ont  même  équ.  ; ainsi,  pour  chaque 
abscisse,  l’ordonnée  est  d’égale  longueur;  mais  sous  des  direc- 
tions différentes.  Donc,  pour  tracer  une  ellipse,  lorsqu’on  connaît 

4 

les  directions  et  les  longueurs  des  conjugués  CB,  CD  (fig.  216), 
on  prendra  sur  la  perpendiculaire  à BB',  CK~CK'~CD; 
puis,  à l’aide  de  la  propriété  des  foyers  ou  autrement,  on  décrira 
l’ellipse  BKB'K'  sur  les  axes  B B'  et  KK!  ; enfin  on  inclinera 
chaque  ordonnée  P N,  suivant  PM,  parallèle  à CD.  Si  a'  ■=.  b'  s 
BKB' K'  est  un  cercle. 

Cette  construction  s’applique  visiblement  à l’hyperbole  ; on 
verra  qu’il  en  est  de  même  de  la  parabole. 

3°.  L’inclinaison  d’une  tangente  en  un  point  quelconque 
et  l’équ.  de  cette  ligne , sont  pour 


l’ellipse  A^  — 


l’hyperbole  A =3 


b'*x' 

ay  i 


aayyr  *+-  h’*xx  — d^br%. 


V 


x 


a 


fa.  J i 


y 


/o  f 

a y y 


b’ \xx  — — a'2Z>'2. 


A n’est  plus  la  tangente  de  l’angle  que  cette  droite  fait  avec 
Taxe  des  x , mais  bien  le  rapport  des  sinus  des  angles  qu’elle 
fait  avec  les  deux  diamètres  conjugués  (n°  367), 

4°.  En  ayant  égard  à la  même  distinction,  on  pourra  voir 
que  le  calcul  fait  (n°  409)  pour  les  cordes  supplémentaires 
s’applique  ici , et  que  le  procédé  qu’on  en  déduit  pour  mener 
une  tangente,  a encore  lieu.  Soit  donc  menée  du  centre  C 
(fig.  217)  au  point  de  contact  M la  ligne  CM  et  sa  parallèle 
B'N  3 |a  tangente.  TM  sera  parallèle  à BN. 
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Quand  1 ellipse  et  le  point  M de  contact  sont  donnés  , il  est 
aisé  de  tracer  la  tangente;  car  on  trouve  d’abord  le  centre  C 
en  menant  deux  cordes  parallèles  quelconques  , et  prenant  le 
milieu  de  la  corde  B B'  qui  les  coupe  par  moitié;  notre  con- 
struction s’applique  ensuite. 

5°.  D’un  point  K (fig.  25i),  hors  de  l’ellipse  , pris  sur  une 
droite  donnée  B B',  menons  les  tangentes  KM,  KN , puis  le 
diamètre  DD'  parallèle  à BB'  et  son  conjugué  CA.  L’analyse 
du  n°  4*3  peut  être  reproduite  ici;  ainsi,  l’équ.  de  la  corde 

MN , qui  joint  les  points  de  contact  M et  N est 

a'^fiyA-b'^uæ  = a'^b'2,  ce  qui  permet  de  construire  cette  corde  , 
donne  les  points  M et  N , et  enfin  les  deux  tangentes.  De  plus 
si  le  point  K se  meut  sur  BB' , la  corde  MN  et  les  tangentes 
varient,  mais  le  point  E reste  fixe  : on  a,  pour  son  abscisse, 
~a'2\  elle  est  indépendante  de  b'  et/3. 

Toutes  ces  constructions  ont  également  lieu  pour  l’hyper- 
bole. 

432,  Cherchons  maintenant  les  relations  qui  existent  entre  les 
demi-axes  a , b , et  les  demi-diamètres  conjugués  a , br . Re- 
prenons les  équ.  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  et  aux  dia- 
mètres conjugués,  et  ramenons  l’une  d’elles  à l’autre  , à l’aide 
d’une  transformation  de  coordonnées.  Commençons  par  l’el- 
lipse. 

La  courbe  est  rapportée  aux  Coordonnées  obliques  x , y y 
comptées  sur  les  diamètres  conjugués  CBy  CD  (fig.  214)  '>  pour 
prendre  d’autres  axes  rectangulaires  AO , M'M,  on  sait  qu’il 
faut  substituer,  pour  x etjy',  les  valeurs  ( E , n°  584)  dans  1 oqu. 

a'*/ * -f  b'*x2  = d2b'*  ; 

SX  + c'y  , _ SX  + ry  . 
sin«  ' 7 ~ sinô  ’ 

s et  / désignent  les  sinus,  c et  c les  cosinus  des  angles  a—BCA , 
* — DCA  formés  par  les  axes  des  x ety'  avec  celui  des  x ; ô est 
l’angle  DCB  des  diamètres  conjugués,  d’où  sin0  = /c  — sc  , 
Le  calcul  donne 


*'aé.-2  -p  b'7c'*)y2  -f-2 xy(a/*(c~f“b'*/c')-i-(a'asi  -\rb'  7s'2)  x3  ~a'*b'3  siu3^> 
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Or , pour  exprimer  que  le  nouveau  système  de  coordonnées 
est  celui  des  axes  , il  faut  que  ce  résultat  soit  identique  avec 
a2y2  + ™ > ou  du  moins  rendu  identique  par  la  mul- 

tiplication d’un  facteur  inconnu  A : ce  qui  donne , en  égalant 
terme  à terme , 

(i).  . . . a'2c2  -f-  b'2c2~  Aa2 , d*sc  -f-  b'2  s’ c = o . . . . (2)  , 
(3).  . . . a! 2 s2  -f-  b>xs'2  — A b2  , a' 2 b' 2 sin2  ô = A a2b2,  . . (4)  ■ 

Pour  déterminer  A,  multiplions  (1)  par  (3)  : 

a! 4 c2s2  -f-  a'2b'2  (s*c*  -f-  s'2tz  ) -f-  b'h/2c 2 ~ A 2a2ù2  : 

or  s2c/2  s'2c2  = (se'  — /c)2  -f-  qss'cc  = sin20  -j-2.y/cc'  ; 

d’où  a'^c2s2  4-  2a'2  b'2ssr  cc  -f-  b'^  s2c2  -f-  né2ù'2  sin2ô  = x2a2b°\ 

Les  trois  Iers  termes  sont  le  carré  de  l’équ.  (2),  et  disparaissent; 
ainsi,  a2b'2  sin£0  = A 2a2b2  — xa2b2t  par  Féqu.  (4)  • puis  A=  1. 
Donc  l’éq.  (4)  est  le  produit  de  (i)par  (3),  et  nos  4 équ.  se  ré- 
duisent  aux  3 suivantes  , où  la  ire  est  la  somme  (1)  -f-  (3)  : 

c'2-f-  ù'2  — a2-4“  b2 (5), 

a'2sc  -f-  b'2s'c  ==  o (6), 

abr  sin  ô ==  ab. (7). 

La  5e  prouve  que,  dons  P ellipse , la  somme  des  carrés  des  dia- 
mètres conjugués  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  axes. 

Puisque  c/br  sin  ê est  (n°  365,  Y,  20.)  la  surface  du  parallélo- 
gramme CDBK  , la  7e  équ.  montre  que  le  parallélogramme 
circonscrit  à l ellipse  a pour  aire  le  rectangle  des  axes;  ainsi. 
Faire  IK  H G est  constante , quelle  que  soit  la  position  des  dia- 
mètres conjugués. 

Comme  les  diamètres  conjugués  sont  parallèles  à deux  cordes 
supplémentaires  , on  a aussi  ( n°  409  ) 

a2tt'  -f-  b2  — o. . . . (8)  , 

t,  t'  étant  les  tang.  des  inclinaisons  des  diamètres  conjugués 
sur  le  grand  axe  ; cette  équ.  équivaut  à (6),  ainsi  qu’on  peut 
le  voir  en  éliminant  a'  et  br  entre  les  équ.  5,  6 et  7. 

Posons  a = b' , pour  obtenir  les  diamètres  conjugés  égaux . 
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L’équ.  (6)  donne  sc-J-Zc'—  o,  ou  sinQ^irr — sin  2a'  (G,  n°  357); 
ces  diamètres  sont  donc  également  inclinés  sur  le  grand  axe  , de 
part  et  d’autre  du  petit..  L’équ.  (8)  devient — a2  tang2*  -f  è2=o; 


d’ou 


tang  u — dr 


b BC 

a AC 


(Kg.  21  8), 


Id  ellipse  a donc  deux  diamètres  conjugues  égaux  , parallèles 
aux  cordes  supplémentaires  qui  joignent  les  extrémités  des 
axes . Ce  sont  les  diamètres  qui  font  le  plus  grand  angle  obtus. 
Soit  CM  l’un  d’eux;  le  triangle  CPM  donne 

x2-\-y2  = a'2  = i (a2  -f-  b 2)  ( équ.  5 ) : 

éliminant  y/2  de  l’équ.  a2y2-\~bzx2~aib2)  on  a x2  = ~ a* , résul- 
tat indépendant  de  b.  Ainsi , les  extrémités  des  diamètres  con- 
jugués égaux  de  toutesi  les  ellipses  décrites  sur  le  même  grand 
axe  2a , ont  même  abscisse  £ a[/ 2. 

433.  Quant  à l’équ.  qui  fixe  la  position  des  diamètres  con- 
jugués, inclinés  sous  l’angle  6 , elle  a été  donnée  n°  409  , 

cft*  — (a2  — ù2)  t tang  0 -f  ù2=  o.  . , (9). 


Les  cinq  équ.  5,  6,  7,  8 et  9,  qui  n’en  forment  que  quatre 
distinctes  , entre  les  7 quantités  a , b , ai,  b',  *,  ai  et  û y ser- 
vent à en  trouver  4>  lorsqu’on  connaît  les  3 autres. 

Ainsi , dans  ce  problème , résolu  n°  427>  4°*>  trouver  les 
axes,  étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et 
en  direction , on  connaît  a! , b'  et  0.  Multiplions  (7)  par  ih  2 , 
et  ajoutons  à (5) , nous  avons 


(a  d z by  = a'2  dr  o,a'bf  sin  0 -f-  h'*. 

Cette  équ.,  comparée  à D,  n°  355  , montre  que  a-}- b et  a — b 
sont  un  côté  dans  deux  triangles , dont  l’angle  opposé  est 
90°  -P*  0 pour  l’un , 90° — 0 pour  l’autre  , et  a , b'  les  deux  autres 
côtés. 

434.  Pour  l’hyperbole  , sans  refaire  ces  calculs  , il  suffit  de 
changer  b et  b'  en  b ]/—  1 et  b'  \/  — 1 , et  l’on  a 
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t&a  — - b'2 =s  a2  — b2, , a'ù'  sin  Q z=ab s 
a 2 sc  ~b'2s'cr , ou  cftt'—b2, 
an s—  (a2  -f  ù2)  * tang  ô = b2 , 

qui  servent  aux  mêmes  usages  que  pour  l’ellipse.  On  voit  donc 
que  , dans  l’hyperbole  , la  différence  des  carrés  des  diamètres 
conjugués  est  égale  à la  différence  des  carrés  des  axes  ; et  que 
le  parallélogramme  inscrit  à l'hyperbole  est  constant  et  égal  au 
rectangle  des  axes . 

Sia'^=zb'}  on  a a — b , et  réciproquement  : l’hyperbole 
équilatère  a donc  seule  des  diamètres  conjugués  égaux,  et  tous 
le  sont  deux  à deux.  On  a encore  tt'  = 1 : que  CA  ( lig.  21 3 ) 
soit  le  ier  axe,  CM  e t Cy  deux  diamètres  conjugués  égaux; 
on  a tang  MCA  = cot y' CA  = tangy/  Cy , ou  y'Cy—z  x Cx\ 
et  comme  l’asymptote  SC  fait  l’angle  SCA  de  45°  , on  a 
SCM—SCy'  : ainsi,  l’asymptote  coupe  par  moitié  les  angles 
de  tous  les  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  équilatère. 

435.  Les  triangles  QSM , CMP  (fig.  2i3)  sont  équi- 
valens  (n°  420  ) , et  Faire  CPMQ  =e  CMS  z=z  \ ab  \ or 
( p.  370)  CMS  — \ SM.  CM  sinô,  Ô étant  l’angle  CMS  des 
diamètres  conjugués  ; ou  ab—a!y^SM sin  Q—a'b'  sin  ô(n°434); 
donc  SM— b'.  Quel  que  soit  le  diamètre  CM,  la  longueur  et 
la  direction  de  son  conjugué  est  ST.  Les  diagonales  HT  et  GK 
(fig.  21 5)  du  parallélogramme  inscrit  sont  les  asymptotes. 

436.  Le  calcul  du  n°4io  pratiqué  sur  l’équ.  cl  2y2 -b'2x2=-a':ihr:i' 

y 

donne^y^r:  =£1-7  x pour  équ.  des  asymptotes  , quand  les  dia- 
mètres conjugués  sont  pris  pour  axes.  Nous  pouvons  en  dé- 
duire de  nou\  eau  divers  théorèmes. 

Faisons  x = a — CM  (fig  21 3);  il  \lent.y  — b'z=MS~MT; 
ainsi  M’est  le  milieu  de  S7\  n°  420  ) , et  les  asymptotes  sont 
déterminées  par  les  extrémités  S , T des  diamètres  conjugués 
( n°435). 

Pour  toute  abscisse  , il  y a deux  ordonnées  égales  et  oppo- 
sées , quand  Cy'  est  parallèle  à la  tang  S7\  Cx'  coupe  donc 
bb'  et  NDl'  par  moitié;  d’où  b N = b'Nf  : et  puisque  la  direc- 
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tion  ST  est  quelconque,  toute  corde  jouit  de  la  même  pro- 
priété ( n°  421  ). 

437.  La  parabole  n’avant  pas  de  diamètres  conjugués , rap- 
portons-la  à ses  diamètres  simples.  Pour  transporter  l’origine  A 
en  un  point  quelconque  (a,  b)  , et  changer  en  outre  la  direc” 
tion  des  coordonnées  , il  faut  (n°  383)  , dans  y a — 2 px  = o , faire 

x — a -f-  ex'  -f-  c'y' y y ~ b - f-  5a7'|-4"  s>ÿ  , 
en  conservant  à s,  s' , cy  c , les  mêmes  significations  que  précé- 
demment : ce  qui  donne 


2/?a-f-2x' [bs  — pc)  -f-2y'  (bs'  — pc')  •^-’iss'x'y'  -f-  s^x'2-j^s'7y'2  — o. 

Mais  , pour  que  l’axe  des  xf  soit  diamètre  par  rapport  à celui  des 
y' y il  faut  (n°427)  que  les  termes  Qss'x'y'  et  2 \y'(bs' — pc  ) 
disparaissent  : donc  s s'  = 0 et  bs'  — pc  = o.  La  rre  équ.  donne 
S — Oy  c ==  1 j la  2e  revient  à b tang  ô rrr  p , 6 étant  l’angle  des 
x'  et  y'  \ elle  détermine  cet  angle,  ou  la  direction  de  l’axey'  : 
a et  b sont  arbitraires.  Donc  les  parallèles  QS  à Vaxe  Ax  sont  les 
seuls  diamètres  y et  le  sont  tous  (fig.  2o5).  L’équ.  transformée  est 

s'y'2  — 2px'  -f -b%  — 2 pa  — o. 

Mais  il  suit  de  la  définition  ( n°  426  ) que  , si  une  ligne  est 
diamètre  relativement  à une  autre,  toute  parallèle  à cette  der- 
nière peut  être  prise  pour  axe  des  y : plaçons  l’origine  au 
point  My  où  l’axe  des  x coupe  la  courbe,  nous  aurons 


/P — 2pa—o\  d’où 


__  %px  , , 


y 


x 


en  faisant  — p'.  Comme  tangÔ  ^ , la  tangente  MT  à l’ori- 
gine M est  l’axe  des  y'  (n°4c>4)  ; 2 p'  est  ce  qu’on  nomme  la 
Paramètre  du  diamètre  MS  ; mais 


sm 


6 = 


Vp 


VtP^+b*)  V/(p-f-2u)> 

r 2 p _ 


donc  ( n°  Sÿ’S  ) 2p'=  = 2 (p  -f-  2a  ) = ^MF. 


Ainsi , le  paramètre  est  le  quadruple  de  la  distance  de  P origine 
au  foyer.  Réunissons  les  équ. 
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Z>tangâ—  /?,  p'  rrr  p -j—  2(1  , b*z=z2pa. 

On  voit  que  , lorsqu’on  connaît  deux  des  quantités/?,  p\  a,  b3 
-et  0 , on  peut  trouver  les  trois  autres  ( sauf  les  exceptions  ana- 
lytiques ) et  construire  la  courbe  ; elle  a pour  équ.  y'*  — sp  x\ 

438.  De  ce  que  les  équ.  aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de 
même  forme,  on  peut  tirer  les  conclusions  suivantes. 

i°.  La  construction  donnée  pour  l’ellipse  (n°  43 1 , 2°.)  s’ap« 
plique  à la  parabole  , lorsqu’on  connaît  un  diamètre  et  son  pa- 
ramètre 2/?'. 

2°.  L’équ.  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  (x',yf) 
estyy'  = pr  (a;  xr)  ; l’inclinaison  sur  le  diamètre  est  donnée 

p'  . 

par  — qui  est  le  rapport  des  sinus  des  angles  que  la  tang.  fait 

avec  les  axes.  Si  la  tangente  doit  être  menée  par  un  point  ex- 
térieur , la  construction  et  les  propriétés  données  n°  407  ont 
encore  lieu. 

3°.  La  sous-tangente  est  encore  double  de  F abscisse;  ainsi 
Ton  mènera  aisément  la  tangente  en  un  point  donné  , connais- 
sant un  diamètre. 

Si  l’on  a une  parabole  tracée  MAM*  ( fig.  2o5)  , on  pourra 
déterminer  un  diamètre,  l’axe  , le  sommet,  les  tangentes,  etc...; 
car,  en  menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  joignant 
leurs  milieux , on  aura  un  diamètre  MS  : traçant  ensuite  la 
corde  MM  perpend.  à MS , et  AN  parallèlement  par  le  milieu 
P,  on  aura  le  sommet  A .... 

On  remarquera  que  2 p'  ■=.¥—.  • ainsi  le  paramètre  estunetroi- 

sieme  proportionnelle  a une  abscisse  et  son  ordonnée.  On  décrira 
donc  facilement  une  parabole  , connaissant  la  direction  d’un 
diamètre  MS  sur  Mt , et  un  point  de  la  courbe  : car  les  coor- 
données x , y de  ce  point  font  connaître  le  paramètre  2 //, 
en  sorte  qu’on  a l’équ .y*z=zQp'x,  et  qu’on  retombe  sur  cequ’on 
a vu. 
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Discussion  des  Équations  du  second  degré. 

43c).  Soit  demandé  de  construire  les  courbes  dont  l’équ.  est 

Ay%  -f-  Bxy  Cx 2 -f-  Dy  + Ex  F—  o . . . (a)  ; 

les  coefliciens  A , B....  sont  donnés  en  grandeurs  et  en  signes. 
Les  coordonnées  seront  supposées  rectangulaires,  attendu  que, 
sans  changer  le  degré  de  l’équ.,  on  peut  toujours  les  ramener  à 
cet  état  par  une  transformation  ( F,  n°  584).  Comme  les  cour- 
bes ont  des  formes  et  des  propriétés  très  différentes  , suivant 
qu’elles  ont  ou  n’ont  pas  de  centre,  nous  distinguerons  les  trois 
cas  de  F2  — ^ACmx\,  négatif  ou  positif.  Pour  abréger,  nous 
ferons  , par  la  suite , F2  — ^AC=  m. 

ier  CAS,  Bz  — 4 A Cxz  m~  o. 

44o.  La  courbe  dont  il  s’agit  étant  MDM'  (fig.  257),  na  pas 
de  centre  ; Ax  et  Ay  sont  les  axes.  Rapportons  cette  courbe  à 
d’autres  axes  Ax ' , Ay' , aussi  à angle  droit , et  cherchons  si 
l’on  peut  prendre  ces  axes  tels  que  l’équ.  devienne  de  la  forme 

* ay'2-  -f-  dy  ex'  + F ~ o • * • (b). 

La  même  courbe  MDM'  a pour  équ.  (u)  et  (ù)  , les  axes  étant 
différens  , si  l’on  peut,  par  une  transformation  de  coordonnées, 
réduire  l’une  à devenir  identique  avec  l’autre.  L’angle  xAx 
des  deux  axes  étant  ô , passons  de  cette  dernière  à l’autre , 
c.-à-d.,  du  système yr  A x'  kyAx , à l’aide  des  équ.  ( C,  110 384 ), 
où  nous  ferons  négatif  cet  angle  Ô des  deux  axes  x et  x'  , parci 
que  celui  x de  la  transformée  ( a ) est  en  dessous  de  celui  x de 
l’équ.  (ê)  que  nous  regardons  comme  donnée,  pour  un  instant. 
Faisons  donc  dans  l’équ.  (ù) 

y ~ y cos  6 — x sin  ô , x ' z=y  sin  ô -f-  x cos  ô . . . ( c ). 

Puisque  Je  résultat  de  cette  substitution  doit  être  identique 
avec  (a),  et  que  le  nombre  constant  F est  le  même  des  deux 
parts  , il  faut  que  les  coefliciens  soient  respectivement  égaux. 
Comparons  donc , terme  à terme , le  résultat  avec  (a)  ; nous 
aurons 
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acosü  ô =■  A , asinflô=C.  ..  (1), 

— 2 a sin  6 cos  ô = B . . . (2)  , 
f/cos  sin  8 ~D,  ecos8 — r?  sin  8 = £. . . (3). 

Nous  trouvons  ainsi  5 équ.  pour  déterminer  les  4 inconnues 
a,  e,  d , ê ; mais  en  vertu  de  la  condition  = ^ÀCt  (2)  rentre 
dans  les  relations  (1)  ; en  .sorte  que  ces  3 équ.  n’équivalent  qu’à  2, 
propres  à déterminer  a et  ê,  et  que  le  calcul  ci-dessus  n’est  pos- 
sible que  dans  le  cas  de  771=0.  Ajoutant  les  deux  ires;  il  vient 


a = A + C; 


,,  , . , /C 

d ou  sin  B = t / - , 


tang  (5  = 


B 


a 


Éliminant  ensuite  d et  c entre  les  équ.  (3)  , on  a 

d=z  D cos  ô — E s\n6 , e = D sin  $ -f-  E cos  6 . . . (4)  , 

D\/  A — Ey/C  Ds/C+Es/A 

ou  d ~ — — , e = — , ...  (5) . 

y a y a w 


La  condition  B 2 = ^AC , rend  (n°  i38  ) les  trois  iers  termes 
de  l’équ.  (a)  réductibles  au  carré  d’un  binôme,  ou  (liy  -f-  /x)2  ; 
alors  A et  C sont  des  carrés  positifs,  dont  les  racines  k et  / sont 
réelles.  L’infini,  ou  l’imaginaire  , ne  peut  donc  jamais  s’intro- 
duire dans  ces  résultats;  ce  qui  prouve  que,  dans  le  cas  de 
m = o,  on  pourra  toujours,  par  une  transformation  d’axes, 
réduire  la  proposée  (a)  à la  forme  ( b ). 

Si  A ou  C était  nul , comme  B%  ~^AC , B le  serait  aussi  ; 
la  proposée  serait  donc  sous  la  forme  (b),  et  il  n’y  aurait  pas 
lieu  à changer  d’axes  : et  si  l’on  avait  à la  fois  A et  C nuis  , 
l’équ.  ( d ) serait  privée  de  ses  trois  premiers  termes,  c.-à-d., 
serait  au  ier  degré. 

Dans  toute  équ.  proposée  où  m = o , on  fera  donc  le  calcul 
ci-dessus , ou  plutôt  on  posera  de  suite  la  transformée  (6),  après 
en  avoir  trouvé  les  coeiïiciens  à l’aide  de  nos  équ.  , et  construit 
le  nouvel  axe  Ax  (Fig.  o.Zj') , d’après  la  valeur  de  B , savoir  : 


B 


1. 


sin  qô  s= 


A + C'" 


(G). 

28 
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Le  signe  de  sin  20  est  contraire  à celui  de  B3  ce  qui  apprend  si 
l’angle  20  est  180°,  c.-à-d.,  si  0,  ou  x Ax  étant  > qu’un  qua- 
drant, l’axe  Ax  est  au-dessous  de  Ax . De  là  résulte  le  signe 
du  radical  qui  entre  dans  les  équ.  (5),  \/a  conservant  tou- 
jours le  signe -f-.  Du  reste,  ces  coefficiens  sont  compliqués  de 
l’irrationnalité  {/a. 

Soit , par  ex.,  — 2xy  -f-  \x*  — y — 2a; -f-  5 = o ; 

multipliant  par  2,  pour  mettre  en  évidence  le  carré  parfait, 

nous  avons  A — 4 > B~ — 4j  C~  1 ; d’où  a — 5, 

tang  è = --]  sin  9j~  On  prend  les  radicaux  positifs  , et  l’on 
trouve  d—  o , e=  — 2 [/5  ; d’où  5 y'2 — sx'  \/  5-f-  10  = o. Telle 
est  ï equ.  qu’il  s’agit  de  construire,  l’axe  des  x étant  tel,  que 
l’angle  xAx  ait  ~ pour  tangente  (on  prendra  AE  quelconque 
^t  sa  perpend.  iE , moitié  de  AE  , fig.  E5r/'). 

441.  Le  calcul  précédent  réduit  donc,  en  général,  la  propo- 
sée à la  forme  (b) , qu’il  s’agit  maintenant  de  construire  sur 
îes  axes  rectangulaire-s  Ax' , Ay'  (lig.  237).  Transportons 
l’ origine  en  un  point  (A,  k)\  ces  deux  lettres  désignent  des 
arbitraires.  En  changeant  y'  et  x'  en  y -f-  k , et  x -{-/z,  dans 
l’équ.  (à)  , elle  devient 

ay' a -f-  (2 ah  -f-  d ) y -f-  ex  -J~  (c/e2  -f-  dk  -{-  eh  -f-  F)  — o. 

Pour  déterminer  h et  k , chassons  le  terme  en  y'  et  le  terme 
constant  (la  nouvelle  origine  sera  un  point  de  la  courbe); 
posons  donc 


2.ak-\-d~  o,  ak*  -\-dk  -f-  eh  -f-  F z=  c; 


d’où  k = — 


d 


d2  — AaF  ah 2 — F 


2C 


4ce 


o 


. . . i (6). 


Telles  sont  îes  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  , qui  est  un 
des  points  de  la  courbe  (*)  : la  transformée  est  ay'2  ex'  = o , 


(*)  Pans  les  fig.  suivantes  , A désigné  la  ire  origine  des  coordonnées , C la 
-nouvelle. 
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qui,  comparée  ky'2~ zpx  3 estl’équ.  d’UNE  PARABOLE  rappor- 
tée à son  axe  (*),  et  tournée  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  contraire, 
selon  que  e est  positif  ou  négatif. 

Soit  l’équ.  oy2  -f-  5 y — 4XZ==  « *>  on  trouve  k~—  h = — 1 ; * 
on  prendra  AB  ~ — 1 , ÜC= — | (fig.  224)  ; l’origine  est. 
portée  de  A en  C , et  l’équ.  devient  y /2  — 2,00'.  La  parabole 
a son  sommet  en.  C f et  le  paramètre  est  2. 

L’équ.  y 2 — Qy  -f-  x — o , donney/2  = — x , AB ~ BC^zi 
(fig.  225),  l’origine  passe  de  A en  C,  et  la  parabole  est  ou- 
verte dans  le  sens  des  x négatifs. 

Reprenons  enlin  l’exemple  du  n°  44°  > déjà  réduit  a 
5/2  — 2x'  \/5  4-10  = 0,  tes  axes  étant  Ax  , Aÿ  ( fig.  237) } 
nous  trouvons  k — o , h = \/h)  le  sommet  , ou  la  nouvelle  ori- 
gine est  en  M\  prenant  AM  — [/5  : l’équ.  devient  y *=qx\/ 
le  paramètre  est  y’  L 

44s.  Il  est  un  cas  où  notre  calcul  ne  peut  se  faire  , celui  où 
e — o ) car  h n’entre  plus  dans  le  calcul , et  demeure  arbitraire, 
en  sorte  qu’on  a deux  équ.  pour  déterminer  la  seule  quantité  k. 
Posant  seulement  2 ak  -f-  d~o,  nous  avons,  dans  cette  circon- 
stance , 

ayf2  -f-  ak2  -J-  dk  -f-  F =:  o , ou  4a*y 2 = d2  — 4X^- 

La  nouvelle  origine  est  l’un  quelconque  des  points  de  la  paral- 
lèle aux  x , qui  a pour  équ.  y'  = k. 

i°.  Sir?2 — 4aF>°,  on  a 2 ay  ~±,\/{d2 — 4a’F)  P équ. 
qui  donne  deux  droites  parallèles  aux  x\  et  placées  à égales 
distances  de  cet  axe.  Telle  est,  par  ex.,  l’équ.  y*  -jr- 4 ÿ "4-  3=o. 

20.  Sir?2  — 4 ciF ~ o,  onay  ~o,  équ.  de  l’axe  des  rc'  ; l’équ. 
(è)  est  donc  celle  d'une  droite  parallèle  aux  x\  L’équation 
y'2  -f-  4y'  -f-4  "O  est  dans  ce  cas. 

. i . 

% # ~ 4 ■ ' ■ ’*  i < ••  ■ • 

(*)  Observez  que  si  l’équ.  (&)  ëtaiila  proposée,  et  que  Jcs  axes  n’y  fussent 
pas  rectangulaires,  il  ne  serait  pas  necessaire  de  les  amener  à cet  état  par  une 
i re  transformation  , et  que  les  équ.  (h)  pourraient  être  appliquées  pour  trans- 
porter l’origine;  la  parabole  serait  seulement  rapportée  à l’un  de  scs  diamè»» 
très,  comme  n°  ^26  ; on  pourrait  alors  aussi  aisément  la  construire,  que  si  elle 
l’était  à son  axe. 

n 8 

• » t 
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3°.  Si  d*  — /^aF o , la  proposée  ne  représente  rien  , puis- 
qu’on la  ramène  à^2-j-  n2  = o , qui  est  visiblement  absurde.. 
C’est  ce  qui  arrive  pour  l’équ.  y'2  -f-  /y'  -{-  5 = o. 

L’équ.  (b)  devient  ay2  -f-  dy  -}-  F =o,  dans  le  cas  de  e=30$ 
on  peut  lui  donner  la  forme 

(2 ay  -f - d)2  — d2- f-  ^aF  = 0. 

Ainsi . le  1er  membre  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu’un  carré  > 
ou  même  est  un  carré  exact,  selon  que  ^aFes t > , <ou  = da. 
On  peut  aisément  voir  que  l’équ.  (a)  offre  la  même  particula- 
rité , et  a , dans  ce  cas , la  forme  ( ky  -f-  Ix  -f-  c)3  -f-  Q = o,  qui 
est  absurde  si  Q est  positif,  du  ier  degré  siQ  = o,  et  enfin  qui 
donne  deux  droites  parallèles  si  Q est  négatif.  ( Voy . p.  455.) 

443.  Il  est  donc  prouvé  que  si  m — o , ïêqu.  du  2e  degré 
est  celle  d'une  parabole  ; mais  que  des  cas  particuliers  donnent 
une  droite , deux  parallèles  , ou  même  rien. 

Quant  à l’équ.  ex1  -f-  dy  -f-  ex  -f-  Fz=.  o t 

comme  elle  revient  à (b)  , où  x est  changé  en  y , et  y en  x , la 
courbe  est  la  même,  rapportée  à l’axe  des  y : on  peut  au  reste 
transporter  l’origine  comme  ci-dessus.  Par  exemple  , l’équ. 
x*  — 2X  — 1 , en  prenant  AC  — 1 = h ( fig.  226)  , et 

portant  l’origine  de  A en  C,  devient  x2  -f-  3y'==o.  La  para- 
bole est  ouv  ''rte  du  côté  des  y négatifs  , et  l’axe  des  y est  celui 
de  la  courbe. 

On  trouve  que,  i°.  l’équ.  x2 — (xr  -f-  1 ° = ° ne  représente 
rien  * 20.  x 2 — 6jc  -f-  9 =0  est  l’équ.  d’une  parallèle  auxy/  ; 

x* — gx  -f-  7 = 0 revient  à x = rh3 , pour  h— 4 > on  a deux 
parallèles  aux  y. 

2e  CAS.  B 2 — 4 A Cr=zm  négatif, 

444.  La  courbe  a un  centre,  auquel  nous  commencerons  par 
transporter  l’origine  ; car  on  ne  peut  plus  ici  réduire  la  proposée 
à la  forme  ( b ).  Faisons  donc  le  calcul  du  n°  4^5,  et  l’équ.  (a) 
ÿ^ra  ramenée  à la  forme 

Ay*  -h  Bxy  -f-  Cx 1 + Q = o (f) . 
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Cherchons  à la  dégager  du  terme  xy , c.-à-d.,  à la  transformer  en 

<7y/2-f-p^'a+  Q~° (g)- 

Substituons  donc , dans  cette  dernière,  les  valeurs  (c)  de  y' et  a/, 
et  comparons  , terme  à terme,  le  résultat  à l’équ.  ( f ) , pour 
exprimer  l’identité  ; il  viendra 

q cos2  0 -f-  p sin2  6 = A ...  (1)  , 
q sin2  0 -f-  p cos2  8 = C ...  (2)  , 

2 sin  0.cos0.(p — q)=B...  (3). 

Ces  trois  équ.  servent  ci  déterminer  les  trois  inconnues  0,  p et  q; 
La  somme  des  deux  ires  devient  p -j~q  ~A-\~  C\  formant  en- 
suite B 2 — - ^AC , ou  m , en  carrant  la  3e  et  retranchant  quatre 
fois  le  produit  des  deux  autres,  il  vient 

m=-4pq{s\rd^  2.  sin2  0 .eos28  -j-  cosH)  =-  4pq  (sin20-f-  cos^)3» 

ou  m= — 4p<7*  f-168  inconnues  p etq,  ayant  A -f-  C pour  somme 
et — j 771  pour  produit,  sont  les  racines  de  l’équ.du  2e  degré , 
z2  — ( A -4-  C)  z = 1 7n . . . . ( i ) 

dou  petq-H^  + C)  ± i y'W+ÎJ^rcf. 


Ces  racines  p et  q sont  visiblement  toujours  réelles. 

La  différence  entre  les  équ.  (1)  et  (2)  est 

(q  — p)  ( cos2  0 — sin2  G ) ~ (q  — p ) cos  2 0 — A C ; 

en  recourant  à l’équ.  (3)  , on  trouve  donc 


sin20rrr 


cos  20  — 


A— G 

q—p  ’ 


tans20=^rë 


Cette  dernière  valeur , facile  à construire,  donne  2Ô,  et,  par 
suite  , l’angle  ô d’inclinaison  de  l’axe  des  x sur  celui  des  x : 
le  signe  de  tang  28  apprendra  si  28  est7>  ou  <^90°;  mais  , dans 
tous  les  cas  , 8 est  <90°  , et  l’axe  des  x tombe  en  dessus  de 
celui  des  x.  D’ailleurs  sin  28  est  toujours  positif;  ainsi  p — q 
doit  être  de  même  signe  que  B : donc  q est  la  plus  grande  dës 
deux  racines  de  z , si  B est  négatif , et  la  plus  petite  , si  B est 
positif.  On  saura  ainsi  distinguer  entre  elles  les  racines  qu’il, 
faut  préférer  pour  p et  q. 
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Soit,  par  ex. , l’équ.  5ya  -f-  Qxy  -f-  5x2  -4“  sy  — 2X  =r  J ; 
en  transportant  l’origine  au  centre  ( n° 4.26  },  point  dont  les 
coordonnées  sont  h , k~  — |,  la  proposée  devient.  . . . 
5yu  4-*  2xy  -f-  5x,z  = 2 ; on  a ensuite , pour  l’équation  ( i ) , 
zz — i02,-f-24  — o ; d’où  2;  = 5 dz  1 ; ainsi,  B étant  positif, 
q 2=4 , p — 6 , puis  4/2  -f-  6a/2  = 2 , équ.  qui  reste  à con- 
struire , les  axes  des  xf  et  y'  étant  déterminés  par  tang  28  = 00  , 
d’où  28  ==  go°  r c.-à-d.,  que  l’axe  des  x fait  un  angle  de  /fi* 
avec  celui  des  x en  dessus  duquel  il  est  placé.  Ces  constructions 
sont  sans  difficulté. 

445*  Ce  calcul  ne  peut  présenter  aucun  cas  d’exception.  Il 
est  à observer  que  m est  négatif  dans  le  cas  actuel  $ savoir, 
B2  — /±AC  — m : le  radical  des  valeurs  de  z se  réduit  à 

{/{A  -f-  C fi  — m , qui  est  <f  A -f-  C.  Ces  valeurs  de  p et  q sont 
donc  de  même  signe  que  A-\-  C,  en  sorte  qu’on  peut  regarder 
comme  positifs  p et  q dans  l’équ.  (g)  , qu’il  s’agit  maintenant  de 
discuter.  Nous  examinerons  successivement  trois  cas,  selon  que 
Q est  nul , positif  ou  négatif. 

i°.  Si  Q — o , on  a «y/fl  + px/2  = o ; équ.  qui  ne  peut  sub- 
sister que  si,  à la  fois,  x/  — o , y ™ o.  On  a donc  un  point 
qui  est  l’origine  des  x'  et  y . L’équ.  y2 — Z^xy  -f-  5x2  -f-  2x-{-i  — q 
est  dans  ce  cas;  le  point  est  ( •—  1,  — 2),  ainsi  qu’on  le  recon- 
naît par  le  calcul  , qui  transforme  d’abord  la  proposée  en 
y2 — 4xy-j-5x2  = Q,  puis  donne  z = 3 ±2  y/2,  tang  2Ô  — — 1 , 
28  = i35° , enfin  (o-f-2  l/û)y/2-fi-  (3 — 2^/2)  x'z~o. 

20.  Si  Q est  positif  , la  proposée  ne  représente  rien  y puisque 
l’équ.  (g)  est  absurde,  trois  quantités  positives  ne  pouvant 
s’entre-détruire.  C’est  ce  qui  arrive  dans  l’ex.  précédent,  quand 
on  met,  au  lieu  du  dernier  terme  1 , une  valeur  1. 

3°.  Si  Q est  négatif  y la  transformée  {g)  devient  qy'z-\px~~Qa 
En  faisant  tour  à tour  o/ et  y'  nuis,  pour  obtenir  les  points  où 
la  courbe  coupe  les  nouveaux  axes  , on  obtient 
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d’où  q — , p = puis  a2_y'*  +ùfx'a  = a2ù2.  La  courbe 

est  donc  UNE  ELLIPSE  , rapportée  à son  centre  et  à ses  axes 
2a  et  2 b. 

Si,  dans  l’ex.  précédent,  on  met  — 1 au  dernier  terme  , on 
trouve  d’abord  y 2 — 4 xy  + 5^  = 2,  les  mêmes  valeurs  de  % 
et  de  ô,  puis  l’équ. 

(3  -{“  2^/2)  y2  *4"  P — 2{/2)x'*  = 2 , 

qui  appartient  à une  ellipse  dont  les  axes  sont  2 (3=pav/fl). 

446.  Concluons  de  cette  théorie  que  l’équ.  générale  du  2e  de- 
gré appartient  à V ellipse  ) toutes  les  fois  que  m est  négatif;  mais 
qu’on  trouve  deux  cas  particuliers , qui  donnent  l’un  rien,  l’autre 
un  point.  Lorsque  m o , les  valeurs  de  z sont  de  même  signe  ; 
elles  deviennent  égales  dans  le  cas  du  cercle,  puisqu’il  faut  que 
p —q.  En  général,  les  coordonnées  étant  à angle  droit,  si 

O 

p~q  dans  (g),  on  a. y 21  -}-  a/2  = ~ , équ.  d’un  cercle  dont  le 

rayon  est  — ; et  réciproquement , une  équ.  du  2e  degré  ne 

peut  appartenir  au  cercle  , que  si  elle  est  privée  du  terme  xy , 
et  si  les  coejjiciens  de  x2  et  y2  sont  égaux  , quand  les  axes  sont 
rectangulaires . En  effet,  puisque  le  cercle  a un  centre,  on  peut 
y placer  l’origine,  ce  qui  met  l’équ.  'sous  la  forme  (f)  ; d’un 
autre  côté  , on  sait  que  cette  équ.  doit  être  y2  = r2,  quel 
que  soit  l’axe  des  x ; il  est  donc  visible  qu’il  faut  qu’on  ait 
2?  = o , et  A ~C.  L’équ.  aya  -f  - 2x2 — 4y  — 4X  -f  1 = ° , est 
celle  d’un  cercle,  dont  le  rayon  est  \/  J,  et  le  centre  est  au 
point(  i,i). 

3e.  cas  Bz — 4^C  — m positif 

447.  Tous  les  calculs  du  n°  444  conviennent  encore  ici , en 

sorte  qu’il  faut  reproduire  la  même  transformation  et  les  mêmes 
valeurs  de  6 et  2;  seulement,  comme  4^C , 171  étant 

positif,  le  radical  est  > A -fC , et  les  deux  racines  de  z sont 
de  signes  Contraires,  en  sorte  que  , dans  la  transformée  ( g ) , on 
peut  donner  le  signe  + à q , et  le  — à p , savoir  : 


/ 
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qy*  — px' 2 ■+*  Q = o • - • • (O* 

Analysons  les  cas  de  Q nul , positif  et  négatif. 

i°.  SiÇ)  = o,ona  qy'2  — px'2 , d’oùy' =z±x' ^ il  est 

évident  qu’on  obtient  deux  droites,  CD,  CE  ( fig.  220),  qui  se 
' croisent  à la  nouvelle  origine  , l’axe  des  x'  coupant  par  moitié 

1 angle  DCE  qu’elles  font  entre  elles..  L’ordonnée  ±:  ^ , 

qui  répond  à a/  = 1 , sert  à construire  ces  droites  ; elle  est  la 
tangente  des  angles  DCx  , ECx  . 

Par  ex.,  l’équ.  y 2 — Sxy  -f-a:2  -f-  qy  — 6a:  -f-  1 — o,  en  trans- 
portant l’origine  au  point  (o,  — 1)  , qui  est  le  centre,  devient 
y'2  — - Gxy  -}~  xz=. o : on  trouve  z 2 — 2,z=S;  d’où  z — 1 rh  3 ; 
savoir,  q — 4 2,  et  y'2 — la:'2  = o;  d’où  y'—  ±xVï  * 

enlin  , ô ~45°.  Ces  constructions  n’offrent  aucune  difficulté. 

20 . Si  Q est  positif , l’équ.  (1)  devient  qy'2 — px'2  — ^-Q: 

posant  X t=.  o,  on  a y = y/ *2-  p/ — 1 ; on  fait  y/  2~  b , 
puis  on  pose  y'  ==  p , et  l’on  a 


/Q  /Q  ; 

V p V p 


ce  sont  les  demi-axes  d’une  HYPERBOLE,  ainsi  qu’il  suit  du 


O 


calcul  de  !a  substitution  des  valeurs  p = — , q = ~ , qui  donne 

1 a2  b 


cP ’y — & 


2 a/2 


—~a2bz.  On  a un  exemple  de  ce  cas  en  rem-, 
plaçant  1 , dans  le  dernier  terme  de  l’équ.  précédente  par  5 ; 
les  valeurs  de,  z,  0 sont  les  mêmes,  et  l’on  a y 2 — ^x'2— — 1 • 
les  axes  sont  b — 1 , ci  — \/q. 

5°.  Si  Q est  négatif,  on  a qy'2  — ex2  ~ Q ; un  calcul  sem- 
blable, ouseulement  le  changement  de  . r en  y,  ety  en  x , prouve 
qu’on  a une  hyperbole  dont  les  axes  sont  l’inverse  des  précé- 
der. Qu’on  change  -f- 1 en-r-3,  dans  le  dernier  terme  de, 
l’exemple  ci-dessus,  et  l’on -trouvera  y'*— - i z'*  = 1 ; les  axes 
sont  a — 1 , b — y/2  ; la,  courbe  coupe  le  seçond  des  axes, 
çoordonnés  ( celui  deay'  ). 
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44^.  Faisons  varier  Q dans  l’équ.  (/)  : Q étant  positif,  on  a 
l’hyperbole  MAN , LOI  ( fig.  223);  et  il  suit  des  valeurs  des 

- . et  l’abscisse 
<7 

CA  — 1 ( ou  AD  r=b , et  AC  — ci)  , les  droites  CD  et  CD' 
sont  les  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles,  qu’on  obtient  àme- 
sure  que  Q s’accroît  seulement  le  sommet  A s’éloigne  de  plus 
en  plus  , et  la  courbe  s’ouvre  sans  cesse  davantage.  Si  Q = o , 
on  a les  asymptotes  mêmes,  qy — px2~  o.  Enfin,  si  Q de- 
vient négatif , on  obtient  l’hyperbole  M'A' N' , J'O'L  , tracé  î 
entre  les  mêmes  asymptotes , mais  dans  les  autres  angles;  les 
sommets  A' , O'  s’éloignant  à mesure  que  Q augmente. 

449 • Ainsi  ïéqu.  générale  du  2e  degré  appartient  à l'hyper- 
bole}  toutes  les  fois  que  m est  positif;  mais,  dans  un  cas  particu- 
lier, on  trouve  deux  droites  qui  se  croisent.  Les  valeurs  de  z sont 
alors  de  signes  différens  ; et  lorsque,  abstraction  de  ce  signe,  elles 
sont  égales,  C — — A , l’hyperbole  est  équilatère.  Comme 
B 2 — 4^é?  est  toujours  positif  dès  que  A et  C ont  des  signes 
différens  , on  est  alors  dans  le  cas  de  l’hyperbole  , quelles  que 
soient  les  grandeurs  de  A , B , C. . . . La  même  chose  a lieu  si 
A ou  C est  nul,  c.-à-d.  , si  la  proposée  est  privée  de  l’un  des 
carrés  x 2 et  y/2 , et  même  si  ces  carrés  manquent  lun  et  l’autre. 
Dans  ces  divers  cas,  la  marche  des  calculs  est  toujours  la  même; 
mais,  comme  dans  le  dernier  elle  devient  très  simple,  nous 
F exposerons  ici.  Soit  proposée  l’équ. 


axes  a et  b , qu’en  prenant  AD  ■==.  AD'  = 


Bxy  -f-  Dy  -f-  Ex  -j-  F—  o ; 


on  transporte  l’origine  au  centre,  en  faisant  Bk-\“ E = 0 , 
Bh  D = o ; d’où 


x'y' 


£ 

B1  * 


en  faisant  Q — DE  — B F.  Ces  expressions  ne  sont  sujettes  à 
aucune  exception.  Ainsi  féqu.  proposée  est  celle  d'une  hyper- 
bole rapportée  à des  axes  parallèles  aux  asymptotes . L’hyper- 
bole est  équilatère  quand  les  x y sont  rectangulaires  (n°  416),. 
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Si  CD ' ( fig.  223)  est  Taxe  des  x , CD  celui  des  y\  la  courbe 
est  tracée  dans  les  angles  DCD' , ECE\  si  Q est  positif;  telle 
est  MAN , LOI \ elle  estM'A'N',  I' O' L'  quand  Ç est  négatif. 
Si  Q ~ o,  l’équ.  proposée  appartient  aux  asymptotes  mêmes,. 

Ainsi,  pour  l’équation  xy  — 2x  y m z=  4 > on  a 
k = 2 , h ==  — i ; on  fera  AB  = î (fig.  227),  BC  — 2 ; Cx\  Cyr 
seront  les  asymptotes  de  l’hyperbole  xy'  = 2 - — m } qui  sera 
MN,  OP  , si  m < 2 ; Mf N' , O' P'  , si  ro  )>  2 ; enfin  ; m = 2 
donne  les  droites  Cx' , Cy'. 

450.  Il  convient  de  remarquer  que , dans  les  cas  de  m^>  ou 
< o,  si  la  proposée  est  privée  du  terme  en  xy , le  calcul  de  la 
discussion  est  très  simple , et  se  réduit  à transporter  l’origine 
au  centre.  Il  n’est  pas  même  nécessaire  de  rendre  les  coordon- 
nées rectangulaires  quand  elles  ne  le  sont  pas,  et  l’équ.  est  alors 
rapportée  aux  diamètres  conjugués  , au  lieu  de  l’être  aux  axes. 
En  effet,  soit  la  proposée 

Ay 3 -f  Cx*  -f-  Dy  -\-Ex  -}-F=  o ; 

, c’est-à-dire  , qu’on  a (*) 

2 Ch  -f  E — o , 2 Ak  -f-  D = o , Ay'*  -f-  Cx'*  -j-  Ç = o , 

À E3-  _i_  C T)% 

en  faisant  Q=zAk*+ Ch*  + Dk  + Eh  + FzzzF — — . 

O 

45 1.  Voici  divers  exemples  de  ces  calculs. 

Les  équ.  2jys-}-3xs — 3x — 2y-f-  2=0,  4y*~h‘2x*~-~3x-\-2  — o 
ne  représentent  rien  ; la  ire  a pour  centre  (j,  £),  et  se  réduit  à 
2y'2  -f-3x'2  -f-  J = o ; la  2e  a le  centre  au  point  ( J , o ) , et 
donne  4ÿ*  “I"  2x'a  ~h  J — o. 

L’équ.  y*  -f-  2xa  — 2y  -f-  4X  + 3r=o  appartient  au  point 

(—1  » O- 


le  centre  est  au  point  f ■ 


jE 

2C0 


£.) 

2^ 


(*)  Les  coordonnées  du  centre  s’obtiennent  aisément  à l’aide  du  théorème 
( 5o3),  qui  apprend  h chasser  le  2e  terme  d’un  polynôme.  Si  l’on  multiplie 
respectivement  les  équ.  qui  suivent  par  h et  h,  et  qu’on  ajoute,  on  trouve 
Ah*  -j-  C/j2  = — j (Dh  -f ^Eh) y qui  sert  à réduire  la  valeur  de  Q , ainsi  qu’on 
l’indique  plus  bas. 
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L’équ.  | yz  4~  3x2  — 1 2 r 4-  5 = c donne  h = 2 , k~o , puis 
|y2  4-3x/a  — 9 : les  demi-axes  de  l'ellipse  sont a~\/3,  5=\/6; 
on  prend  A C~ -2  (fig.  2 1 9) , et  l’on  trace  l’ellipse  DFEO , en  for- 
mant DC  ~y'5,  CO  — \/6.  Si  les  coordonnées  étaient  obliques, 
ces  longueurs  seraient  celles  des  demi-diamètres  conjugués. 

Pour  y*  4-  2a:2  — 2V=:o,  on  a une  ellipse  tangente  à l’axe 
des  x , dont  le  centre  est  sur  l’axe  desjy  au  point  ( o , 1 );on  a 

a — h V2  > lû~  i- 

L’équ.y  — 4x2+4y  4-  i2x'— -5=0  devient  y'  — zh  0.x  , 
en  transportant  l’origine  de  A en  C(iïg.  220),  AB-=.~,BC~—  2; 
on  prendy  — 2 et  x =rfc  1 , et  l’on  trace  CD  et  CE. 

Pour  2y2 — 3x2 — 2 y — 3x4-  o,  le  centre  est  au  point  (-  £, 

et  l’on  a 2 y'z — 3x'2~  * — J.  On  prendra  AB=z{=zBC  (fig.  221), 
et  l’on  décrira  l’hyperbole , dont  a = i , b—\/ 1 sont  les  axes 
ou  les  diamètres  conjugués,  selon  que  les  coordonnées  sont 
rectangles  ou  obliques. 

L’équ.  y 2 — 2x2  — 2y  4~  9 — 0 donney  — 2x2  4“  B ~o , 
hyperbole  pour  laquelle  k — 1 , h — o , a~ 2,  b~ 2\é  2. 

Enfin  3yÊ-2x24-  2r  4*  5y~  donne  AB  = h — ~ (fig.  222)  , 
BC  —k~  — d’où  3 y'2  — 2x'2  = f , équ.  qu’il  est  aisé  de 
rapprocher  de  celle  de  la  fig.  221  ; seulement  la  courbe  est 
placée  différemment. 

452.  Il  résulte,  de  cette  exposition  , que  î’équ.  générale  du 
2e  degré  présente  trois  cas  : le  ier  où  m ~o  qui  donne  une  pa- 
rubole , outre  les  cas  particuliers  d'une  droite,  de  deux  paral- 
lèles, et  de  rien  ; le  2eoiiz?i  est  négatif,  qui  donne  une  ellipse , 
outre  les  cas  particuliers  d'un  point  et  de  rien ; le 3*  enfin  où  m 
est  positif,  qui  répond  à l'hyperbole , rapportée  soit  au  iep,  soit 
au  2e  axe,  outre  un  cas  qui  donne  deux  droites  non  parallèles. 
Comme  les  sections  d’un  cône  par  un  plan  sont  précisément 
une  parabole,  une  ellipse  ou  une  hyperbole  , et  que  , lorsque  la 
section  se  fait  par  le  sommet,  on  a une  droite,  un  point,  ou 
deux  droites  croisées  , de  nos  huit  cas , six  sont  des  sections 
coniques  : ce  qui  fait  dire  que  toutes  les  équ.  du  second  degré 
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appartiennent  aux  sections  d'un  cône  par  un  plan.  Partout  ou 
un  plan  et  un  cône  existent , il  ne  peut  pas  arriver  qu’il  n’y  ait 
pas  intersection,  ou  qu’on  ait  deux  parallèles ; d’où  l’on  voit 
que  ce  théorème  souffre  deux  exceptions. 

En  faisant  mouvoir  le  plan  coupant  parallèlement  à lui-même, 
lorsqu’il  passe  par  le  sommet , l’ellipse  devient  un  point,  la  pa- 
rabole une  droite,  l’hyperbole  deux  droites  croisées:  c’est  ce 
qui  a fait  considérer  le  point  comme  une  sorte  d’ellipse  dont 
les  axes  sont  nuis;  une  droite,  comme  une  sorte  de  parabole; 
deux  droites  croisées,  comme  une  hyperbole  (n®  387)  : ces  con- 
ceptions n’intéressent  en  rien  la  théorie. 

Dans  la  discussion  présentée  n°  444  > nous  avons  dit  que  si 
les  axes  coordonnés  étaient  obliques  , il  faudrait  d’abord  les 
transformer  en  rectangulaires  : mais  il  est  plus  simple  de 
traiter  le  problème  ainsi  qu’il  suit.. 

L’origine  étant  au  centre,  l’équ.  de  la  courbe  est 
Ay2  -\-Bxy-\-  Cx 2 -f-  Q ==  o. 

Concevons  un  cercle  qui  ait  le  rayon  r,  et  dont  le  centre  soit 
à l’origine;  y étant  l’angle  des  coordonnées,  l’équ.  de  ce  cercle 
est  (n°  377) 

x2  4 -y a + 2;ry  cos  y = r2. 

Il  y aura,  en  général,  quatre  points  de  section  avec  notre 
courbe,  et  il  est  évident  qu’on  peut  les  unir  deux  à deux  par 
des  droites , qui  en  seront  des  diamètres  ( n°  427  )•  Soit 
y = Mx  l’équ.  d’une  de  ces  lignes  ; il  s’agit  d’abord  de  déter- 
miner M.  En  substituant  Mx  pour^  dans  nos  équ.,  puis  élimi- 
nant x 2 entre  les  résultats,  et  ordonnant  par  rapport  à M,  il  vient 

(Ar2  + Q)  M2  -f-  ( Br 2 -f-  2 Q cos  y)  M Cru  -f-  Q = o. 

Si  r est  donné,  cette  équ.  fera  connaître  les  deux  valeurs  de  M , 
qui  déterminent  nos  deux  diamètres , et  par  suite  les  quatre  in- 
tersections de  notre  courbe  par  le  cercle.  Quand  les  racines 
de  M seront  imaginaires  , le  rayon  r aura  été  pris  trop  grand  ou 
trop  petit  pour  que  les  deux  courbes  se  coupent;  enfin,  si  les 
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racines  sont  égales,  les  deux  diamètres  se  réduiront  à un,  les 
intersections  seront  réunies  deux  à deux  en  une  seule,  et  le  cercle 
touchera  la  courbe,  cas  qu’il  importe  d’examiner  avec  soin.  La 
tangente  menée  au  point  de  contact , touchant  aussi  le  cercle  , 
est  perpend.  au  rayon  r,  propriété  qui  n’appartient  qu’aux  dia- 
mètres principaux  de  la  courbe  : r est  donc  la  valeur  de  chacun 
de  ces  deux  demi-axes  dont  M donne  la  direction,  dans  le  cas 
des  racines  égales.  Or  , on  a vu  (n°  1 38)  que  cette  dernière  con- 
dition est  exprimée  par  l’éqü. 

( ï Ç cos  y)2  — (Ar*  + Q)  (Cr*  4-  © = o , 

ou  (Æ2  4 AG)r^  — 4Qr&  (. A 4-  C—B  cos  y)  :=4Q2sin2y| 

notre  équ.  est  alors  équivalent  e à un  carré  exact  ; en  la  résol- 
vant, le  radical  disparaît , et  l’on  a 

(Ark  4-  Ç)  M4-  + Ç cos  y=  o. 

L’équ.  ci-dessus,  qu’on  résout  à la  manière  du  2e  degré,  donne  r2  : 
le  ier  terme  n’en  disparaît  jamais  , attendu  qu’on  suppose  ici 
que  la  courbe  a un  centre  situé  à l’origine.  On  peut  ensuite  con- 
struire l’équ.^y  = Mx.y  où  M est  connu,  et  l’on  aura  la  direction 
de  chacun  des  axes. 

Ce  calcul  s’applique  au  cas  où  les  coordonnées  sont  à angle 
droit,  en  faisant  cosy=o. 

Dans  l’exemple  pag.  4^8,  5j2  4“  2æy  4"  5a?2  = 2 , on  trouve 
aisément  que  6r*  — 5r4+  1 =0  ; d’où  r2  = ^ et  j : ce  sont  les 
carrés  des  demi-axes;  en  outre , M = — 1 et  1 , c.-à-d.,  que 
ces  droites  font  avec  les  x des  angles  de  i35°  et  4b0.  Tout  ceci 
s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu. 

453.  Souvent  on  a plutôt  pour  objet  de  connaître  la  nature  et 
la  forme  de  la  courbe  dont  on  a l’équ. , que  de  la  construire 
rigoureusement;  le  procédé  suivant  a l’avantage  de  donner  avec 
rapidité  ces  circonstances , et  n’a  pas  , comme  le  précédent  9 
l’inconvénient  d’introduire  des  irrationnels  dans  les  coefîiciens. 

Comme  il  suit  de  ce  qui  précède , que  les  lignes  comprises 
dan$  l'équ.  générale  (a)  sont  connues  d’avance  , il  ne  faut,  pour 
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les  distinguer  entre  elles  , que  trouver  un  caractère  propre  à 
chacune  : ce  caractère  est  tiré  des  limites  de  la  courbe,  qui 
sont  très  différentes  dans  les  cas  de  l’ellipse  , de  la  parabole  et 
de  l'hyperbole.  Pour  obtenir  ces  limites,  résolvons  l’équ.  ( a ) 
par  rapport  à y ; nous  aurons  une  expression  de  cette  forme, 

y = cî jc  -f-  /3  ± \/(mx2  -{-  nx  -f-  p) . . . . (1)  ; 

« , .S,  771,  n et  p sont  des  constantes  connues  ( voy.  p.  iq4  )• 
Chaque  valeur  de  x répond  à deux  points  de  là  courbe,  tant 
que  le  radical  est  réel;  s’il  est  imaginaire , la  courbe  n’a  aucun 
point  correspondant  à l’abscisse  dont  il  s’agit  ; enfin,  si  le  radical 
est  nul,  on  n’a  qu’un  point  de  la  courbe.  Les  limites  sont 
donc  relatives  à l’étendue  où  le  radical  passe  de  l’état  réel  à 
l’imaginaire.  Comme  en  prenant  pour  x des  valeurs  suffisam- 
ment grandes,  positives  ou  négatives  , le  trinôme  mx2-f~  nx-\-p 
reçoit  le  signe  ( 1 3g,  2°.  ) du  plus  grand  terme  mx si  m est 
négatif , pour  ces  valeurs  le  radical  devient  imaginaire,  de  sorte 
que  la  courbe  est  alors  limitée  dans  les  deux  sens.  Elle  serait  illi- 
mitée , si  m était  positif;  enfin,  m nul  réduirait  le  radical  à 
\Z{nx  -f-p)  , et  l’on  voit  que  la  courbe  serait  limitée  seulement 
dans  un  sens  , puisque  le  signe  de  nx  change  avec  x . 

La  nature  de  nos  courbes  dépend  donc  du  signe  de  m,  ce  qui 
nous  force  encore  de  distinguer  trois  cas  dans  notre  analyse  gé- 
nérale, suivant  que  m ou  B 2 — - /^AC  est  négatif,  positif  ou  nul. 

Mais,  avant  tout,  remarquons  que  , pour  construire  les  or- 
données PM j PM'  (fig.  228  et22p),  qui  répondent  à une  abscisse 
AP  — x'j  il  faut  d’abord  porter  parallèlement  à l’axe  des  y 
(dont  la  direction  est  donnée  et  quelconque)  P N = «x'  -f-  /3  ; 
puis,  pour  ajouter  et  soustraire  la  partie  radicale  NM=NM'=z 
\/(jïix  z -f-  nx'  ~hp),  on  e,n  portera  la  valeur,  de  part  et  d’autre 
de  Ar,  en  M et  en  M' , et  N est  le  milieu  de  MM'.  Tous  les 
points  N,  qui  satisfont  à l’équ. 

' y~*x-}-/ 3 .....  (2)  , 

coupent  donc  les  cordes  parallèles  à Ay  en  deux  parties  égales  ; 
ainsi , on  tracera,  la  droite  BN}  qui  est  un  Diamètre  de  la  courbe 
( u°  428  ). 
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Aux  points  D et  Df  d’intersection  de  la  courbe  avec  son  dia- 
mètre,  les  équ.  (i)  et  (2)  ont  lieu  ensemble  (n0372),  et  ces 
points  sont  donnés  par  les  racines  de 


mx*  -f-  nx  -f-  p = o (3) . 


On  voit  de  plus  que  les  ordonnées  ED  , E'D'  correspon- 
dantes sont  tangentes  à la  courbe,  puisque  le  radical  étant  nul , 
la  proposée  est  le  carré  de  y — ax  — fè~o\  ainsi , les-  points 
d’intersection  sont  réunis  en  un  seul,  aux  points  D et  D * 
( n°  4^3  ). 

1er  Cas.  Courbes  limitées  en  tout  sens  } m négatif . 


454.  i°.  Si  les  racines  de  B équ.  (3)  sont  réelles , en  les  dé- 
signant par  « et  et  prenant  AE—  a , AEf  — b (fig.  228), 
on  aura  les  tangentes  et  les  points  d’intersection  cherchés  D}  D'  : 
le  radical  de  (1)  prendra  la  forme  \é\_ — m(x — a).(x — *)]: 
il  n’est  réel  qu’autant  que  les  facteurs  x— -a,  x — b sont  de 
signes  contraires , de  sorte  que  x est  > a et  b.  La  courbe  ne 
s’étend  donc  qu’entre  les  limites  EF , E'Ff,  elle  forme  un 
contour  fermé  c’est  une  Ellipse, 

Remarquons  que  , pour  obtenir  E , EU  , on  a tiré  de  (3)  des 
racines  de  la  forme  x = h dz  \/f]  on  a donc  porté  AK  = h , 
puis  KE—KE'  ~ y/f.  Donc  Cest  le  milieu  du  diamètre  DD' , 
ou  le  centre  de  l’ellipse  ( n°  427)  : ainsi,  l’on  obtiendra  le  con- 
jugué en  cherchant  l’ordonnée  centrale  CO,  à partir  du  diamètre, 
c.-à-d.  la  valeur  que  prend  \/{ mx E -}-7ix  -f-  p)  lorsqu’on  fait 
x — h.  La  courbe  étant  rapportée  à ses  diamètres  conjugués,  i 1 
«sera  facile  de  la  décrire. 


Par  exemple  , 3 y2 — 6.ry + — 2y  — 6a;  -f-  f ~ 0 donne 
y rrr  x -|~  è zt  ^/( — 2ar2-f-§a7 — §)  • on  prend  AB  = (fig.  228), 
et  l’on  mène  le  diamètre  B N , dont  l’équ.  est  y = x -f-  ^ • 
lorsque  l’angle  y Ax  est  droit,  BN fait  avec  Ax  un  angle  de 
45°.  En  égalant  le  radical  à zéro  , on  a x 2 — £x= — | ; d’où 
x — 3 zt  3 : donc  AK  — | , K E = KE'  = £ donnent  le  centre  C 
et  les  points  O,  D'  d’intersection  de  la  courbe  avec  le  dia- 
mètre B N . De  plus,  EF , E' F'  sont  tangentes  et  limites,  puis- 
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que  le  radical  peut  être  mis  sous  la  forme  \/[_-2(x-  1) 

d’où  l’on  voit  quejy  n’est  réel  qu’autant  que  x est  ]>  I et<  i. 

En  faisant  x = | sous  le  radical , il  devient  \/  a — CO  ; c’est 
l’un  des  demi-diamètres  conjugués  ; l’autre  est  CD  : il  est  donc 
facile  de  tracer  la  courbe  (n°  43 1 , 2°.  ).  On  trouve  y — î zh  \/  ^ 
pour  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée,  n° ^<2$. 

Pareillement  y 2 — xy  x2  — x -f-  \ ~ o donne  l’ellipse 
DOD' O'  (fig.  23o)  ; AKz=zt  EK  ==  — j/a , CK  — i ; 

C est  le  centre .y~o  donne  x1  - — 2x  i =o,  carré  de  a;  — î ; 
donc,  ^si  l’on  prend  Ai  = î , la  courbe  est  tangente  en  / à Ax\ 
bo'i=ab'  = y 2 : la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée 
sont  2 et  o. 

Il  est  inutile  de  dire  que  dans  les  constructions,  il  faut  sur- 
tout avoir  égard  aux  signes  ; ainsi,  pour 

/^y2  8 j. y ~f*  8xa  -f"  i2x  —}—  8y  — f-  î o, 

on  a y — — x — i dt  \/ ( — x 2 — x-{-  J)  ; 

on  construit  le  diamètre  BD  (fig.  23i),  dont  l’équation  est 
y -=.  — x — i ; de  x*  -f-  x — J , on  tire  x — — j dz  î , on 
prend  AK~ — ~ y et  KE  ~ KD' ■=  i,ce  qui  donne  les  limites 
tangentes  ED , üT/y  de  l’ellipse:  C en  est  le  centre,  et  on 
trouve  b'  — î . 

2°.  Si  les  racines  de  V équation  (3)  sont  égales , a étant  leur 

valeur,  le  radical  équivaut  à \C  — m (x  — a)2  \ ainsi,  ( î ) de- 
vient y = <x,x  -f-  /3  db  (x  — a)  \/ — m : on  ne  peut  donc  rendre 
y réel  qu’en  prenant  x — a,  d’oùjy  = au  -f-  /3. 

Ainsi,  on  n’a  qu  un  point;  ses  coordonnées  sont  connues. 

Il  est  aisé  de  voir  qu’en  effet,  la  proposée  équivaut  ici  à 
( y — ctx  — /3)a  -f-  {x  — a)a  m = o ; et  comme  la  somme  de 
deux  quantités  positives  ne  peut  être  nulle,  à moins  que  chacune 
ne  le  soit  en  particulier,  la  proposée  se  partage  d’elle-même  en 
deux  autres  (n°  112).  L’équat.  y 2 — xy  A-  -J  -r1  — zx  -f-  1 = o 
donne  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x = 1 , et  y = J. 
L’équ.  x2,  -f- y*  — 0 donne  l’origine. 

3°.  Si  les  racines  de  l'équation  (3)  sont  imaginaires , par 
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aucune  valeur  de  x,  le  trinôme  — mx 2 ~f-  zzjc-  -f-  p ne  peut 
changer  de  signe  (n°  139,  9°.),  ce  signe  demeure  toujours  le 
même  que  celui  de  son  plus  grand  terme  — mx 2 
l/(  — mx2  -fi  nx  -fi  p)  étant  sans  cesse  imaginaire,  la  pro- 
posée ne  représente  rien.  En  effet,  cette  équat.  revient  alors  à 
(y  — ax  — /3)a  -fi  (mx2  — nx  — p)  = o , dont  les  deux  parties 
sont  positives  et  ne  peuvent  s’entre-détruire  ; par  conséquent  il 
est  absurde  de  supposer  leur  somme  = o,  puisque  la  seconde 
ne  peut  être  rendue  nulle,  comme  on  l’a  fait  précédemment. 

C’est  ce  qui  arrive  pour  y'2  2xy  -fi  2x2  — ar-f  4~  °- 

Pour  que  m ou  B2  — /\AC  soit  négatif,  il  faut  que  les  trois 
1ers  termes  de  la  proposée , ou  Ay 2 -f-  Bxy  -fi  Cx2,  forment  une 
quantité  plus  grande  qu’un  carré  parfait.  Dans  le  ier  exemple 
ci-dessus,  page  447  » ces  termes  sont 

3 (y2  — 2 xy  -fi  3x2)  ~ o[_(y  — x)2  -f-  2x2]. 

2e  C-AS.  Courbes  illimitées  en  tous  sens  ; m positif. 

455.  Ici  Ay 2 -f-  Bxy  -fi  Cx 2 est  moindre  qu’un  carré. 

i°.  Quand  les  racines  de  l'équation  (3)  sont  réelles , ar=:AE9 
b — AE'  ffig.  229)  donnent,  comme  ci-dessus,  les  points  D 
et  D ' d’intersection  de  la  courbe  et  du  diamètre  BN , et  les 
tangentes  EF  y E'F'y  puis  le  radical  prenant  la  forme 

\/ m[x  — d)  (x — b)  y n’est  réel  qu’autant  que  x — a etx  — b 
sont  de  même  signe , c.-à-d.  que  x est  )>  b ou  < a : x ne  peut 
donc  recevoir  de  valeurs  entre  a = AE  et  b~  AE' , et  îa  courbe 
s’étend  à l’infini  de  part  et  d’autre  des  limites  EF,  E'F'}  ainsi, 
elle  est  une  hyperbole. 

Pour  obtenir  le  diamètre  conjugué  de  DD' , comme  le  centre  C 
est  au  milieu  de  DD' , on  fera  x AK^=zh  sous  le  radical  ; on 
rendra  le  résultat  réel  (n°  429)  , et  oft  aura  ainsi  b'.  On  trouve 
ensuite  la  position  des  asymptotes  (n°  435).  Nous  allons  au  reste 
donner  bientôt  (n°  457)  un  moyen  plus  facile  de  déterminer  ces 
droites. 

Soit  par  ex. , y2  — 2xy'  — x2  — 2y  -4-  8x  — 3 = o;  on ^n 
tirej  j/(2x2  — Sx  -fi  4)*  On  trace  d’abord  le  dia- 

2,  sq 
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mètre  BN',  (y  = x-\-  1)  ; 2x2  — Sx  -f-  4 = o donne  x-= 

et  le  radical  devient  \/  2 (x  1)  (x  — - 2)  ; on  prend  AK  — f , 
EK  = E' K = on  a les  limites  FF,  F' F'  tangentes  en  D 
et  Dr  ; et  comme x est  >2ou<]  1 , on  obtient  l’hyperbole  MM' . 

Pouç  trouver  le  diamètre  conjugué  de  DD',  on  fait  x—  AK  — J 
dans  l/(2xa  — 6x  -f-  4)>  et  on  rend  réel  ; on  a b'  = En 
prenant  D' F'  — D'H  — ]/~%  on  forme  le  parallélogramme 
inscrit,  dont  les  diagonales  GF\  F H sont  les  asymptotes  de 
notre  courbe. 

20.  Lorsque  les  facteurs  de  mxa-f-nx  4-  p sont  imaginaires t 
la  courbe  ne  coupe  pas  son  diamètre  BN  (lig.  229)  : de  plus , 
ce  trinôme  doit  toujours  conserver  le  même  signe  que  4 mx%t 
quelque  valeur  qu’on  attribue  à x (n°  1^9,  90.)  ; donc  chaque 
abscisse  donne  toujours  des  ordonnées  réelles  , la  courbe  s’étend 
à l’infini  de  part  et  d’autre,  et  elle  est  une  hyperbole  disposée 
comme  on  le  voit  fig.  232. 

Quant  aux  diamètres  conjugués,  le  centre  est  sur  ÆiVqui  ne 
coupe  pas  la  courbe  3 or,  si  l’origine  était  au  centre , les  abscisses 
égales  et  de  signe  contraire  (n°  4^5)  répondraient  à des  ordon- 
nées égales-,  ainsi,  le  radical  devrait  être  de  la  forme  \/ (mx'^f-p)  3 
si  donc  on  veut  transporter  l’ origine  au  centre,  il  faut^  faire 
x — x -F  h)  h étant  tel  que  le  2e  terme  de  mx2  4 nx  4 P 
disparaisse  (n°  5o3)  ; h est  l’abscisse  du  centre;  on  trouve 

7Z 

h — — — , la  même  valeur  que  ci-devant.  Ainsi,  on  prend 
2m 

AK  — h,  l’ordonnée  KC  donne  le  centre  C : faisant  ensuite 
x — h dans  \/(rnxa  + /xr-j-p)  , il  devient  = DC  — a.  Pour 
obtenir  b',  il  faut  chercher  les  points  de  rencontre  de  B N avec 
la  courbe;  en  prenant  la  partie  imaginaire  des  racines»  de 
mx*  -f-  noc  4p  — o,  et  la  rendant  réelle,  on  a AO  — KO'  pour 
les  abscisses  des  extrémités  EE'  du  diamètre  conjugué,  prises  à 
partir  de  celle  du  centre. 

Comme  les  parallèles  F//,  G/ au  diamètre  BN  sont  tangentes 
à la  courbe  en  D et  D' , les  ordonnées  O' F,  JH  déterminent 
aussi  le  parallélogramme  inscrit,  et  les  asymptotes  IF}  GH . 
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Soit  par  ex.  y/2  -f-  2xy  — 2y  — ■ x :=  o ; on  en  tire 
= — x*  -f'  1 ztz  [/  (x2  - — x -f-  1)  ; le  ^Jiamètre  B N (fig.  23n) 
pour  équat.  y ~ — x -}-  1 ; comme  x2  — x -f-  1 — c donne 
x ~ ~ zïz  ^ y/  - — 3,  la  courbe  ne  coupe  pas  BN  • de  plus  , 
x2  — x + 1 étant  toujours  positif,  y est  aussi  toujours  reel  • 
ainsi,  on  a l’hyperbole  de  la  ligure  232. 

Pour  trouver  les  diamètres  conjugués,  on  construit..... 
x ~ - ±z  \ i/3  t AK  = 1 , KO  — ~ ]/3  — K Of  donnent  le 
centre  C , et  le  2e  diamètre  EEf  \ de  plus,  en  faisant  x — dans 
\/  (x2  — x -f-  1 ) > on  a a'  = ~ \/3. 

3°.  Si  les  racines  de  /’ équation  (3)  sont  égales , le  radical 
équivaut  à [/ m (x! — a)2,  et  l’équation  (1)  devient 

y — aîx  -f-  Z3  dz  (x  — o)  [/m , 

savoir  : y>  = x zt  [/m)  -j-  /3  zp  <2  S/7  ni  ; 

on  a donc  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  du  diamètre 
pour  lequel  x = a : il  est  aisé  de  les  construire,  puisqu’on  a 
leurs  équat.  •,  on  obtientun  2-  point  de  chacune  en  posant  x— o, 
d'où^y  = /3  z ~ç.a\/m\  c ,-à-d.  qu’il  faut  porter  a\/ m sur  l’axe 
des  y au-dessus  et  au-dessous  du  point  où  cet  axe  coupe  le 
diamètre. 

Il  est  clair  qu’en  transposant  et  carrant,  on  a 

(y  — oix  — /3)2  — m (x  — ci)'1  — o. 

Ainsi , la  proposée  est  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels? 
par  rapport  à x et  y , et  du  ier  degré  , qu’on  peut  égaler  à zéro 
indépendamment  l’un  de  l’autre  : c’est  ce  fait  analytique  qui 
explique  l’existence  de  deux  droites  dans  le  cas  présent. 

Soit,  par  ex. , — 8xy  -f-  x2  -f-  4y  -f-  2x  -r  2 = o ; on 

trouve y~oc  — Jdz^  ^/( 3x2— - 6x-f-3)  ; or,  3x2  — 6x  -f-3  = o 
donne  x ~ 1 ; le  diamètre  (lig.  233)  B N , (y  ~x  — f)  est  donc 
coupé  en  un  seul  point  N pour  lequel  DA  1 ; et  comme  la 
proposée  revient  àjy~x—  £ zb  £ (x  — 1)  \/3,  on  a deux; 
droites.  x^=o  donne  y— — ziz i \/3\  on  prend BE—BE'—'- y 3, 
et  on  trctce  les  lignes  EN a ErN^ 

^9- 
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Soit  proposé  l’équat.  y 2 — 2jcy  — 3x2  4^2  — o>  on  en 

tire  y •=:  x ±.  2.\/(xa  + A2);  y — x donne  le  diamètre  B N 
(fig,  234);  on  voit  qu’il  n’est  pas  coupé  par  la  courbe,  et 
qu’on  a l’hyperbole  MO , M' O' . Le  centre  est  en  C\  on  prend 
CO  = CO'  = 2/i  -,  O O'  est  le  î er  diamètre  , puis  CE  — CE'  — k 
donnent  le  2e  DD ' et  les  asymptotes  HF,  IG.  A mesure  que  k 
décroîtra , la  courbe  se  rapprochera  du  centre  et  des  asymptotes 
qui,ne  changeront  pas  ; k = o donne  ces  droites  mêmes.  Enfin  , 
si  k2 prend  un  signe  contraire,  l’hyperbole  GD' , ID  est  tracée 
dans  l’autre  angle,  entre  les  mêmes  asymptotes,  et  s’en  éloigne 
à mesure  que  k croît. 

45S.  Quand  A — o , la  proposée  manque  du  terme  en  y2  et 
on  ne  peut  plus  opérer  comme  n°  453;  mais  si  l’on  change  x 
enyetj'  en  x , ce  qui  ne  produit  qu’une  inversion  dans  les 
axes  , on  pourra  appliquer  nos  calculs  ; il  suffira  donc  d’y  chan- 
ger C en  A , D en  E : B 2 — 4 AC  se  réduit  à B 2,  m est  positif, 
et  on  a encore  une  hyperbole.  Au  reste , pour  discuter  l’équat. 
privée  du  terme  Ay2,  il  est  préférable  de  la  résoudre  par  rap- 
port à a;,  et  d’opérer  sur  l’axe  des  x d’une  manière  analogue  à 
ce  qu’on  a fait  pour  celui  des  y. 

Par  ex.  ,pour  l’équ.  x a — 2 xy  -f*  2jc — 3 y -f*  c = o (fig.  235) , 
-On  a jc  = y — 1 rb  [/(y*- f-y — c-f-  1);  la  droite  DD\y  — x- f-i) 
est  diamètre,  c.-à-d.  coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  aux  x.  L’équation  y2  -f-  y — c — 1 donne 
y ~ — 1 [/{c  — |)  ; si  donc  c > J,  on  prendra  AK  = 

KE  = KE'  = \/(c — , et  on  aura  en  D et  D' les  points  où 
l’hyperbole  MD , M' D'  coupe  le  diamètre  DD'.  En  faisant 
y = — |dans  [/(y*  + y — c -f-  1),  et  rendant  réel,  on  a 
t/(c-  D pour  le  conjugué  de  DD' , ce  qui  donne  les  asymptotes 
F'  G et  FH}  dont  la  seconde  est  parallèle  aux  y. 

Si  c = j,  on  a les  asymptotes  mêmes  • et  si  c - on  a encore 
une  hyperbole  entre  les  mêmes  asymptotes , mais  elle  est  tracée 
en  FIN  et  F' N'  dans  les  deux  autres  angles. 

467.  Dans  l’équat.  générale  (1)  (n°  4^3),  le  radical  affecte 
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la  quantité  m ( x2  -f-  — - + — ^ ; ajoutant  et  ôtant  . 

\ m mj  4tna> 

compléter  le  carré  (n°  1 38) , on  a 

y ==  ux  + fi  ± - ^ {/ (2mx  -+*  n)a  ■+■  4mP  — n2  ? 


pour 


le  radical  est  de  la  forme  \Z(z2 — V)\  en  le  développant  par 
1 extraction  (p.  1 89) , on  verra,  comme  n°  4*6,  qu’on  a une 
suite  de  termes  où  2mx  -h  11  est  au  dénominateur  et  qui  dé- 
croissent quand  a:  croît,  le  seul  ier  terme  excepté.  En  négligeant 
donc/,  on  a les  équ.  des  asymptotes  de  notre  hyperbole 


Y — ux  -|-  /3  ±; 


Qmx  -f-  n 
2 [/m 


donc,  après  avoir  résolu  la  proposée,  complétez  le  carré  sous 
le  radical , puis  négligez  les  termes  cons  tans,  et  vous  aurez  les 
équations  des  asymptotes. 

Il  est  facile  de  construire  ces  équ.  ; les  droites  se  croisent  au 
n un\  , , 

— , P est  le  centre,  et  on  a un  2*  point, 

2 7TL  2 m/ 


en  faisant  x = o ce  qui  donne  les  ordonnées  à l’origino 

£ dz  — ; on  portera  — 1~—  ,sur  l’axe  des  y en  dessus  et  en 
2[/m  r 2 [/m  J 

dessous  du  point  de  section  de  cet  axe  par  le  diamètre. 

r ' r r . X • ’ J.  -,  ■ 

Dans  l’ex.  de  la  p.  449 , y =s  x -f-  1 dz.  \/{px2  — - 6a;  -f-  4)  *» 
ajoutant  et  ôtant  | sous  le  radical , il  devient  \/[_2(x — J)2 — £]  ; 
négligeant  f , on  a,  pour  équation  des  asymptotes  (fig.  229), 
Y—  x-f-idz  (20; — -3)  ]/\.  Faisante  nul,  on  trouve  Y—  idz3\/|  ; 
il  faut  porter  3 \/\  de  B en  i et  ï ; Ci  et  Ci'  sont  les  asymptotes. 

Pour  Péqu.  page  4^2  , on  a y =2  x ztz  2 \/{x2  -f*  k2)  ; on  né- 
glige ùa,  et  il  vient,  pour  équ.  des  asymptotes , E=o;dt  2x. 

Si  la  proposée  n’a  point  de  terme  en  x2,  y2-\-Bxy-\-  Dy. . .=0, 
on  a u — < — -i  B , m = \ B2)  !e  coefficient  de  x dans  (4)  est 
*dz  \/m=  — iB±LiB  • comme  l’une  de  ces  valeurs  est  zéro 
on  voit  que  si  l'équation  est  privée  du  terme  en  x%  lune  de 
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asymptotes  est  parallèle  ciuxx;  elle  est  Taxe  meme  des  or, 
quand  le  centre  est  sur  cet  axe.  Il  faut  en  dire  autant  de  Taxe 
des  y,  quand  le  terme  enj^2  manque  (voyez  fig.  232  et  255). 

Si  l’équ.  est  privée  à lafois  de#2  et  de yz,  xy-\-Dy~YEx-\-E =o, 


on  a 


y = 


Ex -h  F 


x-j-D  x -f-  D 

en  faisant  la  divison.  Si  x x=z  oo , oh  a Y — — F,  équ.  de  l’une 
des  asymptotes q puisque  lê  rapport  de  y à Y 'approche  indéfi- 
niment dé  1 ; Celle  de  l’autre  asymptote  est  de  -f-  D ==  o , 
puisqu’aîoryy  = oo.  Les  deux  droites  sont  donc  des  parallèles 
aux  axes , et  on  en  connaît  la  position  (n°  44g). 

5e  Cas.  Courbes  illimitées  d'un  seul  côté,  ni  ~o. 

458.  Lorsque  m ±=  o,  ou  B*  — /^AC  — ° } les  trois  iers  termes 
de  la  proposée,  Ou  Ay^f-Bx y-f-  Cxz,  forment  un  carré  (n°  1 38)  : 
je  radical  de  l’équ.  (î)  se  réduit  à \/( nx  -f-  p ).  Après  avoir 
tracé  (fig.  257)  le  diamètre  D'N  (y  — «r  -f-  /3) , on  trouve  son 
point  D d’intersection  avec  la  courbe  et  la  tangente  EF , en 

faisant  nx  -f-  p = o ; soit  x = a = la  racine  AE  de  cette  équ.  , 

/ — * — • — J — -,  - , 5 

le  radical  devient  y n(x  — a) , et  n’est  réel  que  quand  11  et 

x - — 1 a Sont  de  îliême  signe;  donc  x est  )>a,  et  la  courbe  est 

située  comme  DM,  lorsque  n est  positif;  si  n est  négatif, 

x est  <2,  et  on  a DM' . La  courbe  qui  s’étend  à l'infini  d’un 

' y , - - < : : . * 

seul  côté  , est  une  parabole., 

. n-'  • ’ . U . i Y ' r •.  * ; * c ; " ' ‘ f - 

On  peut  aisément  en  déduire  le  paramètre  de  ce  diamètre,  à 
l’aide  d’un  seul  point  de  la  courbe , et  soumettre  celle-ci  a 
une  description  rigoureuse  (n°-458). 

Soit  l’équ.  y*  — xy  -f-  x*  — 2y  — x -f-  5 — o ; on  en  tire 
y — l x + 1 dz  \/ (a x — 4)î  on  prend  AE  =z  2 (fig.  23 7)  , 
EF  est  limite,  et  la  courbe  est  située  comme  DM. 

Pour  y*  — xy  - \-jX9  — oy  -j~  3x  — 3 = o,  on  obtient  le 
même  diamètre  ; et  comme  le  radical  est  [/( — 2x  -f-  4)  > on  a 
la  courbe  DM' . 

Si  m et  usant  nuis  à la  fois,  l’équ.  devient  y — ux-\~@dzy/p. 
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i°.  Si  p est  positif,  on  a deux  droites  parallèles , qu’on  trace 
en  portant  (fig.  238)  yp  en  BD  et  BD'  sur  l’axe  desyq  de  part 
et  d’autre  du  point  B où  le  diamètre  BN  rencontre  cet  axe. 
(y  -f-  xY  — 2 y — qx  s:  1 , donne  y ~ — x + i dz  ]/%  ; on 
prend  AB  = AN  = 1,  B N est  le  diamètre;  puis...,.,,. 
BD  =s  BD'  ~ p/2  = B N y et  on  mène  DE,  D'E ' parallèles 
à B N. 

2°.  Si  p est  nul , y =z  ux  -f-  £ ; on  n’a  qu’une  droite;  telle  est 
l’équ.  (y  -f-  x)&  — 2 y — 2jc  + 1 = o,  représentée  par  B IV 
(fig.  268)» 

3e.  Sip  est  négatif,  l’imaginaire  subsiste  toujours,  et  il  ny  a 
pas  de  ligne.  Telle  est  l’équ.  (y  -f-  a?)2  — 2 y — 2.x  -f-  2 = o. 

En  un  mot,  ( y -}-  a:)2  — 2 y — 2x  -f-  1 = k donne r 

J ~ — x -f-  1 db  y'k  ; on  prend  AB  ~ AN  ~ 1 , et  on  trace 
BN,  puis  BD  = BD'  ==  \/k\  or,  plus  k diminue,  plus  les 
parallèles  se  rapprochent  du  diamètre  BN,  avec  lequel  elles  se 
confondent  enfin  lorsque  k z=  o ; si  k est  négatif  l’équ.  ne  re- 
présente plus  rien. 

Quel  que  point  G qu’on  prenne  sur  BN  (fig.  208) , il  doit 
couper  au  milieu  la  parti  e IM  d’une  droite  quelconque;  B N 
est  le  lieu  d’une  infinité  de  centres  (n°4^5). 

Quand  m et  11  sont  nuis  ensemble,  la  proposée  revient  à 
(y  — ux  — g)2  — p — o ; i°.  quandpest  positif,  elle  est  le  pro- 
duit des  facteurs  y — ux  — * /S  -\-\/p,  y — ux  — p — \/p,  où  x 
a même  coefficient;  on  y satisfait  donc  en  égalant  à zéro  l’un 
indépendamment  de  l’autre  ; 2°.  si  p est  nul,  la  proposée  est  le 
carré  de  - — ux  — /3,  nos  deux  facteurs  sont  égaux  ; 3°.  enfin , 
si  p est  négatif,  on  veut  rendre  nulle  la  somme  de  deux  quan- 
tités positives , dont  l’une  -f-  p ne  peut  l’être,  et  l’équ.  est 
absurde.  Tels  sont  les  faits  d’analyse  qui  expliquent  l’existence 
de  nos  trois  cas  particuliers. 

45q . Il  résulte  de  cette  théorie  que  , 

I.  Si  m ou  Z?2 — 4AC  est  négatif,  Ay*  -f-  Byx  -f-  Cx 2 est 
plus  grand  qu’un  carré,  C doit  être  positif  ; la  courbe  est  fermée; 
elle  est  une  ellipse , ou  un  cercle , ou  un  point , ou  rien» 
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II.  Si  m ou  B% — /)AC  est  positif,  Ay%  -f-  Bxy  -f-  Cx%  est^ 
moindre  qu’un  carré ; la  courbe  est  formée  de  deux  parties  illi- 
mitées •■elle  est  une  hyperbole , ou  deux  droites  qui  se  croisent. 
On  est  dans  ce  cas , si  C est  négatif,  ou  s’il  manque  x 2 ou  y2, 
æy  restant. 

III.  Si  m ou  B 2 — 4AC  = o,  Ay*  -f-  Bxy  -f-  Cx*  est  un 
carré,  la  courbe  s’étend  à l’infini  d’un  seul  côté;  elle  est  une 
parabole,  une  droite , deux  parallèles  ou  rien.  Quand  xy  manque, 

avec  un  des  carrés  xz  ou  y2,  on  tombe  dans  ce  cas. 

» 

460.  On  peut  composer  à volonté  une  équ.  du  2e  degré,  qui 
rentre  dans  celle  qu’on  voudra  de  ces  circonstances.  Il  suffira 
<le  recourir  à l’équ.  (j),  et  d’y  déterminer  arbitrairement  les 
constantes  «s,  /3 , m,  n,  p;  ayant  soin  de  composer  le  radical,  de 
sorte  qu’il  satisfasse  aux  conditions  requises.  Ainsi  m sera  né- 
gatif pour  une  ellipse,  et  mx2  -f-  nx  -f~p  = o aura  ses  racines 
réelles  : m sera  positif  pour  une  hyperbole,  et  suivant  que 
l’équ.  précédente  a ses  racines  réelles  ou  imaginaires,  cette 
courbe  coupera  ou  ne  coupera  pas  son  diamètre,  etc.  On  peut, 
enfin  se  donner  des  conditions  qui  déterminent  toutes  les  con- 
stantes /2 Voici  une  application  de  cette  théorie. 

L’hyperbole  ponctuée  (fig.  s34)  a l’origine  C au  centre,  le 
diamètre  Z?A7fait  avec  les  x un  angle  de  45°;  CE  — x donne 
GE  tangente  et  limite  de  la  courbe  -,  enfin  , le  diamètre  conju- 
gué est  CO  ==:  1/2  : trouver  l’équ.  de  cette  hyperbole?  Elle  est 

visiblement  y—x±  \/ jn(xu‘ — 1)  , et  il  reste  à déterminer  m . 
Mais  a:  = 0 doit  donner  le  radical  imaginaire;  et  changeant 
le  — en  -j-  , il  faut  qu’il  soit  [/q  ; donc  ym  — \/  2 , et 
y0,  — 2;ry  — a;3  = — 2 est  l’équ.  demandée. 

si  r on  veut  que  l’équ.  soit  celle  d’un  point  , une  ou  deux 
droites,  ou  rien,  on  peut  opérer  de  même;  mais  il  est  plus  simple 
de  se  conduire  comme  il  suit.  L et  M étant  de  la  forme 
hy  + Ix  -f- g , on  a 


i°.  Pour  un  point  L2  -f- M2—o  (p.  448); 

20.  Pour  une  droite  L2- r=  o (p.  455); 

o°c  Pour  deux  droites  LM  = o (p-45i)  ; et  si  l'on  veut  que 
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ces  lignes  soient  parallèles , le  rapport  des  constantes  k et  l 
doit  être  le  même  dans  L et  M ( p.  455)  ; 

4°.  Pour  que  l’équation  ne  représente  rien  , N doit  être  un 
nombre  positif  quelconque  dans  L2  -f-  M2  -f-  = o (p.  449)* 

4^1.  Après  avoir  discuté  l’équ.  (1),  les  coordonnées  étant 
rectangulaires,  on  peut  se  proposer  de  la  construire  exactement, 
sans  recourir  à la  théorie  ( n°  4^9  ),  en  rapportant  la  courbe  à 
un  système  de  diamètres.  Prenons  pour  axe  des  x'  une  paral- 
lèle au  diamètre  y = ax  -j-fi3  sans  changer  l’origine,  ni  l’axe 

des  y.  Comme  tang  (rr  ) = cl  , on  a cos  (rx)  = 

sin  (xx')  — uk , (yy')  = 90°,  et  les  équ.  B (n°  583)  deviennent 
x = kx  , y—  cckx  -\-y'  j la  transformée  de  (1)  est 

y —fi±i  y/(mk2x'2  -\-nkx  p ). 

i°.  Si  la  courbe  a un  centre,  portons-y  l’origine  ; et  l’équ. 
étant  ainsi  rapportée  à des  diamètres  conjugués,  recevra  la  forme 
(n°  427)  y = -f-  Cx2)  : il  suffit  donc  de  chasser  les  termes 


p et  nkx'.  Posons  y ~ÿ'  -f-  fi,  x'  — x" 


n 


•2km 


ces  seconds 


termes  sont  les  x et  y du  centre , et  l’on  trouve 


/'2— - mk2x"2~p  — 


n * 

. • 

4 m 


Telle  est  l’équ.  de  la  courbe  proposée  , réduite  à ses  diamètres 
conjugués.  Rien  n’est  donc  plus  facile  que  de  construire  cette 
courbe. 

Pour  l’équation  y ==  x + >±V(  — 2X*  + 6a;  — 4)  > on  a 
te—  1 , k-=.  ~\/ 2 j m~ — 2...,  et  l’on  obtient,  pour  transfor- 
mée , y "2  -j-  x'2  = j ; ainsi , après  avoir  tracé  le  diamètre  BN , 
yz=X’4-  1 (hg.  228),  porté  l’origine  au  centre  C,  comme  on 
l’a  v/i  (n°  4&4)>  ü restera  à décrire  une  ellipse,  dont  les  demi- 
diamètres  CO,  CD  sont  égaux  à |/i. 

2°.  S’il  n’y  a pas  de  centre,  771  = 0,  et  le  radical  devient 
\/(nkx'  -f-  p)  : chassant  les  termes  constans  fi  et  p , l’origine  sera 
portée  au  point  où  la  courbe  est  coupée  par  son  diamètre  ; savoir, 


/ 


t 
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y=y'  +/ 3,  jc'  =rx"  — ~r  ; d’oùy'ar=  n/cr".  Après  avoir  dé- 
crit le  diamètre  y =r«jc-f-  /3 , l’origine  étant  prise  au  point  où  il 
coupe  la  parabole  , l’axe  des  yu  étant  parallèle  aux  y , et  l’axe 
des  x"  le  diamètre  , la  courbe  sera  facile  à tracer  £n°  438). 

Pour  y — '-x-\-i±\/(2x — 4)  (fig.  2^7),  on  a *==  k==  \/  f; 

ZW  et  DF  étant  les  axes  , on  a l’équ.  y"2 

Y.  PROBLÈMES  D’ANALYSE  GEOMETRIQUE. 


De  la  Génération  des  Courbes . 


4S2.  I.  Quelle  est  la  courbe  qui  résulte  de  l’intersection  conti- 
nuelle de  deux  droites  AM , fig.  23q)  qui  tournent  autour 

de  ^ et  B , et  sont  toujours  à angle  droit  en  Ml  Prenons  les 
Génératrices dans  une  de  leurs  positions  AM , MB  : l’origine 
étant  au  milieu  C de  AB , et  AC  = r , les  lignes  et  Mi? 
qui  passent , l’une  en  A{—r , o),  et  l'autre  en  B (r,  o),  ont  pour 
équ. 

y = a [x  -j-  r)  y y = né  (.r — -r) (1): 

de  plus  on  a au'  -f-  1 — o (2), 

puisque  ces  droites  sont  perpend.  : les  valeurs  de  a et  a' , qui  ne 
satisfont  pas  à cette  condition  , répondent  à des  droites  AN  et 

BNy  qui  ne  sont  pas  génératrices.  Si  l’on  met  — - pour  a!  , les 

CL 

équ.  (1),  qui  sont  celles  de  toutes  les  droites  passant  en  A etZ>, 
appartiendront  à deux  génératrices  , dont  les  directions  dépen- 
dront de  la  valeur  de  a qu’on  voudra  prendre  • la  coexistence 
de  ces  équ.  fera  que  x ety  seront  les  coordonnées  CP,  PM,  du 
point  de  section  de  ces  droites.  En  éliminant  a de  ces  équations, 
x et  y seront  donc  les  coordonnées  du  point  d’intersection  de 
deux  génératrices  quelconques  , puisqu’elles  ne  sont  distinguées- 
entre  elles  que  par  a , qui  n’y  entrera  plus. 
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Ainsi,  l’élimination  de  a et  a entre  les  équ.  (1)  et  (2)  , donne 

l’équ.  de  la  courbe  cherchée  : a = — — — . cz/—  — — — chan- 

x -f-  r x — r 

gent  (2)  en  y2  -f-  x2  — r2  : on  a donc  un  cercle  dont  le  diamètre 
est  AB. 


II.  Si  les  deux  génératrices  AM , MB  ( fig.  240)  étaient  as- 
sujéties  à former  un  angle  donné  AMB , dont  la  tangente  fût  t, 

qZ  ^ 

l’équation  (2)  serait  remplacée  par  t — 7 : on  aurait 

1 -f - aa 

/ 

{x*  A- y* ê — r2)  t = 2 ry.  En  discutant  (n°  /fio)  cette  équ. , où 
AC=z  CB  = r , on  verra  que  la  courbe  est  un  cercle  dont  le 


rayon  est 


CO  — - donne  le  centre  O. 
t 


En  général , au  lieu  de  supposer  la  courbe  décrite  par  un 
point  qui  se  meut  d’une  manière  déterminée  , on  peut  la  con- 
sidérer comme  engendrée  par  l’intersection  continuelle  de  deux 
lignes  (droites  ou  courbes  ) données  , mais  variables  dans  leurs 
positions  ou  leurs  formes  , suivant  une  loi  connue.  On  prendra 
ces  génératrices  dans  l’une  des  positions  convenables , et  l’on 
aura  leurs  équ,  , telles  que  M — o , N = o : de  plus  , le  chan- 
gement que  les  deux  lignes  éprouvent  tient  à celui  de  deux 
constantes  qui  y entrent,  mais  sont  assujéties,  dans  leurs  va- 
riations , à une  condition  donnée  P ■==,  o.  En  faisant  de  nou- 
veau le  raisonnement  ci-dessus  , on  prouvera  que  si  l’on  élimine 
ces  deux  constantes  entre  ces  trois  équ.,  on  aura  pour  résultat 
l’équ.  de  la  courbe  engendrée. 

S’il  y avait  trois  constantes  variables  , outre  P ~ o , on  de- 
vrait avoir  une  autre  équation  de  condition  Q — o ; il  faudrait 
éliminer  ces  trois  constantes  entre  les  quatre  équ.  M = o,  Ar—  c, 
P — o , Q~  o , et  ainsi  de  suite. . . , de  manière  à avoir  tou- 
jours  une  équ.  de  plus  qu’il  n’y  a de  quantités  à éliminer. 

Si  l’on  avait  moins  d’équ.  qu’il  n’en  faut,  l’équ.  finale  serait  en- 
core celle  de  la  courbe  cherchée  ; mais  il  y aurait  un  ou  plusieurs 
paramètres  variables':  le  problème  serait  indéterminé,  et  l’on  y 
satisferait  par  une  série  de  courbes.  Lorsqu’il  y a autant  d’équ. 
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cfué  de  constantes,  il  en  resuite  des  valeurs  de  x ety  en  nombre 
infini  . on  n a plus  que  divers  points  ; et  s’il  y a plus  d’équ.  en- 
core , le  problème  est  absurde.  Tout  ceci  sera  éclairci  par  des 
exemples. 

III.  Quelle  est  la  courbe  AM  ( fig.  so5  ) dont  chaque  point 
M est  à la  même  distance  d’un  point  fixe  F et  d’une  droite 
QQ'  donnés?  Menons  FD  perpend.  sur  QQ' ; soit  DF  ap- 
prenons , pour  origine , le  milieu  A de  AF\  Ax , Ay  pour  axes 
des  x et  des  y : A est  visiblement  un  point  de  la  courbe. 

On  peut  concevoir  que  QM  se  meut  parallèlement  à Ax , 
pendant  que  FM  tourne  autour  du  point  Ê {^p , o),  les  équ. 
de  ces  droites  sont  y — b , y = a(x — \ p ) : elles  donnent  les 
divers  points  de  la  courbe  par  leurs  intersections  successives, 
quand  leur  mouvement  est  assujéti  à la  condition  QM—FM . 
Or,  en  éliminant  x et  y,  valeurs  de  AP  et  PM , on  trouve 

I T ^ 

QMz=  AD  + x=p  + - , FM2  — FP 2 -f-  PM2=~  4.  fr. 


Ainsi , la  variation  des  droites  mobiles  est  assujétie  à la  condi- 
tion b'  ~pa  ■ 


zpb  , y 

- — : par  nos  equ.  a ~ — , 

a 1 1 oc  — {p 


b —y,  substi- 


tuant donc  pour  éliminer  les  variables  a et  b , il  vienty2  z=zo,px^ 
équ.  de  la  parabole  ( n°  ). 

IV.  On  demande  la  courbe  AB  O (fig.  206),  telle  que,  pour 
chaque  point  M,  les  distances  MF~z , MF’~z  , à deux  points 
fixes  donnés  F et  F'  > aientune  somme  constante  AO— sa  — *+*'• 
Prenons  C,  milieu  de  pour  origine;  CO,  CB  pour  axes 
des  x et  des  y;  on  est  assuré  d’avance  de  la  symétrie  de  la 
courbe  de  part  et  d’autre  de  BC.  On  doit,  en  général,  s’atta- 
cher à prendre  les  systèmes  des  coordonnées  les  plus  conve- 
nables , afin  de  parvenir  à des  équ.  simples.  Soient  FC~c> 
x et  y les  coordonnées  de  M. 

On  a z2 —y2  -f-  (x  — c)2,  z 2 r=y2  -f-  (c+  a:)2,  z -f-  z'  = sa. 
vSi  l’on  fait  varier  M,  2s  et  z changeront,  mais  a demeurera 
constant  ; c’est  donc  z et  z ’ qu’il  faut  éliminer  entre  ces  trois 
équ.  En  soustrayant  les  deux  iie%  il  vient 
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z'2  — z2 , ou  (z>  z ) ( z'  — z)  = 4cx  ; 
et , en  vertu  de  la  3e , 


46i 


2C\T 


d’où  z r=.a— 


c.v 


a a 

Donc,  en  substituant  dans  la  ire,  l’équation  cherchée  est 

a2  -d = y2  4 - x2-{-  c2.  Il  est  évident  que  l’ordonnée  à l’o- 

rigine  , BC  = b , est  telle  que  B F ~a  ; donc  c2  = a2  ■ — è2 , et 
par  conséquent  la  courbe  a pour  équ.  a2yA-\-  b*xk~  a2Z>2',  c’est 
une  ellipse  ( n°  3q7  ). 

Y.  Si  l’on  eût  voulu  que  la  différence  des  lignes  F' Met  FM 
(fig.  207)  fût  égale  à AO,  ou  2! — z = 2 a,  le  même  calcul 
aurait  conduit  à l’équ.  a2y2  — Fx2~  — a262  de  l’hyperbole  , 


en  faisant  c2  = a2  -f*  b*  ( n°  401  )• 

Ainsi  la  parabole,  l’ellipse,  l’hyperbole,  sont  les  seules 
courbes  qui  jouissent  de  la  propriété  principale  que  nous  avions 
trouvée  pour  leurs  foyers. 

YI.  Etant  données  les  droites  Z) Y,  Dx  ( fig.  241  ) et  un  point 
fixe  A sur  l’une,  cherchons  la  courbe  dont  chaque  point  M est 
tel,  que  la  distance  MA  est  égale  à la  perpend.  PYsur  Dx. 
Concevons  cette  courbe  comme  engendrée  par  l’intersection  con» 
tinuelled’une  droitemobile  P Y, perpend.  àZLr,par  un  cercle  KL,, 
dont  le  centre  est  fixe  en  A \ le  rayon  et  la  droite  variant  d’ail- 
leurs, de  sorte  que  la  condition  donnée  AM—PN  soit  tou- 
jours remplie. 

L’origine  étant  en  A,  AM~u,AP—p,  AD=pt  t~ta.ngEDA’a 
les  équ.  du  cercle  LK  et  de  la  droite  PYsont 


x*  -f-y1  = «2 , x~p (1). 

L’équation  de  la  droite  DN , qui  passe  en  D ( — .p,  o)  , est 
y — t(x-+-p)-,  l’équation  de  condition  MA  r=z  NP  devient 
œ=:t(PA-p)'  Lorsque  l’on  fait  varier  la  droite  et  le  cercle  , 
# et  p changent  seuls  ; il  faut  donc  les  éliminer  à l’aide  des 
équ.  (1)  , ce  qui  donne 

y2  + x2  (1  — t2)  — 2 t*px  — fp2  = o. 
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i°.  Si  t z=z  1 , l’angle  donné  est  Ë DA  — 45° , et  l’équation 
devient j/2  = 2px  -f-pa  > qui  est  celle  d’une  parabole  E' S,  dont 
l’origine  est  au  foyer  .// , le  sommet  en  S , 2^é>  =r  — p- 

2°.  Si  t 1 , ou  l’angle  EDA  est  < 4^°  > 011  a une  ellipse 
dont  le  centre  C et  les  axes  a et  b sont  tels,  que 


«=-EÎ-,  *=  —PL.  . 

1 — t*’  t/(i  — *a) 


'1 


Si  DP  est  parallèle  à D.^ , on  a un  cercle , ce  qui  résulte  de  cç 
que,  par  la  génération,  P N est  constant. 

3°.  Enfin , si  t 1 , ou  EDA  é>  4 5° , on  a une  hyperbole . 

Cette  propriété  pourrait  donner  un  moyen  facile  de  tracer 
nos  trois  courbes  ; elles  touchent  toutes  la  droite  donnée 
DE , DE'} ...  en  son  point  de  section  avec  AE  (110  424)* 

YII.  Imaginons  que  la  ligne  AB  ( fig.  242)  d’une  longueur 
donnée  se  meuve  dans  l’angle  BCA , de  manière  que  ses  ex- 
trémités A et  B restent  toujours  sur  les  côtés  de  cet  angle  : 
trouver  la  courbe  décrite  par  un  point  M donné  sur  cette  ligne 
AB.  Soient  b ==  AM,  a = MB , AC , CB  les  axes  coordonnés, 
5 le  sinus  et  c le  cosinus  de  l’angle  ACB  qu’ils  forment  entre 
eux  ; la  courbe  peut  être  considérée  comme  produite  par  la  sec- 
tion continuelle  des  deux  droites  mobiles  AB , PM,  dont  les 
équ.  sont  y — œx- f-  /3 , x~y\  d’où  P M ~ uy  -f-  /S  , CP  — y. 
Il  s’agit  de  trouver  l’équ.  de  condition  entre  *,  /3  et  y.  Or,  le 
triangle  PM  B donne  ( /),  n°  355),  en  faisant  PB  = z , 
a 2 = z,2-MWa  — zcz.PM ; d’ailleurs  les  parallèles  Pü/ 
don  nentùz  — a X CP  : donc  on  a, 


bz  — oy , aüz=  z2  -j~  («y  ~h  fi)%  — 2cs  (*y  -f-  /3) . 


Il  reste  à éliminer  z , u , /3  et  y.  Mettonsjy  pour  «y  -f-  /S  ; nous 
aurons  a2  = z2  -f-  jy3  — 2cvz  , bz  ~ ax\  enfin  , chassant  2,  , 
a2b%  — b*y*  + a2x%  — 2 abcxy  est  l’équ.  demandée  , qui  appar- 
tient à une  ellipse  ( n°  454  ) dont  C est  le  centre. 

Lorsque  l’angle  ABC  est  droit,  tout  le  calcul  se  simplifie 
beaucoup;  on  a l’équ.  b*y2  -f-  a2x*  — a2b2 , qui  est  celle  de 
l’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes  2 a}  2 b.  11  en  ré- 
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suite  un  nouveau  moyen  très  facile  de  tracer  une  ellipse.  Après 
avoir  décrit  des  lignes  indéfinies  C’y,  Cx , à angle  droit,  on 
portera,  sur  une  règle  M' B,  des  parties  égales  aux  demi-axes 
AM —b , BM—  a , puis  on  présentera  cette  règle  sur  l’angle 
droityCx,  de  manière  que  les  points  A et  B soient  sur  les 
côtés  de  cet  angle.  Dans  cette  position  et  toutes  celles  de  même 
nature,  le  point  il/ sera  l’un  de  ceux  de  l’ellipse  ; on  marquera 
ces  divers  points,  et  l’on  tracera  la  courbe  qui  les  joint. 

Si  le  point  décrivant  est  situé  en  M'  sur  le  prolongement  de 
AB , la  même  analyse  conduit  au  même  résultat , au  signe  près 
du  terme  — o,abcxy.  Ainsi , en  prenant  BMr  — a , AM  —b  , 
AB  est  la  différence  des  demi-axes,  au  lieu  d’en  être  la  somme, 
et  la  construction  demeure  la  même. 

VUI.  Si,  de  F (fi g.  210),  foyer  d’une  ellipse  , on  abaisse  une 
perpend.  sur  chaque  tangente , quelle  est  la  courbe  qui  passe  par 
tous  les  points  /de  rencontre  de  ces  tangentes  et  de  leurs  per- 
pendiculaires? cfyy'  -f-  Fxxf  =*  a2b2  est  l’équ.  de  la  tangente  au 
point  (x  , y')  (n°  408).  La  droite  F'J,  qui  passe  par  le  foyer 
( — et,  o),  a pour  équ.  y — fi  (x.-+- et)  : pour  qu’elle  soit  perp. 
à la  tangente  , il  faut  ( n°37o)  que  fi  satisfasse  à l’équation 
b*x  fi  — a2y'  =.  o : les  équ.  des  génératrices  sont  donc 

a2yy  -f-  b2 xx'  — a2bA , b2xy  a*ÿ  (x  -f-  «) . 

Lorsque  le  point  M de  tangence  varie  , ces  lignes  changent  de 
position  avec  xf  et  y : l’équ.  de  condition  est  celle  qui  exprime 
que  ce  point  est  sur  l’ellipse,  a2 y'*  -f-  b2x*~a*b2.  Il  reste  â 
éliminer  x et  y'  entre  ces  trois  équ.  On  tire  des  ires  x et  y\ 
et  substituant  dans  la  3e,  on  trouve  : 

by  -f-  aa  (x+«)2  = [y2 -h  x (x  + e»)  ]\ 

En  développant,  on  a 

yï-f-y2  fax  (x  -f-  u)  — b2~]  — (x  -f-  «)2  (a2  x2)  — o ; 

or , — b2  = ci2  — - a2  ( n°  397  ) : le  second  terme  devient  donc 
y2  [(x  -f-  «)2  -f-  x2 — a2~\  ; de  sorte  qu’en  réunissant  les  termes 
affectés  de  xa  — a2 , on  a 

(/+**—  û2)  [/  -K*  + «)*]  = c. 


* 


* 
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Le  second  facteur  est  'visiblement  étranger  à la  question 
(n°5i9),  puisqu’il  donne  le  foyer;  l’autre  donne  le  cercle 
circonscrit  à l'ellipse;  c’est  la  courbe  cherchée. 

i°.  b n’entrant  pas  ici , le  cercle  inscrit  dans  l’hyperbole  ré- 
sout la  question  proposée  pour  cette  courbe  ( n°  689  ). 

20.  Ce  cercle  est  commun  à toutes  les  ellipses  décrites  sur  le 
grand  axe  , et  même  au  cercle  qui  se  reproduit  ainsi  lui-même. 

3°.  Comme  y*  -+-  x1  = cf  est  indépendant  de  a,  on  trouve  le 
même  cercle  en  opérant  sur  l’un  et  l’autre  foyer. 

IX.  Pour  résoudre  le*  même  problème  pour  la  parabole 
(lig.  2o5),  on  verra  aisément  qu’il  faut  éliminer  x et  y entre 

yÿ  —p  C*  + *0 , p y ——y  (*  — 1 p)  > /2  = aPx'- 


Il  vient,  en  réduisant,  x [_y2  -f*  (x — ip)a]  — o.  Le  2e  facteur 
donne  le  foyer  ; il  faut  le  supprimer  : le  i*r,  x — c,  donne  l’axe 
des  y\  c’est  le  lieu  des  pieds  des  perpend.  ( z,  lig  2o5  et 
p.  4o5). 

X.  La  parabole  N AK  (fig.  243)  étant  donnée,  trouver  le 
lieu  de  tous  les  points  M , tels  qu’en  menant  les  deux  tangentes 
KM  et  KM , l’angle  quelles  formeront  soit  toujours  égal  à un 
angle  donné  M. 

Lek  tang.  à la  parabole  aux  points  (x'f  y) , (x" , y")  ont 
pour  équ.  ( n°  4°4  ) 

y y' =p  Y+x')  > y y"  =p  0+ *")• 


L’angle  KMN , que  forment  entre  elles  ces  droites  ( n°  370  ), 

p(f-y') 


a pour  tangt  : 


■.  Lorsqu’on  change  les  points  K et  IV 


/ tt  « 2 

y y 

de  contact,  cet  angle  doit  rester  le  même  ; t est  constant , mais 
x , ÿ>x"  > y"  varient;  il  faut  les  éliminer,  et  l’on  a pour  cela  , 
outre  les  trois  équations  précédentes,  y'2  — zpx  y y"2  — 2 px\ 
x'  et  x"  tirées  de  celles-ci,  changent  les  deux  premières  en 


X 

y'a  — 2 yÿ  %px  — o , y"2  • — 2 yy°  -f-  2 px  =—o. 

Ainsi , des  deux  racines  de  la  ire  de  ces  équ.,  l’une  estj'  et  l’au 


t ><■ 

•"V"»*-  s* 
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y" y' 

tre  yn  ; donc  y' y11  = Qpx , d’où  t : de  plus 

yr~y  — 1/(  y2  — QPX)  donne  y'— y = 2 fois  le  radical  ; ainsi,* 
l’équ.  cherchée  est 

y 2 — £2u;2  — pjc  (2  -}-  t2)  — a tQp2  — o , 

c’est  celle  d’une  hyperbole  ; et  comme  t n’entre  qu’au  carré, 
l’une  des  branches  est  décrite  par  le  sommet  Mr  de  l’angle  obtus 
K'M'N , et  l’autre  par  celui  M de  son^upplément  NMK.  On 

trouvera  aisément  le  centre  C et  les  axes  de  la  courbe. 

• . \ ' 4 ' 

Si  l’angle  donné  M était  droit  ou  t—,  00,  on  aurait  (n°5q3) 
2.x-+-p  — o;  en  sorte  que  si  de  chaque  point  de  la  directrice 
on  mène  deux  tangentes  à la  parabole  , elles  font  toujours  entre 
elles  un  angle  droit. 

XI.  Il  arrive  souvent  que  l’équ.  même  de  la  courbe  est  don- 
née, ou  presque  exprimée  dans  sa  définition,  plutôt  que  par  sa 
génération  : ceci  mérite  à peine  de  nous  arrêter.  En  voici  un 
exemple.  Quelle  est  la  courbe  dont  chaque  ordonnée  ests 
la  moyenne  proportionnelle  entre  celles  des  deux  droites  don- 
nées correspondantes  à la  même  abscisse?  Il  est  clair  que 
y ~ mr-{-  b y y = cl  x -} -b'  étant  les  équ.  des  droites  données, 
celle  de  la  courbe  est 

y ~ (mr  + b ) (aï  x -f-  b'')  , ou  y — -aci'x2  — x(arb  -f-  abf)  z=z  bbf 9 

i°.  Si  l’une  des  droites  est  parallèle  auxar,  a'—o  donne 
y = ab'x+bb' , qui  appartient  à une  parabole  qu’on  dé- 
crira aisément.  Quand  a — o,  y^—bb'  donne  deux  droites 
parallèles,  une  droite  ou  rien,  suivant  les  grandeurs  et  les  signes 
de  b et  b'.  En  faisant  abstraction  du  sigtfe  des  ordonnées  des 
droites  , outre  notre  parabole  , on  en  a encore  une  deuxième 
égale  et  opposée  et  qui  a même  sommet. 

20.  Si  a et  a sont  de  signes  contraires  , on  a une  ellipse  ; 
lorsque  aci'  ~ — 1 , les  lignes  données  sont  perpend. , et  l’on  a 
un  cercle  (on  a aussi  un  point,  ou  rien  ). 

3°.  Enfin,  si  a et  a sont  de  mente  signe,  on  at  une  hyper- 

5q 
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bole  : quand  c = a'  l’une  des  asymptotes  est  parallèle  aux 
droites  données,  d’où  l’on  peut  conclure  l’autre  (n°  45q  et  4^7). 

On  peut  aussi  avoir  deux  droites  qui  se  croisent. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  en  faisant  abstraction  des  signes 
des  ordonnées  , ou  a à la  fois  l’ellipse  et  l’hyperbole  décrites 
sur  les  mêmes  axes,  comme  fig.  218. 

On  pourrait  varier  beaucoup  ces  problèmes.  M.  Puissant  en 
a mis  plusieurs  dans  son  Recueil  de  diverses  propositions  de 
Géométrie.  En  voici  quelques  autres. 

XII.  Deux  angles  de  45°,  BAC , BDC  (Fig.  244)  étant 
donnés  de  position,  les  faire  tourner  autour  de  leurs  sommets 
fixes  A et  D , de  sorte  que  deux  côtés  AB  , BD  se  coupent 
toujours  sur  BE  parallèle  à AD.  Quelle  est  la  courbe  décrite 
par  le  point  C d’intersection  des  deux  autres  côtés  ACt  DC  ? 

On  peut  prendre  les  angles  mobiles  quelconques  , ainsi  que 
la  droite  BE. 

XIII.  Soit  un  point  M (fig.  2.45)  tel,  que  ses  distances  AM , 
BM , à deux  points  fixes  A et  B , soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donné  ; quelle  est  la  courbe  dont  tous  les  points  jouis- 
sent de  cette  propriété? 

En  quel  lieu  de  cette  courbe,  AM  sera-t-elle  tangente?  Com- 
ment déterminer  le  point  M , tel  que  les  distances  MA  , MB  , 
MD  à trois  points  fixes  AyB  et  D aient  entre  elles  des  rapports 
connus  ? 

XIY.  Un  cercle  et  une  droite  étant  donnés,  trouver  le  lieu 
de  tous  les  centres  des  cercles  tangens  à l’un  et  à l’autre. 

Le  même  problème  pour  deux  cercles  donnés. 

XY.  Les  côtés  d’un  angle  droit  glissent  sur  une  ellipse  ou 
une  hyperbole,  à laquelle  ils  demeurent  sans  cesse  tangens; 
quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  sommet  (fig.  243)  ? 

On  peut  prendre  aussi  l’angle  quelconque , comme  au  pro- 
blème X. 

XYI.  Deux  droites  AF>  CD  (fig.  192)  tournent  autour  des 
extrémités  A et  C de  la  base  d’un  triangle  donné  ABC‘}  trouver 
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le  lieu  BE  de  tou9  leurs  points  G d’intersection,  en  suppo- 
sant que  D et  F sont  dans  leur  mouvement  à la  même  distance 
de  la  base.  ( Voy.  n°  376 , VIII.  ) 


Problèmes  qui  passent  le  second  degré. 


463.  Nous  avons  construit,  pag.  335,  les  racines  des  équ. 
du  2e  degré.  L’exemple  suivant  montre  ce  qu’il  faut  faire  lors- 
qu’on est  conduit  par  la  résolution  d’un  problème  déterminé  à 
une  équ.  où  l’inconnue  est  élevée  au-delà  du  2e  degré.  Soit 

ad  — pqx1  ~h  P°rx  p2^2  — o. 

Si  l’on  fait  x2  — py}  on  a y"1  — qy  -f-  rx  + m%  ~ o ; la  propo- 
sée provenant  de  l’élimination  de  y entre  celles-ci , si  l’on 
construit  les  sections  coniques  qui  s’y  rapportent , les  abscisses 
des  points  d’intersection  seront  les  racines  cherchées  : ce  sont 
ici  deux  paraboles.  La  proposée  aura  ses  quatre  racines  réelles, 
quand  les  deux  courbes  se  couperont  en  quatre  points  ; il  n’y 
aura  que  deux  points  d’intersection  s’il  n’y  a que  deux  racines 
réelles  : elles  seront  toutes  quatre  imaginaires , s’il  n’y  a aucun 
point  commun  entre  les  courbes.  Au  cas  qu’il  y eût  quelques 
racines  égales,  les  deux  courbes  se  toucheraient , etc. 

Mais  Comme  l’une  des  deux  courbes  est  arbitraire,  il  convient 
toujours  de  préférer  le  cercle  comme  plus  aisé  à décrire.  Après 
avoir  tracé  les  deux  axes  rectangulaires  Ax  , Ay  (%.  2 4 5)  , on 
décrira  l’hyperbole  xy—pm  entre  ses  asymptotes;  éli minant pm, 
la  proposée  devient  l’équ.  d’un  cercle  facile  à décrire  , 

x>+r  + pn=pq. 

J 771  ' 1 

T 

Prenez  ACz=  du  centre  C , avec  le  rayon  î/( pq  . 

2771  J -v  Y ' 4m%y 

tracez  un  cercle  ; l’hyperbole  sera  coupée  en  des  points  M , 

N y N'}  dont  les  abscisses  AP3  AP' , AQ , AQf  seront  les  4 ra- 
cines x cherchées  ; deux  sont  positives  dans  la  fig. , les  deux 
autres  négatives.  Il  pourrait  n’y  avoir  aucun  point  d’intersec- 
tion , ou  seulement  deux. 

3o.. 
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De  même,  pour  ad — p*qx -^-p3r  ~ o,  on  prendra 

*?  = py  i d où  j/2 — p y -J-  qx  -j-pr=z  o 5 ajoutant  x2  — py^=ot 
il  vient 

y*  + x*  — apy  + qx  + pr=zo,  x2=py, 

équ.  d’un  cercle  et  d’une  parabole  faciles  à décrire. 

Pour  x3  zt  a2x — a2q~o,  multipliez  para;  ; faites x2  = ay  ; 
d’où y2  d=  ay  — qx~o\  ajoutez  la  précédente  , il  vient 

y2  4-  ad  = qx  , ou  y2-\-x2z=zo.ay  -f-  qx  > 

suivant  que  la  proposée  contient  -f-  ou — a 2.  On  construit  le 
cercle  que  cette  équ.  représente;  les  abscisses  des  points  com- 
muns avec  la  parabole  x 2 = ay  sont  les  racines  cherchées  ; 
x~o  répond  à la  racine  introduite. 

Pour  x 3 — 3a2x  = 2a3 , le  même  calcul  donne 

x2  = ay , y2  -f-  x2  = /{ay  -f-  Qax. 

Soit  décrite  la  parabole  MA  (fig.  247)  dont  le  paramètre  est  a , 
et  le  cercle  CAM , dont  le  centre  est  C (a , 2a)  , et  le  rayon 
AC  — a\/ 5 , le  point  Md’ intersection  a pour  abscisse  x=zAP ; 
c’est  la  seule  racine  réelle. 

3 

On  peut , par  cette  construction  , obtenir  la  valeur  de  \/a. 

Étant  données  deux  droites  a et  b,  trouver  entre  elles  deux 
moyennes  proportionnelles  x et  y , ~ a l x y l b.  Puisque 
a;2  — ay,y2  = bx , en  construisant  deux  paraboles  , dont  a et  b 
soient  les  paramètres,  qui  aient  l’origine  pour  sommet  commun  , 
et  dont  les  axes  respectifs  soient  ceux  des  y et  des  x\  on  aura, 
pour  l’abscisse  x et  l’ordonnée  y de  leur  point  commun  , les 
lignes  demandées. 

Mais  les  constructions  sont  plus  simples'  en  employant  le 
cercle.  Ajoutons  nos  équ.,  il  vient  x2-{~y2 — ay  — bx—  o,  et 
on  retombe  sur  la  fîg.  247,  où  BCz=.\  a , AB~\  b. 

Lorsque  b — 2a}  on  a x3z=2a3‘,  ce  qui  résout  le  célèbre 
problème  de  la  duplication  du  cube.  Si  l’on  fait  b = ~ a f 
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comme  on  a x3  =z  — a3 , on  peut  aussi  former  un  cube  x3  qui 


n 


soit  un  cube  donné  a3  ::  m : n. 

En  général,  ces  constructions  peuvent  être  variées  de  bien 
des  manières  ; car,  puisqu’elles  dépendent  de  deux  courbes  dont 
on  a les  équ. , en  multipliant  ces  équ.  par  des  indéterminées  et  les 
ajoutant,  on  obtient  différentes  courbes  propres  à la  résolution 
du  problème. 

464.  Aureste , il  peut  arriver  qu’une  question  proposée  comme 
déterminée , ne  le  soit  pas  ( voy . n°  376  , II  ) , ou  même  qu’on 
puisse  en  faciliter  la  solution  lorsqu’elle  est  déterminée,  en  la 
faisant  dépendre  d’une  autre  question  qui  ne  le  soit  pas.  L’ana- 
lyse indique  d’elle-même  ces  modifications  ; c’est  ce  qui  va  être 
éclairci  par  les  questions  suivantes. 

I.  Étant  donnés  deux  points  A et  B ( fig.  248),  trouver  un 
3e  point  M,  tel  qu’en  menant  AM  et  MB , l’angle  MAE  soit  la 
moitié  de  MBA.  Faisons  AB  — m;  les  équ.  de  AM , MB  sont 
y ~ax  y y — — a (x  — m ) , l’origine  étant  en  A : or,  a et  a! 

. . . 1 

sont  des  tang.  d’angles  doubles  l’un  de  l’autre  •,  donc  a 


2 a 


a 


(L,  35g  ).  Éliminons  a et  a entre  ces  trois  équ  , et  faisons 
abstraction  de  y o , qui  n’apprend  rien  ; il  vient 


y%  3x2  277137  = O. 

On  voit  que  la  question  est  indéterminée  , et  qu’on  y satisfait 
en  prenant  pour  M chaque  point  de  l’hyperbole  que  nous  allons 
construire.  Faisons  AC=  3 m = 3 AB  ; C sera  le  centre , A et  D 
les  sommets  ; les  asymptotes  CG  , CH  font  avec  AB  un  angle 
égal  aux  deux  tiers  d’un  droit,  \/o  en  étant  la  tangente 
( n°  352  ) ; cette  courbe  MD  sera  celle  dont  il  s’agit. 

Si  l’on  veut  partager  un  arc  de  cercle  AEB , ou  un  angle  AKB} 
en  trois  parties  égales  , on  prendra  le  tiers  AC  de  sa  corde  AB  ; 
construisant  l’hyperbole  ci-dessus  , l’intersection  avec  l’arc  don- 
nera ( n°  208  ) le  tiers  EB  de  l’arc  , ou  le  tiers  EK  B de  l’angle. 

Pour  résoudre  le  problème  de  la  trisection  de  ï angle , nous 
l’avons  d’abord  présenté  sous  une  forme  indéterminée,  et  même 
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plus  générale , puisque  nous  aurions  pu  de  même  trouver  le 
point  d’un  arc  d’ellipse  AEB , ou  de  toute  autre  courbe  qui 
remplit  une  condition  analogue. 

II.  Mener  une  droite  DD', y — ax  -f-  b (lig.  $49),  de  manière 
que  la  somme  des  perpend.  MD , Mr D' , abaissées  de  deux 
points  donnés  Met  M' , soit  égale  à une  longueur  connue  ~m. 
Il  s’agit  de  déterminer  a et  b par  la  condition  MZ>-f-  M' D'  z=m. 

La  distance  du  point  M (pcf , y')  à cette  ligne  (n°  374)  est 
ax'  — y -h  b . 

* Gn  raisonnant  meme  pour  M (x  , y ),  on  a 
(ax  — y -f*  B)  -f-  (ax"  — y " a£) ....  (î). 


Cette  équ.  ne  pouvant  faire  connaître  que  a ou  b , le  problème 
est  indéterminé  : si  l’on  met  y — ax  pour  b dans  (î),  on  a 

y — ï (/  -b y'1)  = ° [>  — i O'  “b x") ] -f  £ m y/(i  4-  U9)  ; 

c’est  l’équ.  de  la  droite  cherchée.  Transportons  l’origine  au 
milieu  de  MM'  en  61  (x  -f-  u/')  , \ (y  -j-J'OJ  > on  a 

y^zctx  + -i  m \/(i  4-  a2) (2). 

La  direction  de  la  droite  est  restée  arbitraire;  seulement  on 
voit  que,  lorsqu’on  a choisi  a à volonté,  l’ordonnée  à l’origine 
est  ~ m 1/(1  -J-  <z2)  i ainsi  ( n°  ^7 4 ) la  distance  FC  — \ m , ce 
qui  fournit  cette  construction.  Du  centre  C des  moyennes  di  - 
stances aux  axes,  on  décrira  un  cercle  avec  le  rayon  ~ m ; toute 
tangente  à ce  cercle  satisfera  seule  à la  condition  exigée.  C’est 
ce  que  rend  évident  la  propriété  connue  du  trapèze  MDD' ML 
(n°  a 16,  4°.). 

Si  l’on  eût  donné  trois  points  , il  aurait  suffi  d’ajouter 
ax!"  —ÿ"  -r  ûau  ier  membre  de  (1)  : en  général , pour  11  points, 

TEL 

il  faudrait  remplacer  m dans  (2)  par  —,  Donc,  la  somme  des 

» 71 

perpendiculaires  menées  de  11  points  sur  la  droite  DD'  est=  m , 
quand  DD'  est  tangent  au  cercle  FC  décrit  du  centre  des 
inoyennes  distances  avec  un  rayon  FC  — la  ne  partie  de  m. 

III.  Étant  données  deux  droites  AP , AD  ( lig.  260  ),  cher- 
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cîions  un  point  M tel,  que  les  perpend.  M P , MD  soient  entre 
elles  dans  un  rapport  donné  — -n\m . Prenons  AP  pour  axe 
des  x y A pour  origine  \ AP  — x , PAf  =y'  *,  enfin^y  = ax 

pour  l’équ.  de  AD.  Laperp.  MD~  Z— aa 0°3? 

par  condition  ; d’où 

, armé 

^ 7Z  — 771  i/  (l  4”  a2)* 


Donc,  tous  les  points  d’une  droite  passant  en  satisfont 
à la  question.  Prenons  des  parties  AC  — my  AB~n  sur  les 
perpend.  aux  droites  données , et  menons  des  parallèles  M, 
ÇM  à ces  droites  ; M sera  l’un  des  points  de  la  ligne  cherchée  % 

puisqu’il  satisfait  à la  condition  : cette  ligne  est  donc  AM. 


Si  l’on  voulait  obtenir  sur  une  courbe  MN\es  points  M et  N i 
qui  jouissent  de  la  propriété  désignée  , il  faudrait  construire  la 
droite  AM , et  prendre  ses  points  d’intersection  M et  N avec  la 
courbe. 

Le  point  M pourrait  être  situé  au-dessous  de  AD  ; alors 
î/(L-Pa2)  ayant  un  signe  contraire  , il  faudrait  prendre  A m 
en  sens  opposé  de  AC , et  la  section  de  BM avec  C'x. 

IV.  D’un  point  (fig.  261)  menons  deux  tang  KM , KN à 
l’ellipse  donnée  CMN , et  la  corde  MN  qui  joint  les  points  de 
contact.  Si  l’on  fait  parcourir  au  point  K une  droite  quelconque^/? 
donnée,  les  points  M , N varieront  ainsi  que  MiV;  on  demande 
la  courbe  qui  est  le  lieu  des  intersections  successives  de  ces 
cordes  MN. 

Menons  par  le  centre  C , CD  parallèle  à AB , et  CA  dia- 
mètre conjugué  de  CD\  prenons  ces  lignes  pour  axes.  En  par- 
tant de  l’équ.  de  la  tang.  à l’ellipse , et  exprimant  qu’elle  passe 

par  un  point  donné  K ( «&,  fi  ) , on  a prouvé  ( n®  4»  3 ) qu’il  y a 
deux  tang.,  et  que  la  corde  MN y qui  joint  les  points  de  con- 
tact a pour  équ.  afifiy  -f-  b*etx  = a*h° . Si  l’on  place  le  point  K 
en  B , l’équ.  de  la  nouvelle  corde  rnn  sera  la  même  en  chan- 
geant fi  en  fi' , Le  point  de  section  de  ces  cordes  se  trouve  en  éli- 
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minant  .r  et  y entre  leurs  équations.  En  les  retranchant,  il  vient 
cl  y (fi  ~'/S  j z=  o , ouy/  o.  Il  est  donc  prouvé  que  le  point  de 
section  est  sur  l’axe  des  x , et  cela  , quel  que  soient  fi  y fi'  ] d’où 
résulte  que  toutes  ces  cordes  se  coupent  en  un  seul  point.  La 
même  propriété  a lieu  pour  l’hyperbole  et  la  parabole.  ( Voy. 

n°s  4°7>  4i  3). 

De  quelques  autres  Courbes. 


4^5.  Lorsqu’on  donne  divers  points  F , G,  M , Z...  (fig.  180), 
I y a une  infinité  de  courbes  qui  les  unissent;  cependant , parmi 
celles  qu’on  peut  choisir,  il  en  est  une  qu’on  préfère,  comme 
étant  plus  simple  que  les  autres  , c’est  celle  dont  l’équation  est 
y A Bx~\~  Cra-f-etc.,  et  qu’on  nomme  Parabole , par 
analogie  avec  la  courbe  que  nous  connaissons  sous  ce  nom. 
Ap  rès  avoir  tracé  deux  axes  Ax  , Ay  , et  marqué  les  coordon- 
nées ADi  DF y AC , CG ....  des  points  connus  , on  comprendra 
dans  l’équ.  autant  de  termes  qu’il  y a de  ces  points,  et  il  s’agira 
d’en  déterminer  les  coefîiciens  A , B . . . . par  les  conditions 
donnée? , savoir,  que  i°.  x — AD  ~ a donne  y — DF  ~ a ; d’où 
a — A - f-  Ba,  -f-  Cafi  -f- . ..  ; 20 . de  même  x — fi , donne  y = b ; 
b — A -f-  B fi  -{-  CF  et  ainsi  des  autres  points.  Il 

faudra  ensuite  éliminer  les  inconnues  Ay  B , C. afin  d’en 
obtenir  les  valeurs. 

Ce  calcul  peut  être  présenté  d’une  manière  simple  et  géné- 
rale ; car,  puisque  x~a  doit  donner  y = a , la  valeur.de  y 
est  de  la  forme  y — Aa  -f-  F , A et  K étant  composés  de  ma- 
nière que  x —ce,  rende  A — 1 , et  : ainsi  ( n°  5co  ) , 

K — (x  — - ci)  K'.  De  plus , quand  x~fi}  on  a y=zb,  donc 
on  a en  général  y — B b -h  L , L étant  — (gc  — fi)  F ; de  sorte 
que,  pour  allier  ces  deux  conditions, 


x ~ fi  , x 
y — A a - f- 


u 


(C 


fi 


d 


B'b-\-(x  — cc)  (a;  — fi)Mr  ^ 


At  et  B'  étant  — 1 lorsqu’on  fait  respectivement  x ~ a , ou  — fi. 
En  continuant  le  même  raisonnement , on  verra  que 


INTERPOLATION1. 


équ.  où 


y — ytci  —f—  Db  -f-  Ce  —J—  etc.  , 

Az=z  ^ x~ ® — ^)  • • • 

(ti — */3)  (ce  — y)  (a  — ^)... 

0r~~y) 

(£■ — a)  (/3- — y)  (/3 — ^)... 


en  prenant,  pour  chaque  terme  de  ces  fractions,  autant  de  fac- 
teurs , moins  1 , qu’il  y a de  points  donnés. 

On  obtient  ainsi  l’équ.  approchée  d’une  courbe  donnée , mais 
tracée  au  hasard;  il  suffit  d’y  distinguer  un  nombre  suffisant  de 
points,  pris  sur-tout  aux  lieux  où  la  courbe  offre  des  sinuosités 
marquées  et  d’en  mesurer  les  coordonnées  «?,  a,  /3,  b,  ... 

On  pourra  aussi  trouver,  entre  des  points  isolés  F,  G,  M,  Z...} 
d’autres  points  assujétis  à la  même  loi  ; et  de  même,  entre  plu- 
sieurs quantités  liées  par  de  certains  rapports , obtenir  une  loi 
qui  puisse  servir  à faire  connaître,  par  approximation,  quelque 
circonstance  intermédiaire.  C’est  en  cela  que  consiste  la  mé- 
thode de  l’ Interpolation , dont  l’application  est  si  fréquente  aux 
phénomènes  naturels. 

Les  mêmes  raisonnemens  servent  à faire  passer  une  courbe 
de  nature  connue  par  une  série  de  points  donnés  : l’équ.  de 
cette  courbe  doit  alors  renfermer  autant  de  constantes  arbi- 
traires , qu’il  y a de  ces  points  , sans  quoi  le  problème  serait 
absurde  ou  indéterminé.  Ainsi  l’équ.  la  plus  générale  du  cercle 
étant  (y  — - • ky  -f-  (x  t—  h)2  = r2 , on  ne  peut  exiger  que  cette 
courbe  passe  par  plus  de  trois  points  connus  (#,  a),  Ç/S,  b ),  (y,  c)  ; 
et  l’on  aurait,  pour  déterminer  les  constantes  kt  h et  r,  les 
conditions 


(a  — h)2  -j~  (*m — h)2  ~ r2, 
(b  — &)a+  (/3  — hy  ~ r % 
(c  — k)2  -f-  ( y — hy  — r2. 


Si  le  rayon  r était  connu , ou  ne  pourrait  plus  se  donner  que 
deux  points , et  ainsi  de  suite. 

En  général , on  peut  faire  passer  une  section  conique  par 
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cinq  points,  puisqu’il  y a cinq  arbitraires  dans  l’équ.  générale 
du  2e  degré , dégagée  du  coefficient  du  ier  terme. 

466.  Quelle  est  la  courbe  DM,  QE  ( fig.  252)  engendrée  par 
l’intersection  continuelle  de  la  ligne  BM , qui  tourne  autour  de 
B,  et  d’un  cercle  MEQ  , dont  le  centre  glisse  le  long  de  AC , de 
manière  que  ce  centre  soit  toujours  sur  BM ? Prenons  Ax  et 
BD  pour  axes.  Soient  ACz=.a , AB  ~b,  CM  — ADz=.  a : les 
équ.  du  cercle,  et  de  la  droite  BM  qui  passe  en  B (o,  — b ) et 
C {et,  o) , sont 

{x — #)2  +y*  = a2 , uy~b{x  — a)  \ 

éliminant  et,  il  vient  a;2j/2  = (a2  — y 2)  {y  -|-  b )2. 

Telle  est  l’équ.  de  la  courbe  proposée,  que  Nicomède  a 
nommée  Conchoïde.  Il  suit  de  sa  génération  qu’elle  est  formée 
de  deux  branches , l’une  en  dessus  , l’autre  en  dessous  de  Ax  , 
étendues  à l’infini , et  dont  Ax  est  l’asymptote  ; que  la  plus 
grande  largeur  est  en  DD' , lorsque  la  droite  mobile  BM  est 
„ perpend.  à Ax • Si  AB  est  <7  a,  alors  il  y a en  Df  un  nœud,  qui 
s’évanouit  et  ne  laisse  qu’un,  point  de  rebroussement  lorsque 
AB  = a ( voy.  fig.  253  ). 

467.  Le  cercle  AFB  (fig.  254)  sa  tan§  BD  sont  fixes  ; la 
droite  AD  tourne  en  A,  et  AM  est  toujours  pris  = FD  : quelle 
«st  la  courbe  des  points  MA  Elle  résulte  de  la  section  conti- 
nuelle de  AD  , par  un  2e  cercle  , dont  le  centre  est  en  A , et 
dont  le  rayon  B variable  est  sans  cesse  =FD.  Les  équ.  de 
nos  deux  cercles,  l’origine  étant  en  A , sont  a;2  +y*=R‘, 
y*  — 2 ax — xz;  celle  de  AD  est  y — Ax  ; A et  R varient , et 
l’on  a AM~FD , ou  AP  — EB.  Or,  on  trouve  ( nos  372,  354) 


j r*i  2 CL  . . n 2 CL  A-  . — . t j t~. 

AE~ -- ,EB  = — ; — — , AP  — R cos  MAP 

1 -f-  A**  1 -f-  A 


R 


donc  R [/{  1 -f-A2)  = 2 aA*  ; c’est  l’équ.  de  condition. 

Eliminant  R et  A , à l’aide  de  x 2 -f- y2  — PC , y = Ax , on  a. 
l’équ.  cherchée 


x3  -f-  xy*  — 2cy2  *, 


CISSOÏDE,  LOGARITHMIQUE,  4?^ 

îl  résulte  de  cette  équ.  que , i°.  a:  ne  peut  être  ^>2 et , ni  néga- 
tif  : ainsi  la  courbe  est  renfermée  entre  Ay  et  BD  ; 2°.  elle  est 
symétrique  départ  et  d’autre  deAB'f  3°.  elle  passe  par  l'origine  A 
(où  elle  a un  rebroussement);  4°-  x~a  donne  y — zhci  : les 
points  H et  H'y  où  la  courbe  coupe  la  circonf.  directrice,  par- 
tagent celle-ci  en  ses  quatre  quadrans  ; 5°.  x — 2 a donne^—oc  : 
BD  est  asymptote.  Cette  courbe  est  nommée  Cissoïde  de 
Dioclès. 

468.  La  courbe  OBM{ fig.  255),  dont  les  abscisses  AEyAP ... 
sont  les  logarithmes  des  ordonnées  correspondantes  EF,  MP..., 
est  nommé  Logarithmique  : son  équ.  est  x = îogyg  ou^y=a;y, 
a étant  la  hase  (n°  j4$).  Il  est  facile  de  voir  que,  i°.  la  courbe 
n’a  qu’une  seule  branche,  qui  est  infinie  adroite  et  à gauche; 
2°.  l’ordonnée  AB  à l’origine  est  = j ; 3°.  soit  AE~  1 ~AB , 
on  a EF  = a — la  base  ; 4°-  si  a est  1 ; la  partie  BM  de  la 
courbe  qui  est  dans  la  région  des  x positifs , s’écarte  sans  cesse 
de  Ax.  Le  contraire  a lieu  lorsque  a <51  ; l’autre  partie  FO 
s’approche  de  AQ\  QAx  est  l’asymptote.  5°.  Si  l’on  prend 
des  abscisses  successives  en  progression  par  différence , les  or- 
données correspondantes  formeront  une  progression  par  quo- 
tient. 

Les  différentes  espèces  de  logarithmiques  sont  distinguées 
entre  elles  par  la  base  a. 

469.  Formons  la  courbe  des  sinus  (fig.  s5S)  : Féquation  est 
y = sin  x.  Chaque  abscisse  x est  le  développement  d’un  arc  de 
cercle  dont  l’ordonnée  y est  le  sinus  , le  rayon  étant  r.  Si  l’arc 
est  o , xr,  2 %r...y  le  sinus  est  nul  : à partir  de  l’origine  A , et  de 
part  et  d’autre  , on  prend  AB  = BC  = AB'  = . . . = tft  , les 
points  Ay B,  B' , CyÇ' ...  sont  ceux  où  la  courbe  coupe  i’axe  des  x. 
L’arc  croissant  depuis  zéro  jusqu’à  = AE  , le  sinus  croît 
aussi  jusqu’à  EF^=r}  mais  a: continuant  de  croître,  y diminue; 
la  portion  AFB  de  courbe  est  symétrique  par  rapport  à FE. 
Lorsque  x passe  AB  ==  %r  , le  sinus  devient  négatif  ; et  comme 
il  reprend  les  mêmes  valeurs  , on  a une  autre  partie  de  courbe 
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BDC  égale  à la  première.  Le  cours  se  continue  ainsi  à l'infini» 
Ces  courbes  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le  rayon  r. 

470.  Un  point  A 267)  se  meut  le  long  de  CA , en  meme 
temps  que  CA  tourne  en  C ; quand  CA  est  en  CM , A est  en 
if/, et  l’on  exige  que  AC  soit  toujours  à AP , comme  le  quadrant 
ce  est  à l’arc  décrit  ab.  On  demande  quelle  est  la  courbe  AM  B 
décrite  par  Al  elle  est  produite  par  l’intersection  continuelle  du 
rayon  CM  et  de  PM  perpend.  à CA.  C étant  l’origine,  soient 
AC  = a,  ab  — ô y CP  = u } les  équ.  de  CM  et  PM  sont 

AP  ab 

y~x  tangô,  x=u.  Mais  la  condition  imposée  — 

A C 

donne 


ac 


— = - — ; éliminons  a et  ô . il  vient 

— TT 

ÏT  O — x)~\ 

J'  °Uy 


a 


y = x tang 


i n 


r 


a 


= x cot  ^ 


2a  J 


Il  est  aisé  de  voir  que , i°.  la  courbe  est  sjmiétrique  de  part  et 
d’autre  de  Cy\  20.  que  rh  x a rend  y négatif;  3°.  que 
dzx  = 2 a donne  les  asymptotes  QN,  Q'N'.  Dinostrate , son 
inventeur,  a donné  à cette  courbe  le  nom  de  Quadratrice,  à 
cause  de  l’utilité  qu’il  lui  supposa  pour  la  quadrature  du  cercle. 

471.  Si  un  cercle  CM  ( lig.  258)  roule  sur  une  droite  AB , 
le  point  M y qui  originairement  était  en  contact  en  A , aura 
décrit  l’arc  AM\  et  le  nouveau  point  de  tangence  avec  AB 
sera  en  Z),  de  sorte  que  AD  sera  le  développement  de  l’arc  de 
cercle  MD.  En  continuant  le  mouvement  du  cercle,  le  point  M 
tracera  la  courbe  AMF  B , qu’on  nomme  Cycloide}  Roulette  ou 
Frochoîde. 

Après  une  révolution  complète  , le  point  M se  retrouvera 
au  contact  en  A,  qui  sera  un  point  de  la  courbe  , AB  étant  la- 
circonférence  du  cercle  générateur  : en  E , milieu  de  AB , le 
diamètre  FE  = zr  de  ce  cercle,  est  la  plus  grande  ordonnée; 
la  courbe  est  symétrique  de  part  et  d’autre  de  l’axe  FE.  La 
cycloïde  continue  son  cours  à l’infini,  en  formant  en  A x B<..o 
des  rebroussemens. 
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Prenons  l’origine  en  Ay  AP  z=z  xy  PM  y*,  comme 
AP  — AD  — PDy  on  slx  — MD — z,  en  faisant  PD  ~z\  z est 
l’ordonnée  QM  du  cercle  CM , l’abscisse  y étant  DQ\  d’où 
s2  = 2 ry — y*.  Or,  MD  est  un  arc  qui,  dans  le  cercle  dont  le 
rayon  est  r , a z pour  sinus  ; ce  qu’on  exprime  ainsi  : 

MD  = arc  ( sin  = z ) ; 
donc  on  a xz=  arc  (sin  = z)  -—z 

ou  z = sin  (x  ’ vsa  — 2rv  — * v2. 

■ ( 

Si  l’origine  est  en  F , FS  — xy  SM~y  , FK  — u3 

on  a FS  — AE — AP  = AE  — {AD  — PD) 

= demi-circ . FKE  — arc  MD  -f-  MÇ  — /r /V-)-  A7V, 

ou  ;r=:arc  ( sin  — + z=sin  (x  — z)  , ou  #=  zz-f-sin  u. 

Les  travaux  de  Fermât,  Descartes,  Roberval  , Pascal, 
Huy  gbens...,  ont  rendu  cette  courbe  célèbre  y elle  jouit  de  pro- 
priétés géométriques  et  mécaniques  très  singulières  ; mais  ce 
n’est  pas  ici  le  lieu  de  nous  en  occuper. 

Si  l’on  eût  cherché  la  courbe  décrite  par  un  point  du  plan 
circulaire  différent  de  ceux  de  la  circonférence  , on  aurait  eu 
une  autre  espèce  de  cycloïde.  On  aurait  aussi  pu  donner  au 
cercle  mobile  un  mouvement  de  translation  dans  l'un  ou  l’autre 
sens,  outre  celui  dont  nous  venons  de  parler,  ce  qui  aurait 
alongé  ou  accourci  la  cycloïde.  Enfin  on  aurait  pu  faire  rouler  la 
circonférence  sur  une  autre  courbe  : on  aurait  eu  ce  qu’on  nomme 
les  Épicycloïdes.  Mais  nous  ne  pouvons  qu’indiquer  ces  objets. 

472.  On  nomme  Spirale  une  courbe  qui  est  coupée  en  une 
infinité  de  points  par  toute  ligne  qui  passe  par  un  point  fixe  ou 
pôle.  Les  spirales  forment  un  genre  de  courbes  dont  la  géné- 
ration nécessite,  pour  ainsi  dire,  les  coordonnées  polaires.  Telle 
est  celle  de  Conon  , qui  porte  le  nom  de  Spirale  d' Archimède , 
parce  que  ce  célèbre  géomètre  en  a le  premier  reconnu  les  pro- 
priétés. La  droite  AI  ( fig.  269)  tourne  autour  de  A , pendant 
qu’un  point  mobile  M glisse  le  long  de  AI.  Cherchons  l’équ. 
de  la  courbe  AMNC , qu’il  trace,  en  supposant  que  AI  est  placé 


1 
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en  AC } quand  le  mobile  est  en  A \ qu  après  une  révolution, 
lorsque  Al  se  retrouve  en  AC  y le  mobile  M est  en  C \ qu’enfm 
les  espaces  qu’il  parcourt  sont  proportionnels  aux  angles  que 
décrit  AI. 

La  valeur  angulaire  2#  devant  répondre  à AC~  a , on  a 
27T  %7l  ü 

— = -V-  = - ; donc  , 27rr  = ad 
a AM  r * 


est  l’équ.  cherchée.  La  courbe  passe  en  A , en  C...j  les  révo- 
lutions successives  de  Al  donnent  ô=  2çr  r=  d’où. . . , . . 
r = a , — 2a.... , de  sorte  que  chaque  fois  le  rayon  vecteur 
augmente  de  a.  Comme,  pour  un  nombre  quelconque  k de 
révolutions , l’équ. 

r — — devient  r —ak  - f-  — , 

2 TT  27 T 


k étant  un  entier  quelconque,  tous  les  rayons  vecteurs  s’ac- 
croissent aussi  de  a. 


4?5.  Soient  menées  les  perpend.  AC , CD  ( lig.  260),  et 
décrit  du  centre  C des  arcs,  tels  que  PM , égaux  en  longueur 
à une  ligne  donnée  CD~  a \ les  extrémités  M de  ces  arcs  déter- 
minent une  courbe  ISM  t dont  on  trouve  aisément  l’équ.  ; car 


Ch  CM 

on  a — r — i or,  PM  ~ a ; donc  rB  — a.  L’analogie  de 
g/i  PM 3 b 

cette  équ.  avec  xy  — rri3,  a fait  donner  à cette  courbe  le  nom 

de  Spirale  hyperbolique  : on  voit  d’ailleurs  que  DE  y parallèle 

a 

k AC  y est  asymptote.  Puisque  r=  -g  , r n’est  nul  que  quand 


et  comme  6 == 2#- , ==4*«  • • • donne  des  valeurs  de 
r de  plus  en  plus  petites,  la  courbe  fait  autour  du  pôle  des 
circonvolutions  , et  n’y  parvient  qu’après  une  infinité  de 
tours. 

4y4«  On  à donné  de  même  le  nom  de  Spirale  logarithmique 
à la  courbe  dont  l’équ,  est  Ô = logr,  ou  r = a • Q croissant. 
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r croît  aussi , et  le  cours  de  la  spirale  s’étend  à fin  fini  -,  mais  ô 
étant  négatif  et  croissant,  r décroît,  de  sorte  que  ce  n’est  qu’a- 
près  un  nombre  infini  de  tours  que  la  courbe  atteint  le  pôlea 
Elle  participe , comme  on  voit,  des  deux  précédentes. 

La  Spirale  parabolique  a p >ur  équ.  r=  a rt  [/  (pô) , de 
sorte  que  r — a est  moyenne  propor ‘onnelle  entre  p et  S : 
on  reconnaîtra  aisément  la  forme  de  cette  courbe. 


FIN  DU  PREMIER  VOLUME. 
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